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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Dilation tritt in vielen Bereichen des téglichen Lebens auf. Sucht man sich einen
Reiseweg heraus und iiberlegt sich, welchen Weg man am besten mit dem Au-
to nimmt, so trifftt man eine Entscheidung iiber verschiedene Wege um zum
Ziel zu gelangen. Da in den seltensten Féllen der direkte Weg, also die Luft-
linie, befahrbar ist, mul man sich zwischen mehreren Umwegen entscheiden.
Natiirlich versucht man einen Weg zu nehmen, der moglichst die gleiche Lénge
hat, wie die Luftlinie und so unterscheiden sich die verschiedenen Wege durch
ihre Giite. Die Dilation ist ein Mafl fiir die Giite eines Weges. Sie setzt sich
zusammen aus dem Umweg zwischen zwei Punkten und dem direkten Weg (
% ). Abstrahiert man die Fragestellung, so gelangt man zu einem geo-
metrischen Graphen in der Ebene, welcher sich aus miteinander verbundenen
Knoten zusammensetzt. In dieser Diplomarbeit geht es um die graphentheo-
retische Dilation. Einen Uberblick zur graphentheoretische Dilation liefert ein
Ubersichtsartikel von Eppstein[Epp00]. Eine zusétzliche und ausfiihrliche Unter-
suchung stellt auch die Diplomarbeit von T. Dickmeifi{Dic05] da. Im Unterschied
zur geometrischen Dilation, wo man auch mitten auf einer Verbindungslinie /
Kante starten beziehungsweise seinen Weg beenden kann, darf man bei der gra-
phentheoretischen Dilation nur zwischen den Knotenpunkten eines Graphen hin
und her wandern. Es werden nur ungerichtete Graphen betrachtet, bei denen die
Kanten in beide Richtungen zu gleichen Kosten (z.B. Kantenléinge) benutzt wer-
den koénnen. Weitere Erkenntnisse zur gometrischen Dilation sind unter anderem
auch bei A. Ebbers-Baumann, A. Griine und R. Klein[EBGK04] zu finden.

Im Fall eines vollstdndigen Graphen (jeder Knoten eines Graphen ist mit
jedem anderen Knoten verbunden) betréigt die Dilation 1, da es keinen Umweg
gibt, der in Kauf genommen werden muf (siche Abbildung 1.1 a). Bei Graphen
mit weniger Kanten (zum Beispiel einer Triangulierung, siehe Abbildung 1.1 b)
konnen oder miissen Umwege in Kauf genommen werden um von einem Kno-
ten zu einem Anderen gelangen zu koénnen und die Dilation wird 1. Sollte die
Kantenzahl so weit schwinden, daf ein nicht zusammenhingender Graph (sie-
he Abbildung 1.1 c) entsteht, so betriigt die Dilation oo, da man nicht mehr
zwischen jeden beliebigen Punkten iiber die Kanten des Graphen reisen kann.
Hat man jedoch eine Knotenmenge gegeben, welche man mit einer begrenz-
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b) c)

Abbildung 1.1: a) Vollstindiger Graph, b) Triangulierung, ¢) nicht zusam-
menh#ngender Graph.

ten Anzahl von Kanten verbinden soll, so steht man vor einem Problem, sollte
man nicht genug Kanten fiir einen vollstéindigen Graph zur Verfiigung haben.
Es gibt viele Moglichkeiten, wie man die Knoten verbinden kann und jedesmal
mufl man Abstriche machen, da es immer Punkte gibt, die nur {iber einen Um-
weg erreicht werden konnen. Fiir jeden moglichen Graphen gibt es mindestens
ein Knotenpaar, dessen Dilation maximal ist, also der Dilation des Graphen
entspricht. Wiinschenswert wére es, wenn man den Graphen finden wiirde, fiir
den diese hochste Dilation moglichst gering ist. In dieser Diplomarbeit behan-
dele ich Moglichkeiten zu einer gebenener Punktmenge eine Triangulierung mit
der kleinst moglichen Dilation zu finden. Die Frage, ob es machbar ist, so eine
Triangulierung mit minimaler Dilation in polynomieller Zeit zu berechnen, ist
ein ungeldstes Problem innerhalb der Algorithmischen Geometrie und wird auch
von Eppstein[Epp00] (Open Problem 8, p. 451) zitiert. Diese Fragestellung ist
ein zentraler Punkt dieser Diplomarbeit, bei der es um die moglichst effizien-
te, also auch moglichst schnelle Bestimmung der Triangulierung mit kleinster
Dilation geht.

Das wihrend dieser Diplomarbeit entstandene Applet kann unter folgender
Adresse genutzt werden:

http://www.geometrylab.de/

1.2 Gliederung

Bevor es in medias res geht, gebe ich einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau
der Diplomarbeit:

e In Kapitel 2 gehe ich auf die grundlegensten Definition ein und erldutere
zwei Theoreme.

e Kapitel 3 geht niher auf die Eigenschaften einer dilationsminimalen Tri-
angulierung ein und behandelt mehrere Kriterien, die bei der Berechnung
der gesuchten Triangulierung helfen.

e Kapitel 4 behandelt mehrere Berechnunsgverfahren und ihre Vor- und
Nachteile. Aulerdem wird kurz eine Greedyheuristik untersucht.
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e Kapitel 5 erldutert das wihrend der Diplomarbeit entstandene Applet und
mehrere Laufzeitexperimente.
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Kapitel 2

Definitionen und
Begriffserklirungen

2.1 Definitionen

Definition 1 Graph
Unter einem Graphen versteht man ein Tupel G = (V, E) aus einer endlichen
Knotenmenge V' (Verticeset) und einer Kantenmenge E CV x V (Edgeset) .

Im Falle dieser Diplomarbeit beschriinkt sich die Menge V' der Vertices auf
Punkte der Ebene (R?) also auf planare Graphen . Die Kantenmenge E =
{(p,q)lp,q € V} CV x V ist eine Teilmenge aller moglicher Kanten zwischen
den Punkten aus V und somit auch endlich. Eine Kante e = (p, ¢) € E definiert
sich durch zwei Punkte p,q € V und ist entweder gerichtet oder ungerichtet .
Fiir alle weiteren Betrachtungen gehe ich von einer ungerichteten Kantenmenge
aus. Das Punktepaar p, q einer Kante e ist also ungeordnet. Ein vollstindiger
Graph enthélt alle Kanten V' x V.

Definition 2 Edgeflip
Ein Edgeflip oder nur Flip einer Kante e ist gleichbedeutend mit der Ersetzung
der Kante durch ihre duale Kante d(e) = (p*, q*).

Ein Beispiel ist in Abbildung 2.1 zu sehen. Allerdings wird der Begriff der dualen
Kante in mehreren Zusammenhéngen gebraucht. Gebréuchlicher ist die duale
Kante als Bestandteil eines dualen Graphens dessen Definition gleich folgt. Be-
spamyatnikh [Bes00] benutzt den Begriff aber auch als Synomym eine geflippte
Kante. Ebenso wie Bespamyatnikh werde auch ich enie geflippte Kante als duale
Kante bezeichnen. Im anders gemeinten Ausnahmefillen werde ich vorher ex-
plizit darauf hinweisen. Die duale Kante d(e) = (p*,¢*) einer Kante e = (p, q)
entsteht durch einen Edgeflip oder auch Flip der Kante e. Jeder Kante e einer
Triangulierung, aufler den Kanten der konvexen Hiille, lassen sich vier Punkte
zuordnen. Erstens die zwei Punkte p, q, welche eine Kante miteinander verbindet
und zweitens die zwei Punkte p*, ¢* welche auf Basis der Kante e = (p, ¢) jeweils
ein Dreieck aufspannen. Eine Kante e ist nur dann flipbar, wenn beide Dreiecke
zusammen ein konvexes Polygon aufspannen. Ansonsten wiirde die duale Kante
d(e) von e Dreieckskanten schneiden.
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p* P

Edgeflip

p b

p* Edgeflip p*

Abbildung 2.1: Kante e und zugehérige duale Kante d(e), a) Die Kante e ist
flipbar. b) Die Kante e ist nicht flipbar.

In Zukunft bezeichne flip(t,e) einen Graphen, der durch den Edgeflip der
Kante e innerhalb des Graphen t entsteht.

Definition 3 Enumerierung
Der Prozess der Enumerierung (engl. enumeration) meint sowohl die Zihlung
als auch die Aufzihlung von Elementen.

Im Laufe der Diplomarbeit werden zum Beispiel zu einer Punktmenge S alle
moglichen Triangulierungen iiber S enumeriert. Das bedeutet nichts anderes,
als daf} jede Triangulierung erstellt wird. Danach ist nicht nur die Anzahl der
Triangulierungen sondern auch deren Aufbau bekannt.

Definition 4 Dualer Graph

Gegeben sein ein kreuzungsfreier, nichtleerer, zusammenhdngender, endlicher
geometrischer Graph G. Der zu G gehorige duale Graph G* lifst sich wie folgt
konstruieren:

o Wihle einen Punkt p} im Inneren jeder Fliche F' von G. Diese Punkte
sind die Knoten von G*.

o Fir jede Kante e von G mit angrenzenden Flichen F und F' verbinde
Py mit py, mit einer Kante €*, die nur e und sonst keine andere Kante
kreuzt.

In Abbildung 2.2 ist ein Graph G mit zugehorigem dualen Graph G* zu
sehen.

Definition 5 Konvexe Hiille
Die konveze Hiille ch(M) einer Punktmenge M ist die kleinste konvexe Menge
in der M enthalten ist.
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Graph G

/

dualer Graph G~ .

Abbildung 2.2: Graph G und dualer Graph G* (gestrichelt)

Abbildung 2.3: Beispiel fiir eine konvexe Hiille

Im weiteren Verlauf geht es um das Polygon der konvexen Hiille, dessen
Kanten in jeder vollstdndigen Triangulierung der dazugehorigen Punktmenge
enthalten sein miissen. Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel.

Definition 6 Triangulierung

Eine Triangulierung einer Punktmenge S ist eine maximale Menge - bis auf
die Endpunkte - paarweise disjunkter, gradliniger, kreuzungsfreier Kanten, deren
Endpunkte beide in S liegen miissen.

Einzelne Kanten haben also keine echten Schnittpunkte miteinander sondern
beriihren sich nur an den Punkten (Knoten). Dies kommt einer Zerlegung des
Gebietes der konvexen Hiille in Dreiecke gleich (siehe dazu auch Klein [Kle98]
Seiten 235f.). Die Abbildung 2.4 zeigt ein Beispiel fiir eine Triangulierung einer
Punktmenge.

Definition 7 Fuklidische Distanz

Die euklidische Distanz oder auch Metrik ist eine von vielen mdoglich Metriken
um zwei Punkten p, q eine Entfernung zuordnen zu kinnen. Sie wird fiir Punkte
in der Ebene p = (x,y),r,y € R? wie folgt berechnet:

d(p,q) = \/(px — )+ (py — ay)?

Neben der euklidischen Metrik gibt es auch viele weitere Metriken, wie zum
Beispiel die Manhattan Metrik oder die Karlsruhe Metrik ( siche Klein [K1e98],
Seiten 239f. ).



12 KAPITEL 2. DEFINITIONEN UND BEGRIFFSERKLARUNGEN

Punktmenge S Triangulierung von S

Abbildung 2.4: mogliche Triangulierung einer Punktmenge

Abbildung 2.5: Beispiel fiir ein Voronoidiagramm

Definition 8 Voronoi-Diagramme

Ein Voronoidiagramm V D(S) einer Punktmenge S = (p1,p2,..,pn) im R? ist
eine Finteilung der Ebene in verschiedene offene und konvexe Gebiete gleicher
néchster Nachbarn. Fiir einen Punkt p; ist die Voronoiregion V (p;) die Menge
aller Punkte, die néher zu p; sind, als zu jedem anderen Punkt p; € S,j # 1.

Das Voronoidiagramm V D(.S) besteht aus allen Voronoiregionen V (p1), V (p2),
., V(pn). Die verschiedenen Voronoiregionen sind durch Bisektoren von einan-
der getrennt, welche zwischen den Punkten aus S verlaufen. Alle Punkte auf
diesem Bisektoren besitzen zu den Voronoipunkten der angrenzenden Voronoi-
regionen denselben Abstand und kénnen nicht einer einzigen Region zugeordnet
werden. Die Bisektoren werden auch Voronoikanten und die Punkte, an denen
die Bisektoren zusammenlaufen, Voronoiknoten genannt.

Definition 9 Delaunay-Triangulierung
Die Delaunaytriangulierung ist ein dualer Graph des Voronoidiagrammes, so
daf$ die Knoten den Punkten aus S entsprechen und geradlinig sind.

Abbildung 2.6 zeigt ein solches Beispiel.
Die Delaunaytriangulierung weist zudem folgende Eigenschaften auf:

e Die Delaunaytriangulierung zerlegt das Gebiet der konvexen Hiille ch(.S)
in Dreiecke.

e Der Umkreis jedes einzelnen dieser Delaunaydreiecke enthélt keinen Punkt
aus S.
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Umbkreis eines Delaunaydreieckes
Voronoidiagramm

P

Delaunaytriangulierung

Abbildung 2.6: Delaunaytriangulierung als dualer Graph eines Voronoidiagram-
mes

e Die Delaunaytriangulierung vermeidet spitze Winkel innerhalb der Delau-
naydreiecke.

Diese und weitere Eigenschaften werden bei Klein[Kl1e98] (Seiten 233f.) und
Eppstein[Epp00] genauer untersucht.

Definition 10 Dilation

Gegeben sei ein zusammenhingender und nicht leerer Graph G = (V, E). Die
Dilation ist ein Maf fir den Umweg der in Kauf genommen werden mufl um
von einem Punkt p € V' zu einem anderen Punkt g € V zu gelangen. Bezeichne
wa(p,q) den kiirzesten Pfad iber die Kanten des Graphen G wvon p nach q.
Dann berechnet sich die Dilation d¢(p,q) aus dem Quotient der Linge dieses
kiirzesten Pfades |ra(p,q)| und der euklidischen Distanz d(p,q):

st ) = 0]

Die grafite auftretende Dilation §(G) = max(dg(z,y)|z,y € V) heifit Dilati-
on des Graphen G.

In Abbildung 2.7 sind mehrere Beispiele fiir die Dilation zwischen 2 Punkten
zu sehen ( a)d(z,y) > 1, b) 6(z,y) = 1, ¢) limzy—od(7,y) = o0). Fiir jedes
Punktpaar p,q mit p # g 1a8t sich nun die Dilation innerhalb des Graphen G
bestimmen.

Definition 11 Minimale Dilationstriangulierung
Gegeben sei eine Punktmenge S. Zu dieser Punktmenge existiert eine Menge
aller Triangulierung T(S) wber S. Die Triangulierung(en)
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w N

a) §(z, y) = ettt b) 6z, y) = 2 = 1

[zy]

v
¢) 0(z,y) < (', y)

Abbildung 2.7: (a) Beispiel fiir die Dilationsbestimmung zwischen zwei Punkten
2 und y, (b) zwei Punkten z,y mit Dilation = 1, (c¢) Die Dilation kann bei sich
annidhernden Punkten z’,y’ beliebig grofl werden.

t ={teT(5)|6(t) = min (&(¢'

wpr = {t € T(S)I(0) = min_ (6}
mit der kleinsten Dilation nennen sich minimale Dilationstriangulierung(en)
von S.

Da sie im Englischen auch als minimum dilation triangulation(s) bezeichnet
werden und ich im Laufe der Arbeit noch ofter darauf zu sprechen komme,
werde ich in Zukunft die Abkiirzung MDT benutzen. Abbildung 2.8 zeigt ein
Beispiel fiir eine eindeutige MDT. Aus der Definition und auch aus dem Beispiel
2.9 148t sich erkennen, das die MDT nicht immer eindeutig sein muf}, sondern
dafl es auch mehrere Triangulierungen mit der kleinsten Dilation geben kann.
Trotzdem werde ich in Zukunft der Einfachheit halber meistens von der MDT
sprechen.

Definition 12 Minimaler Spannbaum

Gegeben sei ein ungerichteter, zusammenhingender Graph G = (V, E), dessen
Kanten mit Gewichten markiert sind. Gesucht ist ein Baum B, der den Graphen
aufspannt und minimales Kantengewicht hat.

Der Baum B spannt G dann auf, wenn er ein zusammenhéngender Teil-
graph von G ist und alle Knoten von G enthélt. Im Falle dieser Diplomarbeit
sind die Kanten mit ihrer geometrischen Kantenldnge gewichtet. Abbildung 2.10
zeigt ein Beispiel fiir einen minimalen Spannbaum. In einem minimalen Spann-
baum gibt es drei Arten von Kanten, einerseits Kanten welche beidseitig néchste
Nachbarn verbinden, also Punkte, die sich gegenseitig als néchste Nachbarn ha-
ben, andererseits Kanten die einseitig néchste Nachbarn verbinden und Kanten,
die keine nichsten Nachbarn verbinden. Weiterhin sei darauf hingewiesen das
der minimale Spannbaum nicht eindeutig sein muf}, es kann also auch mehrere
geben, zum Beispiel bei Punkten in einem regelméfiigen Gitter.
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XY

a) 6(T) = 1.05 b) §(T) = 2,19

Abbildung 2.8: Beispiel fiir eine Triangulierung aus 5 Punkten mit a) der zu-
gehorigen MDT und b) der mit maximaler Dilation. Die gestrichelten Kanten
zeigen jeweils den Umweg zwischen den beiden dilationsbestimmenden Punkten
auf.

DB

Abbildung 2.9: Drei Triangulierungen mit gleicher minimaler Dilation.

NG

<
N

Abbildung 2.10: Beispiel fiir einen minimalen Spannbaum. Die Pfeile zeigen auf
den néchsten Nachbarn. Es gibt also Kanten die beidseitig néchste und einseitig
néchste und normale Nachbarn verbindet.
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a) b)

Abbildung 2.11: a) Induktionsanfang fiir 3 Punkte. b) Einfiigen eines inneren
Punktes. ¢) Einfiigen eines dufleren Punktes, welcher die konvexe Hiille erweitert.
d) Einfiigen eines #ufleren Punktes welcher Punkte der alten konvexen Hiille
iiberdeckt.

2.2 Theoreme

2.2.1 Anzahl an Triangulierungskanten

Gegeben sei eine Punktmenge S mit insgesamt n Punkten. Davon liegen n*
Punkte auf der konvexen Hiille. Aulerdem sei folgende Eigenschaft nicht erfiillt:
Drei oder mehr Punkte sind kollinear zueinander, liegen also auf einer gemein-
samen Geraden. Dann gilt

Theorem 1 Die Anzahle der Kanten einer mdéglichen Triangulierung lisst sich
fiir S mit folgender Formel berechnen:

e=3n—n"-3 (2.1)

Eine Punktmenge S mit n = |S| Punkten haben die zugehorigen Triangulierun-
gen O(n) Kanten. Erlduternde Skizzen zum folgenden Induktionsbeweis sind in
Abbildung 2.11 zu finden.

Beweis per Induktion: Fiir n = 3 ist auch n* = 3.

e=3n—n"-3
=3.
Fiir n = 3 ist die Formel bewiesen. Was passiert nun wenn man einen wei-
teren Punkt p,e, hinzufiigt. Hier gibt es zwei Fille zu unterscheiden. Einerseits
kann p,,e,, innerhalb der alten Triangulierung liegen, oder aulerhalb. Liegt prey

innerhalb der alten Triangulierung so entstehen 3 neue Kanten und n* &ndert
sich nicht.

eny1 =3(n+1)—ny, . —3
=3n+3-n;—3
=ep+3
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Andererseits kann py,., auch auflerhalb der konvexen Hiille liegen. In diesem
Fall gibt es wiederum zwei Mo6glichkeiten.

Erstens kann p,,., die konvexe Hiille erweitern, so dass alle Punkte der alten
konvexen Hiille auch in der neuen konvexen Hiille enthalten sind. In diesem Fall
werden zwei zusétzliche Kanten eingefiigt und die Menge der Punkte auf der
konvexen Hiille wéchst um den Punkt pye, an. Es gilt also ny, .y = nj, + 1.

eny1=3(n+1)—ny, ;-3
=3n+3—(n,+1)—3
=3n+n; —3+2
=e,+2

Bleibt nur noch der zweite Fall wo p,.,, alte Punkte auf der konvexen Hiille
iiberdeckt und diese nicht mehr in der neuen konvexen Hiille enthalten sind.
Die Anzahl der iiberdeckten Punkte werde ich im folgendem mit n. bezeich-
net. Durch py., entstehen mindestens zwei weitere Kanten (siehe den vorheri-
gen Fall). Zusitzlich entstehen fiir jeden iiberdeckten Punkt eine weitere Kante
zwischen diesem und pje. Es entstehen also zusétzlich noch n. neue Kanten.
Insgesamt steigt also die Anzahl der Kanten um 2 + n..

ent1 = 3(n+1)—ni,, —3
=3n+3—(n,+1—n.) —3
=3n+3—-n;,—-3+3-1+n
=e, +24+n.
=3n—-n"—34+2n,

Damit wére gezeigt, dafl sich bei einer nach diesem Muster erstellten Trian-
gulierung die Anzahl der Kanten berechnen lassen. Fortune [For87] zeigte, dafl
man von jeder beliebigen Triangulierung durch Edgeflips die Delaunaytriangu-
lierung erreichen kann. Da Edgeflips die Kantenzahl einer Triangulierung nicht
dndern folgt daraus, dafl nicht nur die so erstellte Triangulierung die gleiche
Kantenzahl hat wie die Delaunaytriangulierung, sondern dafl jede Triangulie-
rung die gleiche Kantenzahl besitzt und die Formel somit Giiltigkeit fiir alle
Triangulierungen der Punktmenge S hat.

d

2.2.2 Berechenbarkeit von Binidrkombinationen

Theorem 2 Gegeben sei eine Bindrzahl mit n Ziffern. Gesucht ist nun die
Anzahl an Kombinationen bei denen 0 < k < n Bits gesetzt und n—k Bits nicht
gesetzt sind. Dies laf§t sich mittels des Binomialkoeffizienten berechnen:

#Kombinationen = <Z> (2.2)

Argumentativ 148t sich dieses Theorem ganz leicht begriinden. Darf kein Bit
einer n-elementigen Binérzahl gesetzt sein, so gibt es dafiir nur eine Moglichkeit.
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Fiir den Fall, dal nur ein Bit gesetzt sein darf, kann jedes Bit einmal gesetzt
sein und es ergeben sich n Moglichkeiten. Soll hingegen jedes Bit gesetzt sein,
so gibt es auch dafiir nur eine Moglichkeit. Der Fall fiir 1 < k& < n gesetzte Bits
148t sich mit einem Induktionsschritt begriinden.

Angenommen gesucht ist die Anzahl an Kombinationen fiir k£ gesetzte Bits
einer Bindrzahl mit n Ziffern und man kennt die Losung fiir k gesetzte Bits einer
Binérzahl mit n—1 Ziffern. Dann &ndert sich beim Schritt von der n—1 auf die n-
stellige Binédrzahl die Anzahl so, das die Zusténde der n—1 stelligen Zahl einmal
mit einer vorangestellten 0 und einmal mit einer vorangestellten 1 iibernommen
werden. Im Falle der vorangestellten 0 kann die Anzahl an Kombinationen fiir &
gesetzte Bits tibernommen werden. Die Null dndert ja nichts daran. Im Falle der
vorangestellten 1 jedoch kommt nun ein gesetztes Bit hinzu und wir kénnen die
Kombinationen mit k — 1 gesetzten Bits aus der n — 1 Bin&rzahl iibernehmen.
Die unten aufgelistete rekursive Formel gibt dieses Verhalten wieder und stimmt
mit der rekursiven Definition des Binomialkoeffizienten iiberein.

f(n,0)=1
fn,1)=n
fn,n)=1
fn,k)=f(n—1k)+ f(n—1,k—1)



Kapitel 3

Minimale
Dilationstriangulierungen

3.1 Einleitung

Um den Begriff der Dilation besser fassen zu kénnen und eine Vorstellung da-
von zu bekommen, folgen nun ein paar Beispiele an denen sich schon typische
Merkmale und Eigenschaften sowie Probleme erkennen lassen. In Abbildung 3.1
sind Beispiele fiir Dilationsmoglichkeiten bei 4 Punkten zu sehen.

Daf} die Dilation nicht kleiner sein kann als 1, diirfte allein schon aus der
Berechnungsgleichung dilation = ﬁ% hervorgehen. Ein Umweg wird
niemals kiirzer sein als der direkte Weg zwischen Start- und Zielpunkt. Bei
Eppstein[Epp|] wird genauer auf Graphen mit Dilation 1 in der Ebene einge-
gangen. In Beispiel a) ist ein solches Beispiel zu sehen. In einem regelméfligen
quadratischem Gitter betréigt die Dilation hingegen v/2 (Abbildung 3.1 b)) und
in Beispiel c) sieht man, daf§ die Dilation auch beliebig grofi werden kann, wenn
die gekennzeichneten Punkte noch niher zusammenriicken wiirden.

In Abbildung 3.2 ist eine komplexere Triangulierung zu sehen, die schon eher
eine Vorstellung vom Dilationsverhalten gibt. In diesem Beispiel ist der Umweg
zwischen den dilationsbestimmenden Punkten gestrichelt hervorgehoben und
wie man an diesem Beispiel sieht, mufl der Umweg nicht nur {iber einen weiteren
Punkt gehen sondern kann sich quer durch die gesamte Triangulierung oder
zumindest iiber mehrere Punkte hinweg ziehen. Das 148t natiirlich die Frage

e
\/

A

2) b) )

Abbildung 3.1: Dilation bei 4 Punkten: a) dilation = 1, b) dilation = /2, c)
dilation — oo

19
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Abbildung 3.2: Ein Beispiel fiir groflere Punktmengen mit dilationsbestimmen-
den Umweg(gestrichelt).

nach den Eigenschaften und Charakteristika der Dilation aufkommen, welchen
ich mich nun widmen werde.

3.2 Lokale Eigenschaften

In diesem Kapitel werde ich niher auf die Dilationseigenschaften von Kanten
und ihre Auswirkungen eingehen. Dabei unterscheide ich zwischen lokalen und
globalen Eigenschaften. Damit verhilt es sich allerdings ein wenig zwiespéltig,
da sich die Dilation, wie man vielleicht aus den voran gegangenen Erlduterungen
erkennen kann, eher durch ein globales Zusammenspiel der Kanten auszeichnet,
als ein lokales. Trotzdem gibt es Kantenkriterien, die sich sowohl lokal, als auch
global tiberpriifen lassen. Als lokales Kriterium werde ich auf eine von Knauer
und Mulzer eingefiihrte Exlcusion-Region [KM] nédher eingehen. Der Hinder-
niswert einer Kante stellt hingegen eine globale Eigenschaft dar, auf die ich
danach eingehen werde. Als Einleitung zur Exclusion-Region werde ich jedoch
zuerst den minimalen Spannbaum einer Punktmenge S néher erlautern.

3.2.1 Minimaler Spannbaum

Ein minimaler Spannbaum einer Punktmenge S stellt, wie in Kapitel 2 schon
beschrieben einen Graph mit kleinster Gesamtkantenléinge, welcher alle Punkte
aus S zu einer einzigen Zusammenhangskomponente verbindet, dar. Einer der
moglichen Algorithmen, um einen minimalen Spannbaum zu berechen, ist ein
Greedyalgorithmus. Dieser beginnt mit einem Graphen, welcher nur die Punkte
aus S enthélt, und nimmt sich sukzessive die Kanten kleinster Lénge, testet ob
deren Hinzunahme einen Zyklus hervorruft und fiigt sie, wenn dem nicht so ist,
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Abbildung 3.3: Beispiel fiir einen minimalen Spannbaum. Die Pfeile zeigen auf
den néchsten Nachbarn. Es gibt also Kanten die beidseitig und einseitig néchste
und normale Nachbarn verbinden.

dem Graphen hinzu. Nach und nach werden so die Punkte miteinander bis zum
minimalen Spannbaum verbunden. Dabei treten besondere Kanten auf. Namlich
die Kanten, welche beidseitig eindeutige néchste Nachbarn verbinden.

Lemma 1 Zwei Punkte x,y € S sind genau dann eindeutig nichste Nachbarn,
wenn gilt: Yz € S\ {z,y} : |zz] > |zy|, und |yz| > |zy|.

Siehe dazu auch Abbildung 3.3. Wie in Skizze 3.5 zu sehen ist, l&83t sich aus
dieser Situation folgender Schluf} ziehen:

Theorem 3 Kanten, die beidseitig eindeutig nichste Nachbarn miteinander
verbinden sind Bestandteil der MDT.

Beweis:

Angenommen die Kante w0 wire nicht im Graph G = (S, F) enthalten. Dann
miifite der kiirzeste Weg 7g(u,v) von u nach v iiber die Kanten von G iiber
mindestens einen weiteren Punkt ¢ € E gehen und der kiirzeste Weg liefle sich
wie folgt abschétzen:

we(u,v) > |uc| + |cv|

Da der Abstand zwischen den Punkten u, c und v, ¢ jeweils grofer d ist, folgt
daraus:

wa(u,v) > |uv| + |uv| > 2d

Daraus folgt, dafl diese Situation fiir die Punkte u,v eine Dilation von
dg(u,v) > %d erzeugen wiirde. Paul Chew [Che89] hat jedoch gezeigt, daf die
Dreiecks-Delaunaytriangulierung in der euklidischen Metrik eine obere Dilati-

onsschranke von 2 garantiert.

6MDT < 6A—Delaunaytriangulierung <2< 6G

Somit hat die MDT hochstens eine Dilation von 2, also besser als der Graph,
der die Kante uv nicht enthélt. Daraus folgt, dafl die Kanten, welche beidseitig
eindeutige ndchste Nachbarn verbinden, eine Teilmenge der MDT darstellen.
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Abbildung 3.4: Eine Kante die die beidseitig eindeutigen néchsten Nachbarn u
und v mit Linge d = |uv| verbindet.

-—
-
-

-—
-

-=="
-
-
-—

-—
-
-

X f
MDT

Abbildung 3.5: Der minimale Spannbaum (gestrichelt) ist nicht in der MDT
enthalten da |zy| < |uc| (MST) aber |ucv| < min(Juxv|, |luycv|) MDT ist.

O

Aufgrund dieser doch recht kleinen oberen Schranke fiir die Dilation habe
ich tiberpriift, ob nicht vielleicht der gesamte minimale Spannbaum in der MDT
enthalten ist. Damit wire immerhin schon einmal ein gréfierer Teilgraph der
MDT in linearer Zeit berechenbar. Leider stellte sich aber dann heraus, dafl dem
nicht so ist. Es lassen sich Beispiele finden, fiir die der minimale Spannbaum
nicht in der dilationsminimalen Triangulierung enthalten ist(siche Abbildung
3.5)

Somit scheidet dieser leider als Eigenschaft der MDT aus.

3.2.2 Exclusion Region

Den Gedanken einer Exclusion-Region, welcher beim minimalen Spannbaum
schon auftauchte. verfolge ich nun mit dem Ansatz von Knauer und Mulzer
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[KM] weiter. Genauer gesagt, werde ich deren Beweis skizzieren und genauer
erliutern. Eine Kante kann auch fiir weit von einander entfernte Punkte ein
grofles Hindernis darstellen. Diese Fille herauszufinden ist jedoch recht zeit-
aufwindig (siehe 3.3.1, O(n?) pro Kante). Viel leichter ist es zu iiberpriifen,
ob es nicht in unmittelbarer Umgebung Punkte gibt, fiir die diese Kante ein
Hindernis darstellt. Dies kann mittels einer Exclusion-Region iiberpriift werden
(sieche Abbildung 3.6).

Es ist offensichtlich, dafi bei einem Graph G = (S, E), einer Kante e =
(u,v) € E und zwei Punkten a,b € S\{u, v}, welche sehr nah am Mittelpunkt x
der Kante e auf gegeniibergelegenen Seite liegen, die Dilation sehr grofl werden
muf. Jeder Pfad 7 (a, b) mufl die Kante e umgehen. Je néher die Punkte a, b am
Mittelpunkt = der Kante e liegen, um so groler die Dilation. Die Idee liegt also
nahe zu iiberpriifen, ob Punkte in der Ndhe des Kantenmittelpunktes  durch
die Kante e getrennt liegen. Je kleiner der Bereich, der iiberpriift wird, umso
grofer mufl die Dilation sein, wenn Punkte innerhalb der Halbkreise gefunden
werden. Und genauso funktioniert auch die Exclusion-Region. Sie ist als Kreis
um den Mittelpunkt einer Kante definiert und wenn in jedem der Halbkreise ein
Punkt liegt, so kann man von dem Radius der Exclusion-Region auf die Dilation
d¢(a,b) schlieBen. Da bekannt ist, dafl die Delaunaytriangulierung eine Dilation

von O pelaunay < 36%2%) = 2,42... garantiert, kann man die Exclusion-Region so

grofl wéhlen, das Punkte innerhalb der Halbkreise eine Dilation grofler der De-
launaytriangulierung besitzen und eine Kante in diesem Fall nicht in der M DT
vorkommen kann. Der Radius der Exclusion-Region ist proportional zur Lénge
der zugehorigen Kante; Schliellich stellt eine lingere Kante ein gréfieres Hinder-
nis da. Andererseits ist der Radius antiproportional zur Dilation. Je grofier die
Dilation zwischen Punkten sein soll, umso nidher miissen diese am Mittelpunkt
der Exclusion-Region liegen und der Radius der Exclusion-Region muf3 eben-
so kleiner werden. Die folgenden Beweise zur Exlusion-Region sind dem Paper
[KM] von Knauer und Mulzer entnommen. Es wird sich herausstellen, daf} sich
der Radius 7 einer Exclusion-Region zu einer Kante e wie folgt berechnet:

1 ~ 3cos(F)

(;Delaunay 2m

r = ale| mit z.B. a = ~ 0,2067.

Dafiir wird gezeigt, daf die Punkte mit kleinster Dilation auf dem Rand der
Exclusion-Region liegen und welche Konstellationen von Punkten auf dem Rand
die kleinste Dilation hervorrufen.

Abbildung 3.6 zeigt zwei Beispiele wie Punkte durch eine Gerade getrennt
werden konnen. Was recht schunell auffillt, ist, dal in Beispiel a) die Dilation
noch recht gering ist und vor allem noch geringer wird, wenn sich a und b in
gleichbleibendem Abstand zur Kante e = (u,v) auf den Punkt u zu bewegen.
Je mehr es allerdings in Richtung Mittelpunkt z geht (Beispiel b), umso groer
wird auch die Dilation d(a,b). Auch wenn beide Punkte aufeinander zugehen,
also sich ihr Abstand |ab| und ihre Position zur Kante e sich verringert, wéchst
die Dilation. Dieses Verhalten lédsst sich in folgender Lemma zusammenfassen
(siehe auch Abbildung 3.7):

Lemma 2 Gegeben seien ein geometrischer Graph G = (S, E), eine Kante e =
(u,v) € E, ein Kreis D um den Mittelpunkt der Kante e und ein Punkt x,
welcher auf e liegt. Sei a ein Punkt welcher innerhalb des Kreises D, aber nicht
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Abbildung 3.6: Verschiedene Moglichkeiten fiir kiirzeste Pfade zwischen Punkten
a und b

Abbildung 3.7: Skizze zu Lemma 2

auf e liegt. Fiir ein d > 0 sei b(d) ein Punkt, der so auf der Verlingerung ax
liegt, daf$ |xb(d)| = d gilt. Dann fdillt 6(a,b(d)) monoton mit steigendem d.

Das heifit, das bei steigendem d, also je weiter sich a und b(d) voneinander
entfernen und néher zum Rand von D streben, die Dilation 6(a, b(d)) sinkt.

Beweis
Die Dilation 6(a, b(d)) berechnet sich wie folgt:

min(|au| 4 |ubl, |av| + |vb|)
laz| + d

6(a,b(d)) =

Um das Lemma zu beweisen muf} gezeigt werden, daf die Dilation fiir wach-

sendes d monoton fillt. Es gilt also zu iiberpriifen, ob sowohl %

lav|+|vb(d)]|
laz|+d
aus Symmetriegriinden die gleiche ist werde ich nur den Beweis fiir den Term

% erliutern. Eine genauere Skizze der Situation ist in Abbildung 3.7

zu finden.

als

auch monoton fallen, wenn sich d vergroflert. Da die Argumentation
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Fiir die Untersuchung werde ich den Term aufsplitten und als erstes den
Zahler genauer betrachten. Mittels des Kosinussatzes fiir allgemeine Dreiecke

a® = b* 4+ ¢ — 2bc cos(a)

148t sich die Strecke ub(d) im Zihler ersetzen

lub(d)|? = |uz|® + d? — 2|uz|d cos(B)

und der gesamte Zahler d&ndert sich zu:

lub(d)| + v/|uz|? + d? — 2|uz|d cos(B).

Der Winkel 8 liegt, wie in Abbildung 3.7 zu sehen, gegeniiber der Strecke
ub(d) und wird von den Strecken @z und xb(d) eingeschlossen. Leitet man den
Zahler nach d ab, so ist die erste Ableitung kleiner 1. Die erste Ableitung des

Nenners |az| + d nach d betrigt 1. Somit wire der gesamte Term %

monoton fallend und das Lemma ist bewiesen.
O

Je weiter zwei Punkte also innerhalb einer Exclusion-Region auseinander
liegen, umso kleiner wird die Dilation zwischen ihnen. Ein Punktpaar in unter-
schiedlichen Kreishalften der Exclusion-Region, das minimale Dilation hat, muss
also mit beiden Punkten auf dem Kreisrand liegen. Um zu zeigen, welche Dila-
tion eine Exclusion-Region mindestens bestimmt, mufl nur noch gezeigt werden,
in welcher Konstellation die Punkte auf dem Rand der Exclusion-Region die
minimalste Dilation zu einander haben. Wenn wir also eine obere Schranke fiir
die Dilation dank der Delaunay Triangulierung haben, so miissen wir unseren
Kreisradius so anpassen, daf} alle Punktepaare, die sich innerhalb des Kreises be-
finden eine groflere Dilation als die der Delaunaytriangulierung besitzen. Wenn
wir dann zu einer Kante zwei Punkte finden, die sich innerhalb der Exclusion-
Region befinden, so wissen wir, dafl diese Kante eine zu grofle Dilation erzeugt
und nicht in der gesuchten MDT enthalten sein kann.

Der Radius der Exclusion-Region ist von Kante zu Kante unterschiedlich,
da grofere Kanten auch ein grofleres Hindernis darstellen und damit bei ihnen
die Exclusion-Region grofler sein muss. Aus diesem Grund setzt sich der Radi-
us einer Exclusion-Region zum einen aus einem, von der Dilation der Delaun-
aytriangulierung abhéngigen Faktor o und zum anderen aus der Kantenlénge
zusammen: Radius = alel.

Die Schwierigkeit ist jetzt nur noch diesen Faktor a der bekannten oberen
Dilationsschranke der Delaunaytriangulierung anzupassen. Vor allem gilt es her-
auszufinden, welches die minimale Dilation darstellt, die zwei Punkte auf dem
Kreisrand haben konnen. In Abbildung 3.8 sind Moglichkeiten der Punktever-
teilung auf dem Rand einer Exclusion-Region zu sehen.

Befinden sich die Punkte a,b in Abbildung 3.8 a) jeweils unendlich nahe an
der Kante e, so betriagt die Dilation
lef _ 1

6(a,b) =

 2ale] 20
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ael

a) b)

Abbildung 3.8: Mogiche Konstellationen fiir 2 Punkte auf dem Rand der
Exclusion-Region

Abbildung 3.9: Skizze zur Parametrisierung

Wie sich spéter herausstellen wird, ist das eine der optimalen Konfigura-
tionen. Da Knauer und Mulzer [KM] den Beweis numerisch fiihren, werde ich
jetzt die entsprechende Parametrisierung einfiihren (siche dazu Abbildung 3.8
b). Die Punkte a,b liegen dabei oBdA. auf der rechten Rand der Exclusion-
Region. Deren Stellung zueinander 148t sich durch den Winkel 8 = Zbxa mit
0 € (0, 7] beschreiben. Bei der Erklirung des Parameters « hilft Abbildung 3.9.
Der Winkel ~ gibt an, um wieviel Grad man die beiden Punkte a,b um den
Mittelpunkt = rotieren miite, damit sie senkrecht iibereinander stehen wiirden.
Aus 3 € (0,7] folgt v € (5, 5). Mit Hilfe dieser beider Parameter ldsst sich
die Punktkonstellationen ausreichend parametrisieren.

In Abbildung 3.10 ist abzulesen wie sich |ab| berechnen 148t. Da 8 maximal
m annehmen kann und der kiirzeste Weg tiber v geht, 148t sich Dilation zwischen
a, b mittels des Kosinussatzes wie folgt berechnen (siche Abbildung 3.10):
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Abbildung 3.10: Weitere Skizze zur Parametrisierung

lbv| = 1/0.25 + a2 — acos(6/2 +7)

lav| = 1/0.25 + a2 — acos(6/2 — 7)
|ab] = 2asin(B3/2)

Die Berechnung von |bv| und av lassen sich wie folgt in einer Formel zusam-
menfassen:

f(B,y) = \/0.25 + a? — acos(B/2 + )
[bv] = f(B, +7)
lav| = (B3, )

Damit dndert sich die Formel zur Berechnung der Dilation folgendermafien:

f(B,7) + (B, =)
2asin(B/2)

Mittels dieser Formel konnen wir nun die Konstellation mit der kleinsten
Dilation berechnen. Knauer und Mulzer [KM] haben genau das getan und sind
dabei zu folgendem Ergebnissen gekommen. Als erstes haben sie die Formel fiir
festes 8 € (0, 7] optimiert.

In diesem Fall miissen zwei Unterscheidungen getroffen werden:

5(8,7) =

cos((/2) < 2a und cos(3/2) > 2a.
Fiir cos(/2) < 2a nimmt die Funktion y — §(53,~) den kleinsten Wert fiir

cos(y) = % an. Ansonsten hat sie die kleinste Dilation bei v = 0.
In diesem Fall lautet also unsere Gleichung (0, 3) = — O Wiederum

asin 2)°
hat diese Funktion ihre kleinste Dilation bei cos(3/s) = 2«, un(g/fi?lr diese Kon-
stellation betréigt die Dilation wiederum exakt 2o~ ".
Bleibt also nur noch der Fall, das cos(5/2) > 2a. In diesem Fall ist die Dila-
tion von §(3, ) fiir cos(z) = (aa) ™! cos(5/2) minimal. Dies lisst sich wiederum
weiter zu 6(3,7) = (2a) ™! zuriickverfolgen.
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Das Ergebnis von Knauer und Mulzers Berechnungen ist also, dafl die kleins-
te Dilation die in einer Exclusion Region mit Radius « erreicht werden kann
2a~! betrégt. Da die obere Schranke der Delaunaytriangulierung & Delaunay <

ﬁ’;r/ﬁ) betréigt muss der Radius einer Exclusion-Region mindestens

1 < 3 cos(m/6)
2% 5Delaunay o 4m

— > 6Delaunay7 also «a >
2a

betragen.

3.2.3 Adaptive Exclusion Region. Praktischer Ansatz

Die Adaptive-Exclusion-Region geht noch einen kleinen Schritt weiter als die
Exclusion-Region mit fixem «. Vor allem ist sie theoretisch schlecht fassbar,
vor allem was die Laufzeitvorteile betrifft, stellt sie doch eher einen stindige
Anpassung der Exclusion-Regions zur Laufzeit dar.

Die Idee ist, da man nicht mit der fixen oberen Delaunayschranke die
Rechnung beginnt sondern wenn moglich schon zu Beginn auf eine bessere
zuriickgreift. Es ldsst sich ndmlich beobachten, dass die Delaunay Triangulie-
rung meist wesentlich ndher an der eigentlichen MDT dran liegt, als es die obe-
re Schranke vermuten ldsst. Das Vorgehen wihrend der Berechnung der MDT
ist folgendes, dafl man fiir den Faktor « die jeweils zur Zeit kleinste bekannte
Dilation zu Rate zieht und nicht die obere Schranke der Delaunay Triangulie-
rung. In der Zeit O(nlogn) ldsst sich so zu Beginn die Delaunay Triangulierung
berechnen, die in den meisten Féllen eine wesentlich bessere Ndherung an die
MDT darstellt als die obere Schranke der Delaunay Triangulierung. Dadurch
umfassen die Exclusion-Regions zu Beginn einen gréfleren Radius und kénnen
so eher ungiinstige Kanten erkennen. Sollte wihrend des Enumerationsvorgan-
ges eine bessere Dilation gefunden werden, so stellt diese die neue Grundlage
fiir den Faktor « dar.

o Berechne die Delaunay Triangulierung und ihre Dilation dpeiaunay

® Jpmin = 5Delaunay
e Beginne Enumerationsvorgang
— Ist dgptuer < Omin SO aktualisiere 0, = Oaktwen als auch a =
1
240 ktuell

Dadurch wichst die Exclusion-Region monoton und der Algorithmus muss
wesentlich weniger Triangulierungen iiberpriifen.

3.3 Globale Eigenschaften

Die bisher betrachteten Eigenschaften der Exclusion-Region betrafen immer das
direkte Kantenumfeld und waren dementsprechend lokaler Natur. Global be-
trachtet 148t sich einer Kante jedoch noch eine weitere Eigenschaft zuweisen:
Thr Hinderniswert.
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Abbildung 3.11: Beispiel fiir die Berechnung des Hinderniswertes einer Kante

3.3.1 Hinderniswert von Kanten

Der Hinderniswert einer Kante entspricht der maximalen Dilation die ihr Vor-
handensein hervorruft. Durch ihre Existenz blockiert sie vielleicht den direk-
ten Weg zwischen Punkten und erzwingt deshalb einen Umweg, welcher sich
in Form des Dilationswertes auch messen 148t. Angenommen eine Kante k =
(u,v), mit u,v € S stellt fir die Punkte z,y € S\{u,v} einer Punktmenge S
das groite Hindernis dar. So berechnet sich der Hinderniswert der Kante k& aus
der auftretenden Dilation

5(k) = max 8(z,y) = max min |zu| 4+ |uy|’ |zv| + vy
z,y€S z.yes |y |y

).

In Abbildung 3.11 ist ein Beispiel verzeichnet. Dabei werden nur die Punkt-
paare fiir die Kante (u, v) iiberpriift, bei denen (u, v) im direkten Weg(gestrichelt)
liegt. Zur Bestimmung des Hinderniswertes einer Kante e = (u,v), mit u,v € S
geht man alle denkbaren Punktpaare (x,y)S\{u, v} durch und bestimmt jeweils
zwischen diesen Punkten mit der Kante e als eventuelles Hindernis den Hinder-
niswert. Dabei spielen die anderen moglichen Kante bei der Berechnung keine
Rolle und werden herausgenommen. Die einzigen Kanten die bei der Berech-
nung betrachtet werden sind uv, uz,uy, vT und vy. Der Hinderniswert ist eine
wesentlich méchtigere Eigenschaft als die Exclusion-Region, bezieht sie doch
auch Punkte mit ein, die nicht in der lokalen Umgebung einer Kante liegen.

In Abbildung 3.12 ist ein Beispiel zu sehen, in welchem Punkte auflerhalb
der Exclusion-Region eine hohere Dilation verursachen, als die Exclusion-Region
erkennen kann, da es nicht nur darauf ankommt, wie nah Punkte in der Nihe
eines Kantenmittelpunktes liegen, sondern auch, wie nah sie generell an einer
Kante liegen.

Allerdings ist der Hinderniswert auch isoliert von anderen Kanten, da bei
seiner Betrachtung der zugrundeliegende Graph nur aus den Punkten und den
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Abbildung 3.12: §(p1,p4) = 3.6092. Die Exclusion-Region erkennt die hohe Di-
lation zwischen p, und ps nicht.

oben genannten Kanten besteht (sieche Abbildung 3.13). Ein Dilationweg zwi-
schen Punkten, der i{iber mehrere Kanten verlduft, kann somit nicht erfasst
werden. Wiirde man diese miteinbeziehen, wéire man beim Problem der MDT-
Findung angelangt.

Die hohere Méchtigkeit des Hinderniswertes gegeniiber der Exclusion-Region
hat allerdings auch ihren Preis. Der Berechnungsaufwand ist wesentlich hoher
als eine Uberpriifung der Exclusion-Region, bei der die Uberpriifung pro Kante
O(n) in Anspruch nimmt als fiir alle Kanten O(n?). Gegeben sei eine Punkt-
menge S mit n Punkten. Dann gibt es insgesamt O(n?) verschiedene Kanten.
Fiir jede dieser Kanten muf fiir jedes Punktpaar die Dilation iiberpriift werden.
Innerhalb des Javaprogrammes ist das wie folgt gelGst:

Fir jede mogliche Kante: n?/2 = O(n?)
Fiir jedes Punktepaar n?/2 = O(n?)
Berechne den Hinderniswert 0(1)

Wie man sieht ist dies ein reiner Brute Force Ansatz, welcher jedoch die
Komplexitit der Berechnung wiederspiegelt. Bei n = |S| Punkten, ergeben sich
@ ungerichtete mogliche Kanten und die Laufzeit fiir die Berechnung al-
ler Hinderniswerte der Punktmenge S und der dariiber verlaufenden méglichen

Kanten betrigt:

O(n?) * O(n?) x O(1) = O(n*).

Angewandt wird der Hinderniswert unter anderem wéhrend der Bitwise-
Enumeration 4.3. Mit seiner Hilfe wird die Kandidatenmenge der zu enumerie-
renden Kanten drastisch gesenkt und trotz des hohen Berechnungsaufwandes
bei der Initialisierung des Hinderniswertes fithrt es zu einer spiirbaren Perfor-
manceverbesserung wihrend des eigentlichen Enumerationsvorganges.
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Abbildung 3.13: §(p1,ps) = 3.1705.... Die Exclusion-Region erkennt die hohe
Dilation nicht. Auch der Hinderniswert der Kanten dxante(2,3) = 2,4917 und
OKante(3,4) = 2, 7179 kann die reale Dilation nur zum Teil erfassen.
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Kapitel 4

Berechnungsverfahren

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel stelle ich zwei Verfahren vor, welche es jeweils erméglichen, die
MDT zu einer Punktmenge S zu ermitteln. Danach gehe ich noch kurz auf eine
Greedyimlementierung ein und diskutiere die Problematik, warum ein solcher
Ansatz sich als schwierig herausstellt.

Kurzbeschreibung Bespamyatnikh

Beim ersten Algorithmus den ich vorstelle, handelt es sich um einen Enu-
merationsalgorithmus. Bespamyatnikh[Bes00] erstellte diesen Algorithmus als
Reverse-Search Algorithmus, welcher es ermdglicht alle Triangulierungen einer
Punktmenge S mit n = |S| Punkten aufzuzdhlen. Unter diesen Triangulie-
rungen ist dann auch die MDT. Pro Triangulierung benétigt der Algorithmus
O(loglogn). Auf die Arbeitsweise und Definition eines Reverse-Search Algorith-
mus werde ich vorher kurz eingehen.

Kurzbeschreibung Bitwise Enumeration

Der zweite Algorithmus ist hingegen kein vollstédndiger Enumerationsalgorith-
mus mehr. Es werden nicht alle Triangulierungen enumertiert sondern nur eine
Menge von Kandidaten fiir die MDT. Der Bitwise-Enumeration Algorithmus
erstellt ein optimiertes Set von Kanten, welche Kandidaten fiir die MDT dar-
stellen. Uber einen Bitstring, bei dem jedes Bit eine Kante des Kandidatensets
repréasentiert, werden dann alle MDT-Kandidaten enumeriert, so dafl auf diesem
Weg die MDT gefunden wird.

Kurzbeschreibung Greedyalgorithmus

Der letzte Algorithmus ist ein Versuch mittels eines Greedyalgorithmus die
MDT zu finden. Recht schnell wird jedoch deutlich werden, das sich das ganze
als recht kompliziert darstellt. Mittels Beispielen werde ich néher darauf einge-
hen und einen Ausblick geben, welche Schritte zu einer Losung fithren kénnten.
Dieser Greedyalgorithmus verdeutlicht noch einmal die Schwierigkeit und Kom-
plexitét einer Heuristik.

33
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4.2 Reverse Search Enumeration nach Bespa-
myatnikh

Dieser Algorithmus dient dazu alle Triangulierungen einer Punktmenge auf-
zuzéhlen und basiert auf dem Reverse-Search Mechanismus von Avis und Fukuda[AF96].
Im folgendem werde ich zuerst eine kurze Einfithrung zur Funktionsweise eines
Reverse-Search Algorithmus geben um dann die Briicke zur Realisierung von
Bespamyatnikh zu schlagen. Zu Anfang der Diplomarbeit hatte ich meine Hoff-

nung auf diesen Algorithmus als wichtiges Hilfsmittel zur Problemlosung gelegt.
Warum dem leider nicht so ist, werde ich spéter erkldren (siehe Kapitel 4.2.4).
Immerhin enumeriert er zuverléssig und effizient alle moéglichen Triangulierun-

gen einer Punktmenge S und benétigt dafiir O(loglogn) pro Triangulierung.

4.2.1 Wie arbeitet ein Reverse Search Algorithmus

Reverse-Search Algorithmen sind eine effiziente Methode um alle Elemente einer
Menge zu enumerieren. Dabei handelt es sich um eine graphenbasierte Technik.
Dazu miissen die aufzuzidhlenden Elemente in Relation zu einander stehen, so
daB sich daraus ein Graph erstellen lisst. Dieser Graph G ist dann wie folgt
definiert:

G = (V, E) mit V = Knotenmenge und E = Kantenmenge.

Wenn es um die Enumeration aller Triangulierungen einer Punktmenge S
geht, ist V dquivalent zur Menge aller moglichen Triangulierungen und E dquivalent
zur Menge aller Edgeflip-Nachbarschaftsbeziehungen. Zwischen zwei Triangu-
lierungen besteht eine Edgeflip-Nachbarschaftsbeziehung, wenn man je eine der
beiden Triangulierungen durch einen Edgeflip in die jeweils andere Triangulie-
rung iiberfithren kann. Die Menge

E={{X,)Y}VX #Y € V und 3 Kante e € X : Edgeflip(X,e) =Y}

entspricht also der Menge aller benachbarten Triangulierungen. Da die Re-
lationen auf einem Edgeflip basieren, ist der dazugehorige Triangulierungsbaum
ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge von F stellt die Losungsmenge L dar.
Die Bedeutung der Lisungsmenge ist in diesem Zusammenhang allerdings nicht
offensichtlich, sondern bedarf in einer niiheren Erklirung (siehe auch Abbildung
4.1).

Die eigentliche Zielsetzung eines Reverse-Search Algorithmus ist die Enume-
ration von Elementen. Wenn ich im folgenden von einer Losung, Losungsmenge
oder auch Solution spreche, ist damit jedoch etwas anderes gemeint. Die zen-
trale Idee des Reverse-Search Verfahrens ist es, sich Elemente zu suchen, in
welche jeder Knoten aus V' umgeformt werden kann. Diese Elemente werden
als Losungselemente oder zusammenfassend Losungsmenge L,mit L C V be-
zeichnet. Der Hinweg ist die Umformung jedes Knotens aus V \ L zu den
Losungselementen.

Geht man aber nun den umgekehrten Weg der Umformung beginnend bei
der Losungsmenge, so gelangt man wieder auf dem Riickweg zu allen Kno-
ten S\ L. Daher auch die Bezeichnung Reverse Search. Man geht also von der
Losungsmenge den Weg der Umformung zuriick, da nicht diese Losungselemente



4.2. REVERSE SEARCH ENUMERATION NACH BESPAMYATNIKH 35

das eigentliche Ziel sind, sondern die Knoten S \ L. Fiithrt man das fiir je-
des Element [ € L durch, so enumeriert man sdmtliche Elemente von V' \
L. Die Enumeration aller Elemente reduziert sich also auf das Finden einer
passenden Losungsmenge sowie der dazugehorigen Umformung. Wenn in Zu-
kunft von einer Losungsmenge die Rede ist, sind nicht alle Elemente von V' ge-
meint, deren Enumeration das eigentliche Ziel darstellt, sondern so sind damit
die Ausgangselemente des Reverse-Search Algorithmus gemeint. In Abbildung
4.1 ist ein Beispiel zu sehen. Die einzelnen Punkte reprisentieren die Trian-
gulierungen einer Punktmenge und sind untereinander verbunden, falls zwi-
schen ihnen eine Edgeflipbeziehung besteht. Die schwarzen Punkte stellen die
Elemente der Losungmenge dar und die dicker gezeichneten Kanten verwei-
sen auf den Weg der Umformungsfunktion von den Triangulierungen zu den
Losungselementen. Wie man in diesem Beispiel sieht, wird durch eine sinnvoll
gewihlte Umformungsfunktion die Menge der Triangulierungen wie ein Baum
aufgespannt. So besteht immer ein eindeutiger Weg von einer Triangulierung zu
dem dazugehorigen Losungselement und der aufgespannte Umformungsgraph
jedes Losungselementes ist zusammenhéngend, zyklenfrei und eindeutig.

Nun aber zuriick zur allgemeinen Beschreibung eines Reverse-Search Algo-
rithmus. Wir haben nun einen ungerichteten Graph bestehend aus vielen Ele-
menten unter denen sich auch die Losungselemente befinden. Mittels der all-
gemein definierten lokalen Suchfunktion f (locale search function) gelangt man
von einer Triangulierung Schritt fiir Schritt zum dazugehorigen Losungselement.

f)=wmitveV\LweV\{v}

Die lokale Suchfunktion liefert zu einem Element der Knotenmenge V' einen
Nachfolger.Gilt zusitzlich folgendes Kriterium, so nennt man f eine endliche
lokale Suchfunktion (finite local search function):

Vo € V\L: 3k >0, so das f*(v) € L

Eine lokale Suchfunktion f ist also dann endlich, wenn man fiir jedes Element
der Ausgangsmenge nach endlicher Anwendung von f zu einem Element der
Losungsmenge gelangt. Kennt man die Funktion f so kann man von jedem
beliebigen Element v € V' zur Losung gelangen. Das Tripel (G, L, f) nennt sich
dann local search oder finite local search.

procedure LocalSearch(G,S,f, vo: vertex of G)
VvV Ii= 1
while v ¢ L do
v = f(v)
endwhile
output v

Fiir jedes Element der Vertexmenge induziert die lokale Suchfunktion einen
Pfad zu einem Element der Losung. Daraus ergibt sich fiir jedes Element der
Losungsmenge eine Zusammenhangskomponente, deren Struktur einem Baum
entspricht. In jeder Komponente gibt es genau ein Losungselement, welches
die Wurzel dieser Zusammenhamgskomponente darstellt. Eine solche Zusam-
menhangskomponente nennt sich Trace. Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel einer
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Abbildung 4.1: Beispiel fiir eine Reverse-Search-Situation. Die Vertices aus V'
ergeben mit den Kantenbeziehungen E einen ungerichteten Graphen. Die Ele-
mente der Losungsmenge sind durch groflere Punkte hervorgehoben. Es gibt
3 Traces, welche als Wurzel je ein Element der Losungsmenge L enthalten.
Die Baumstruktur der Traces entsteht dadurch, dass jedem Knoten genau ein
Vorgénger zugeordnet ist, welcher ndher zu einem Element der Losungsmenge
steht.

Vertexmenge V', deren Losungselemente | € L und den zugehérigen durch f
induzierten Traces.

An dieser Stelle setzt der Grundgedanke eines Reverse-Search Algorithmus
ein. Fiir jedes Element der Losungsmenge existiert ein Trace, und wenn man von
jedem Element der Losungsmenge den dazugehorigen Trace traversiert, dann
enumeriert man auch jedes Element von V' \ L.

Im Falle dieser Diplomarbeit wird die Losungsmenge nur aus einem Element
bestehen und somit gibt es auch nur einen Trace, welcher traversiert werden
muss. Die Traversierung lduft iiber die Umkehrfunktion einer nach bestimmten
Kriterien definierten Kantenflip-Operation. In Abbildung 4.2 ist ein Beispiel
dieser Situation zu sehen.

4.2.2 Umsetzung von Bespamyatnikh

Die nun folgenden Ausfiihrungen fassen die Arbeit von Bespamyatnikh [Bes00]
zusammen, welcher einen Reverse-Search Algorithmus implementiert um alle
Triangulierungen einer Punktmenge aufzuzéhlen. Dazu muss das Tripel (G, L, f)
der endlichen lokalen Suche fiir eine Punktmenge S genauer spezifiziert werden.
Der Triangulierungsgraph G setzt sich aus der Vertexmenge V' aller moglicher
Triangulierungen fiir S und der Kantenmenge F zusammen. Eine Kante zwi-
schen zwei Triangulierungen existiert dann, wenn man eine Triangulierung mit-
tels eines Edgeflips in die andere iiberfiihren kann. Dann fehlt nur noch die
Spezifikation der Suchfunktion f und einer geeigneten Losungsmenge L. Am
einfachsten ist eine einelementige Losungsmenge, denn dann existiert auch nur
ein einziger Trace, der traversiert werden muss.

Es ist also nach einer Triangulierung gesucht, welche sich durch Edgeflip-
Operationen von jeder anderen Triangulierung erreichen ldsst. Fortune [For87]
zeigte, da es moglich ist von jeder Triangulierung in O(n?) Delaunay-Edgeflips
zur Delaunaytriangulierung zu gelangen. Auf einen Reverse-Search Algorithmus
iibertragen heifit das, dass die Delaunaytriangulierung die Losungsmenge dar-
stellt und die Delauny-Edgeflips die lokale Suchfunktion f(x) darstellen. Um
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Einziges Element(7},,,,) der Solution
—

o Triangulierung
Verbindet durch Kantenflip benachbarte Triangulierungen

Kanten des Trace von T,

Abbildung 4.2: Beispiel fiir einen Trace im Falle von Bespamyatnikh mit der
Triangulierung Tmax als Losung.

alle Triangulierungen zu enumerieren wiirde man beim Reverse-Search bei der
Delaunaytriangulierung starten und den umgekehrten Weg gehen. Urspriinglich
sind Delaunay-Edgeflips derart, das durch den Edgeflip spitze Winkel eliminiert
werden. Geht man also den umgekehrten Weg, so werden mit den Edgeflips
spitze Winkel erzeugt. Genaueres ist bei Fortune [For87] nach zulesen.

Bespamyatnikh[Bes00] wéhlt nicht die Delaunaytriangulierung als einziges
Losungselement beziehungsweise Ausgangspunkt des Reverse-Search, sondern
stattdessen die lexikographisch grosste Triangulierung. Dazu werden die Punkte
der Punktmenge S = {p1,p2, .., pn} mit einer Ordnung versehen. Anhand dieser
Ordnung lassen sich nun die Punkte, Kanten und Triangulierungen jeweils in
eine lexikographische Reihenfolge bringen.

Aus Griinder der Ubersichtlichkeit werden die Kanten und Sequenzen im
folgenden als geordnete Tupel dargestellt. Obwohl es sich dabei immer noch
um ungerichtete Kanten handelt, lassen sich so die einzelnen Kanten besser
vergleichen. Eine Sequenz von Punkten (p;, , iy, .-, Piy, > iy, ) ist kleiner als eine
andere Sequenz (pjl,ij,...,pjk,pij) wenn iy = ji,%9 = Jo,...,tx = Jr und
k41 < Jk+1,k > 0. So ist auch eine Kante e(p;,p;),¢ < j kleiner als eine andere
Kante e(pg,pi), k < | wenn die Sequenz (p;,p;) lexikographisch kleiner ist als
die Sequenz (pk,p;). Auf diesem Weg lassen sich dann auch Triangulierungen
als Kantenmenngen vergleichen und in eine lexikographische Reihenfolge setzen.
Eine Kantenmenge (e;,, €i,, ..., €, , €;,,, ) ist dann kleiner als eine Kantenmenge
(€15 €y ens €jps €jpyy) WENN €5 = €5, €55 = €jy, ..., €, = €5, und e;, | < ej, ..
Eine Triangulierung wird dabei durch ihr sortierte Kantensequenz dargestellt.

Mittels F(T') wird im folgenden die Menge der flipbaren Kanten einer Tri-
angulierung T bezeichnet. Dann sind F(T), F_(T) die Menge der flipbaren
Kanten welche die lexikographische Ordnung von T' vergrofern beziehungsweise
verkleinern. T}, ist die Triangulierung mit maximaler lexikographischer Ord-
nung, fiir diesen Reverse-Search Algorithmus stellt sie die Losungsmenge da.

Das erste Problem, welches sich stellt, ist in folgender Beobachtung zusam-
mengefafit:
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s
L

Abbildung 4.3: a) Triangulierungen mit F'y (T') = 0, b) dazugehérige Tpnax

Beobachtung(Deadlock):

Fiir jede Punktmenge S mit mehr als 5 Punkten lédsst sich eine Konstellation
von Punkten, Kanten und dazugehoriger Triangulierung T # T},,4, finden, so
dafl F(T) = 0.

Ein paar Beispiele sind in Abbildung 4.3 zu sehen.

Im folgenden werde ich zeigen, wie solche Deadlocks vermieden werden kénnen,
indem die Ordnung der Punkte ein bestimmtes Kriterium erfiillt. Bei einer
Punktmenge S mit n Punkten bezeichne S(i),1 < i < n die Punktmenge
{pi, Pi+1, s Pn}, also die Punkte ¢ bis n. Die Idee ist, dafi Deadlocks vermieden
werden konnen, wenn fiir jedes 1 < i < n der Punkt p; auf der konvexen Hiille
von S(7) liegt. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn man die Punkte anhand ihrer
X-Koordinaten aufsteigend sortiert und benennt.

In Abbildung 4.4 ist ein Beispiel von 4 Punkten und den zugehorigen Teil-
mengen S(i) aufgefiihrt. Die einzelnen Untermengen S(i) induzieren fiir Tqz
ebenso die Teilgraphen Tpp,q. (7).

Das folgende Lemma charakterisiert die Struktur der Triangulierung 7,4, und
seiner Teilgraphen T, (7) mit deren Hilfe ich zeigen werde, dafl es fiir jede
Triangulierung einen Edgeflip gibt, welcher die lexikographische Ordnung ver-
grofert.

Lemma 3 Der Graph Tynas(i),i € {1,2,...,n} ist eine Triangulierung von S(7).

Beweis:

Den folgenden Beweis werde ich per Induktion fithren, wobei die Besonderheit
darin besteht, dafl ich den Schritt von S(¢) zu S(i + 1) mache. Trotz zunehmen-
dem 4 verkleinert sich dabei S(4). Bei jedem Schritt werden der Punkt p; sowie
alle Kanten, die von p; ausgehen, geloscht. Aber nun zum Induktionsanfang:
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Abbildung 4.4: Beispiel fiir die Sortierung der Punkte zur Vermeidung von Dead-
locks

Eindeutig ist Tynaz (1) = Timas eine Triangulierung von S(1) = S. Die Frage ist
nur wie es sich mit dem néchsten Schritt verhilt.

Sei fiir 1 < ¢ < n Tpes(i) eine Triangulierung von S(7). Beim Schritt von ¢
zu i+ 1 mit S(i +1) = S(2) \ p; verkleinert sich auch Ty,a4(7) 20 Thas(i + 1)
um die Kanten {(pi, ps, ), ---» (Pi> Piy, ) }- Dabei bezeichnen die Indizes 41 bis i) die
Punkte, mit denen p; in T}4.(7) verbunden war.

In Abbildung 4.5 sind das alle Kanten zwischen p; und p;,, pi,, iy, Di, - Diese
Kanten gehorten zu T,4.. Die Frage ist aber, wie es sich mit der Kantenkette
(piy» Din) bis (pi,._, iy, ) verhilt, die nun in S(i4 1) zur konvexen Hiille ch(S (i +
1)) gehort. In Abbildung 4.5 sind das die Kanten zwischen p;, bis p;,. Sollte
auch diese zu T},q, gehoren, so stellt auch Ty,q.(7 + 1) eine Triangulierung da
und das Lemma wiire bewiesen. Ansonsten hat sich beim Schritt von T4, (%)
z2u Tppaz (2 + 1) nichts verdndert.

Angenommen es wire nicht so, zum Beispiel fiir j = 2 wére (p;,,pi,) nicht
in Ty,q, enthalten. Dann wiirden von p; aus im Winkelbereich zwischen p; und
pj+1 noch weitere Punkte liegen, mit denen p; verbunden gewesen wére. Sei
Dm der Punkt, welcher am weitesten von p; entfernt auf dem Pfad von p; nach
pj+1 liegt. Die Kante zwischen p; und p,, wére damit flipbar und wiirde die
lexikographische Ordnung der Triangulierung vergréfern, da p; ja der Punkt
mit der kleinsten Ordnung in S(7) ist und deshalb die duale Kante von (p;, pm,)
eine lexikographische hohere Ordnung haben mufl. Dies widerspricht jedoch der
nicht vergréflerbaren Ordnung von T},,,, und somit wére das Lemma bewiesen.

O

Diese wichtige Eigenschaft wird beim Beweis des néichsten Theorems eine
zentrale Rolle spielen.

Theorem 4 Fiir jede Triangulierung t # Tyas ist Fy(t) # 0.

Fiir jede Triangulierung ¢ ungleich 7;,,. gibt es also einen Flip, welcher die
lexikographische Ordnung von t vergroflert. Deadlocks sind damit ausgeschlos-
sen.
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pi

Abbildung 4.5: Graph Ty,a. (i) und der Graph Thya. (i + 1)(dunkel)

4 4
1@ @
P 6 P 6
Tmax t

Abbildung 4.6: Punktmenge mit 7 Punkte, dem dazugehorigen T4, und einer
Beispieltriangulierung ¢

Beweis:

Gegeben sei eine Punktmenge, die lexikographisch grofite Triangulierung 75,44
von S und eine weitere Triangulierung ¢ # T4, von S. Ein Beispiel ist in
Abbildung 4.6 zu sehen. Die dazugehérige Kantenmenge ¢\ T}, 4, ist in Abbildung
4.7 a) zu sehen.

Die Triangulierung T},q. 188t sich auch wie folgt zerlegen:

Tmaac = (Tmax \Tmaac(]-)) U (Tmaac \ Tmaw(2)) U e U (Tma:t \Tmax (n))'

Dabei sind die einzelnen Mengen jeweils Teilmengen der néchst grofleren:

(Tmam \Tmaz(l)) C (Tmaz \Tmam (2)) c...C (Tmaz \Tmam (’I’L))

Eine Kante e = (p;,p;j) € Timaz, 1 < @ < j < n taucht das erste mal in
der Menge (Taa \ Timaz (2 + 1)) auf. Das heifit, das sie in den Mengen (Thnaz \
Tinaz(1)), -y (Taz \ Trmaz(?)) nicht vorkommt.
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a) b)

Abbildung 4.7: a) t\Timaz b) Timaz(2), fehlende Kanten zu Thpq, (gestrichelt).

Sei e = (pi,pj),1 < j die kleinste lexikographische Kante mit e € ¢\ Ty,qa.
In diesem Beispiel ist e = (p2, p5). Dann muf ¢ alle Kanten von Ta0 \ Tinaz (7)
enthalten. Im Beispiel wiren das die Kanten von T4z \ Tinax(2) (siehe dazu
auch T, (2) in Abbildung 4.7 b) ).

Analog zum Beweis von Lemma 3 liegt mit e eine Kante vor, welche den
Punkt p; zum gedachten Punkt p,, verbindet (siehe Abbildung 4.5). Dem ist so,
da e nicht in T},4, enthalten ist, aber von p;—s aus in T4, (i+ 1) hineinragt und
es auch hier wieder eine Kantenkette auf der konvexen Hiille ch(T,q, (7 + 1))
gibt, deren Weg die Kante e kreuzt. Daher 148t sich auch hier wieder aus den
gleichen Griinden argumentieren, daf§ die Kante e flipbar sein mufl und dieser
Flip die aktuelle Ordnung vergréfiert. Im Beispiel in Abbildung4.6 wiirde sich
die Kante e = (2,5) mit der Kante (3,6) € T4, schneiden. Also ist F (t) # 0
solange t # Typq, und das Theorem damit bewiesen.

O

Wie die Deadlocks umschifft werden kénnen, ist also geklart. Was fehlt ist
die Suchfunktion f, mit deren Hilfe wir den Trace fiir unser Problem erstellen
konnen.

Dazu gehe ich erstmal auf den genauen Aufbau eines Triangulierungsbaumes
T = (V,E) ein. Ein Triangulierungsbaum ist ein Graph mit Baumstruktur,
dessen Knoten einzelne Triangulierungen repriisentieren (Beispiel siche Abbil-
dung 4.8). Wenn ich in Zukunft von einer einzelnen Triangulierung, also einem
Element des Triangulierungsbaumes T sprechen werde, so werde ich diese mit
t oder T'(v) also als Knoten v € V mit V = { Menge aller Triangulierungen
der Punktmenge S} bezeichnen. Die Triangulierung T4, bildet die Wurzel von
T. Fiir jeden Knoten v € V sind dessen Kinder durch Edgeflips so bestimmt,
dal der umgekehrte Flip die lexikographisch gréfite Trangulierung des Kindes,
némlich v ergibt. Wegen Theorem 4 sind alle Triangulierungen in 7' enthalten
und 7" ist ein Baum. Weiterhin bezeichne fy,q. (t) die Kante einer Triangulierung
t, deren Edgeflip die lexikographisch grofite Nachfolgetriangulierung produziert.
In Abbildung 4.8 ist ein Triangulierungsbaum fiir eine Menge von 4 Punkten
abgebildet.

Nun sind nur noch zwei Dinge zu kldren. Wie lassen sich einerseits die Kante
fmaz(t) ermitteln, und zweitens zu einer Triangulierung ¢ alle direkten Kinder
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Abbildung 4.8: Ein Triangulierungsbaum fiir 6 Triangulierungen mit 7T},,,. als
Wurzel des Baumes. Die helleren Kanten geben jeweils den Umweg zwischen
den dilationsbestimmenden Punkten an.
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berechnen.

Lemma 4 FElternkante
Fiir eine Triangulierung t # Ty ist die Kante fiq.(t) die lexikographisch
kleinste flipbare Kante aus t\Tpaqz-

Beweis:

Erstens wissen wir laut Theorem 4, daf fiir jede Triangulierung t # T4, die
Menge F4 (t) mindestens eine flipbare Kante enthélt. Sei nun e = (pg, pp),a < b
die lexikographisch kleinste Kante aus ¢ \ Tiyq,. Sei nun e; = (p;,p;),7 < j eine
beliebige andere flipbare Kante aus ¢.

Wenn der Index ¢ < a ist, muB e; ein Punkt auf der konvexen Hiille ch(S(7))
sein und ein Edgeflip von e; wiirde die lexikographische Ordnung verringern.
Sollte i > a sein so gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder 148t ein Edgeflip von e
die Umgebung zu p, unangetastet oder ein Edgeflip resultiert in einer Kante, die
in p, endet oder anfingt (Die Triangulierngen sind ungerichtet). In beiden Fillen
wiirde ein Edgeflip von e in einer Triangulierung mit gréferer Ordnung miinden
als ein Edgeflip von e;. Sollte ¢ = a sein, so wiirde wiederum ein Edgeflip von e
eine Triangulierung groflerer Ordnung erstellen, da e lexikographisch kleiner ist
als e;q.

O

Was wir noch benétigen, ist ein Kriterium wie sich zu einer Triangulierung
t alle direkten Kinder berechnen lassen.

Lemma 5 direkte Kindkante

Sei v ein Knoten des Triangulierungsbaumes T und sei (pq,py),a < b die Kante
fmaz(T(v)) die zum Vater von T(v) fihrt. Fine flipbare Kante e, deren duale
Kante d(e) = (pe,pd),c < d sei, erstellt ein direktes Kind, falls:

o 1)c<a oder
e 2)a=cundd<b oder

e 3)a=cd>0bund (pg,py) ist nicht flipbar in flip(T(v),e) und wenn
(existierend) die lexikographisch zweit kleinste flipbare Kante in T (v)\Timax
lezikographisch gréfer ist als (pe, pa)-

Beweis:
In Abbildung 4.9 ) ist eine erlduternde Skizze aufgefiihrt. Die duale Kante
d(e) = (pe,pa) ist die Kante mit deren Flip man vom Kind flip(T(v),e) zur
aktuellen Triangulierung T'(v) gelangt. Diese Kante d(e) ist also gleich mit
fmaz(flip(T(v),e)). Und mittels der drei Kriterien lafit sich tiberpriifen, ob die
duale Kante d(e) im Kind wirklich alle Voraussetzungen erfiillt um die fp,qz
Kante zu sein. Siehe dazu auch Abbildung 4.9. Laut dem vorigen Lemma zeich-
net sich eine f,,q.-Kante dadurch aus, daf} sie die lexikographisch kleinste flip-
bare Kante aus dem Kantenset T\T},q. ist. In dieser Situation fiihrt das zu
folgenden Schlussfolgerungen.

Die Kante (pg,ps) welche die fp,q.-Kante der aktuellen Triangulierung dar-
stellt ist auch im Kind vorhanden. Da allerdings angenommen wird, das eine



44 KAPITEL 4. BERECHNUNGSVERFAHREN

Abbildung 4.9: Erkldrende Skizze zum Lemma: direkte Kindkante

andere Kante, namlich die Kante d(e) = (p¢, pq) im Kind die f,4.-Kante ist, so
muf} entweder d(e) im Kind die lexikographisch kleinste Kante sein. In diesem
Fall muf sie kleiner sein, als die Kante (p4,pp), welches mit den Kriterien 1)
und 2) tberpriift wird. Oder aber die Kante (pq,ps) ist deshalb im Kind nicht
die faz-Kante, da sie dort nicht flipbar ist. Erst ein Flip der Kante d(e) kénnte
zum Beispiel die Umgebung so veréndern, das (pq, ps) flipbar wird. Wenn es in
diesem Fall im Kind noch weitere flipbare Kanten gibt, so muf} die zweit kleinste
Kante nicht nur im Kind existieren, sondern auch in der aktuellen Triangulie-
rung, der vermuteten Vatertriangulierung. Auch hier muf sie die zweitkleinste
flipbare Kante sein, da d(e) ausscheidet und dafiir (p,,ps) an erster Stelle als
fmaz — Kante nachgertickt ist. Und dieser letzte Fall wird mittels des Kriteriums
3) iiberpriift.

O

Und damit wire sowohl dieses Lemma als auch die Machbarkeit eines Reverse-
Search-Algorithmus iiber diese spezielle Ordnung von Punkten bewiesen. Im
folgenden gehe ich ndher auf den Algorithmus sowie dessen Laufzeit ein.

4.2.3 Laufzeit

Den Enumerationsalgorithmus, welcher von Bespamyatnikh in seinem Paper[Bes00]
vorgestellt wird, werde ich im folgenden genauer unter die Lupe nehmen, und die
Laufzeit erlautern. Der Algorithmus enumertiert einen Triangulierungsbaum 7'
zu einer Punktmenge S, n = |S| beginnend bei der Wurzel T4, nach dem depth-
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first-search-Schema. Eine einzelne Triangulierung aus dem Triangulierungsbaum
T sei mit T'(v), v ist Triangulierung von S bezeichnet.

Die Datenstruktur, in welcher der Algorithmus zur Laufzeit eine Triangulie-
rung speichert, sieht wie folgt aus. Zu den einzelnen Elementen der Triangulie-
rung werden zusiitzliche Verweise abgespeichert, so dafl auf die Kanten / Drei-
ecke benachbart zu anderen Kanten / Dreiecken und auf benachbarte Punkte
in konstanter Zeit zugegriffen werden kann. Weiterhin wird davon ausgegangen,
dafl Kanten, benachbart zu einem Punkt, in einer doppelt verketteten Liste vor-
liegen, so daf} in konstanter Zeit auf alle Kanten in und gegen dem Uhrzeigersinn
um diesen Punkt zugegriffen werden kann. Wiahrend der Enumeration behélt
der Algorithmus immer nur eine Triangulierung im Speicher vor. Zusétzlich zu
dieser Triangulierung T'(v) existieren noch weitere Datenstrukturen.

T; = ausbalancierter Suchbaum mit allen flipbaren Kanten von T'(v)

Ty = statisch, ausbalancierter Suchbaum mit den Kanten von T},.

T3 = ausbalancierter Suchbaum mit den flipbaren Kanten von T(v)\Tinaz
T, = ausbalancierter Suchbaum mit den dualen Kanten von T3

Der Zugriff auf alle Datenstrukturen 77,75, T3, T, nimmt infolge der Baum-
struktur O(logn) Zeit in Anspruch. Auflerdem sind Verweise von den Kanten
aus T3 auf ihre dualen Kanten in T, und umgekehrt gesetzt. Die Datenstruktur
Ty erlaubt es in O(logn) feststellen zu konnen, ob eine Kante in T, ent-
halten ist oder nicht. Mittels 77 und T3 148t sich in O(logn) eine Triangulie-
rung flip(T(v),e) zu einer Triangulierung T'(v) durch den Edgeflip einer Kante
e € T(v) erstellen. Zur Erinnerung: Wihrend der Laufzeit wird immer nur die
aktuelle Triangulierng T'(v) im Speicher behalten. Wechselt man zum Beispiel
zu einem Kind von T'(v), so wird die interne Triangulierung per Edgeflip in das
Kind geéndert.

Bevor der Enumerationsvorgang allerdings starten kann, miissen die Daten-
strukturen initialisiert werden.

Schritt  Beschreibung Laufzeit
Initialisierungsvorgang
I-1 Punkte nach den X-Koordinaten sortieren O(nlogn
I-2 Den Punkten eine Ordnung zuweisen O(n
I-3 Erstelle T}p,q, und speichere in T3 und als T'(v) ab O(nlogn
14 Erstellung von T} O(n
I-5 Erstellung von T3 O(nlogn
I-6 Erstellung von Ty O(n

Berechnungsvorgang pro Triangulierung

B-1  Uberpriife, ob T'(v) das erste Mal besucht wird 0(1)
B-2 Wenn ja, dann erste Kante aus Ty ist néchste Testkante o(1)
B-3 Wenn nein, néchste Kante aus Ty ist néchste Testkante 0(1)
B-4  Erfiillt die Testkante Lemma 57 o(1)
B-5 Wenn ja, enumeriere Flip(T(v), Testkante) als Kind o(1)
B-6 Wenn nein, fahre mit B-3 fort o(1)

In Schritt I — 2 wird mittels eines vertikalen Sweeps von links nach rechts
den Punkten eine aufsteigende Ordnung zugewiesen. Die Triangulierung T;,q.

— N



46 KAPITEL 4. BERECHNUNGSVERFAHREN

wird mittels eines vertikalen Sweeps von rechts nach links durchgefiihrt (sie-
he auch [Bes00]. Da fiir alle Kanten Verweise auf die benachbarten Dreiecke
abgespeichert sind, 148t sich so fiir jede Kante in konstanter Zeit testen, ob
sie flipbar ist oder nicht und die Erstellung von T; bendétigt O(n) Zeit. Da in
O(logn) iiberpriift werden kann, ob eine Kante in T},,, enthalten ist, 148t sich
T3 mit O(nlogn) Zeitaufwand erstellen. Fiir die O(n) Kanten in T3 148t sich in
konstanter Zeit die duale Kanten zu T3 in T} erstellen. Der gesammte Initialisie-
rungsvorgang nimmt dann 30(nlogn) 4+ 30(n) = O(nlogn) Zeit in Anspruch.

Ein Berechnungsvorgang pro Triangulierung sieht dagegen wie folgt aus: Als
erstes wird gepriift, ob dieser Triangulierung 7T'(v) des Triangulierungsbaumes
T das erste Mal besucht wird. Dies ist der Fall, wenn die vorher besuchte Trian-
gulierung der Vater der jetzigen Triangulierung ist. Ansonsten war die vorherige
Triangulierung ein Kind der aktuellen Triangulierung. Sollte die aktuelle Trian-
gulierung zum ersten Mal enumeriert werden, so wird fiir die erste Kante in T}
gepriift, ob sie Bestandteil einer giiltigen Nachfolgetriangulierung ist. Wenn die
aktuelle Triangulierung hingegen schon einmal besucht worden war, so testet
man die nichste Kante aus Ty als beim letzten Besuch. Wenn man das néchste
Kind enumeriert wird, miissen insgesamt O(1) Updates in der Triangulierung
T'(v) der internen Datenstruktur, Ty, T3 und Ty durchgefiihrt werden. Schlieflich
andert sich nur eine Kante und eventuell deren Umgebung, da nun angrenzende
Kanten flipbar oder nicht mehr flipbar geworden sein kénnen. Da ein Update
dieser Datenstrukturen je O(logn) Zeit in Anspruch nimmt, kostet die Enume-
ration jeder Triangulierung O(logn).

P. van Emde Boas stellt in seinem Paper eine Datenstruktur vor, die es
ermoglicht, die Zeit des Updatevorganges auf O(loglogn) zu reduzieren. Die
Datenstruktur ermoglicht es eine Menge von Schliissel [1...U] so abzuspeichern,
das Einfiige- und Loschoperationen in O(loglogU) Zeit durchgefiihrt werden
konnen. Zusétzlich sind die Schliissel in einer sortierten Liste abgespeichert,
welche es ermdglicht Vorgéinger und Nachfolgerelemente in O(1) zu finden. Wenn
man jeden der Datenstrukturen 73,75, T3, T4 in diesem Format ablegt und U =
(") setzt, so reduziert sich der Enumertionsaufwand pro Triangulierung auf

2
O(loglogn).

4.2.4 Problematik

Der Algorithmus sieht vielversprechend aus und enumeriert auch zuverléssig al-
le Triangulierungen und findet damit auch die MDT. Die Frage ist allerdings,
wie einfach er sich auf die Belange dieser Diplomarbeit zuschneiden ldsst, denn
im Grunde interessiert hier nur die MDT. Und hier kommen die Eigenschaften
der MDT ins Spiel, auf welche ich in Kapitel 3.2 niher eingegangen bin. Al-
le diese Eigenschaften sind Kantenbezogen und der Enumerationsalgorithmus
von Bespamyatnikh traversiert einen Triangulierungsbaum. Der Enumerations-
vorgang 1483t sich dann optimieren, wenn sich Teile des Triangulierungsbaumes
abschneiden lassen und somit Traversierungsschritte gespart werden koénnen.
Dazu miissen alle Elemente des abgeschnittenen Teilbaumes ein Kriterium ver-
letzen oder erfiillen, welches den Optimierungsvorgang zuliafit und daher miissen
Eigenschaften, welche bei einer Triangulierung festgestellt werden auch auf alle
Kinder iibertragtbar sein, damit ein verletztes oder erfiilltes Kriterium auch bei
ihnen den gleichen Zustand hat. Da es sich bei den bisherigen Eigenschaften
vor allem um Kanteneigenschaften wie die Exclusion Region oder den Hinder-
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Abbildung 4.10: Ausschnitt aus einem Triangulierungsbaum. Die f,,4,-Kanten
sind jeweils dunkel hervorgehoben. Die Kante e verschwindet wieder aus einem
Kind.

nisswert einer Kante handelt, miissen Kanten, die das entsprechende Kriterium
verletzen auch in allen Kindern vorkommen, damit ein Teilbaum abgeschnitten
werden kann. Leider ist das bei diesem Verfahren nicht der Fall, wie sich in
Abbildung 4.10 leicht erkennen 1aft.

Leider 148t sich mittels der bis jetzt gefunden MDT-Eigenschaft der Reverse-
Search Algorithmus nicht verbessern und ein anderer Ansatz mufl beschritten
werden. Ein moglichen Ausweg stellt die Bitwise Enumeration dar, welche einen
konsequent optimierten Brute-Force Ansatz mit Reduktion der Suchmenge dar-
stellt.
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03 .5 \ ~_ 5

AN

Kanten: (11) (12) (13) (14) (15) (23) (24) (25) (34) (35) (45)
Bitstring von a) =000000000 0
Bitstringvon b) =1111111111

Abbildung 4.11: a) Punktmenge S, b) Alle moglichen Kanten von S, eine Liste
der moglichen Kanten und des daraus resultierenden Bitstrings

4.3 Bitwise Enumeration

Dieses Enumerationsverfahren beruht auf einem Brute Force Ansatz und wurde
im Zuge dieser Diplomarbeit ausgearbeitet. Allerdings muss ich dazu sagen, das
es nicht alle méglichen Triangulierungen enumeriert sondern alle Triangulierun-
gen, welche Kandidaten fiir eine mogliche MDT darstellen.

4.3.1 Ansatz

Die grundlegende Idee ist folgende: Wenn man sich iiberlegt, dafl Triangulierun-
gen aus unterschiedlichen Kantenkombinationen bestehen, liegt die Idee nahe,
alle Kantenkombinationen auszuprobieren um alle Triangulierungen zu enume-
rieren. Dazu wird als erstes das Set Sk aller moglichen Kanten basierend auf der
zugrundeliegenden Punktmenge S gebildet. Dies geschieht recht einfach, indem
man alle Punkte paarweise miteinander verbindet.

Sk ={(pi,pj) : 1 <i<j<|S|}

Um nun alle moglichen Zusammensetzungen dieser Kantenmenge zu erstel-
len wird ein Bitstring der Lénge | Sk | erstellt, wobei jedes Bit dieses Strings eine
Kante aus Sk reprisentiert. Jeder Kantenkombination kann man nun einen sol-
chen Bitstring zuordnen, wobei ein gesetztes Bit fiir das Vorhandensein einer
Kante steht. Ist das Bit nicht gesetzt, kommt auch die Kante in dieser Kom-
bination (oder auch Konfiguration) nicht vor. Angefangen bei 0 ldsst sich nun
der Bitstring komfortabel bis zu 2% — 1 hochziihlen und man enumeriert ga-
rantiert jede mogliche Kombination der Kanten und damit auch die Teilmenge
aller Triangulierungen.

Am Beispiel (sieche Abbildung 4.11) einer Punktmenge mit fiinf Punkten
148t sich das Vorgehen veranschaulichen und ein erster Optimierungsansatze
erkennen.

Die Punkte werden mit Indizes versehen, die Menge aller méglichen Kanten
Skwerden erstellt, wobei es bei n Punkten (Z) = @ mogliche Kanten gibt.
Danach wird ein Bitstring der Liange L = |Sk| erstellt und jedem Bit eine Kante

aus Sk zugewiesen. In Abbildung 4.12 ist ein Beispiel abgebildet.
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Bitstring: 1 O 0 1 0 0 1 1 00
Kanten: <172>(173)<174)(175)(273>(274><275)(374>(375>(4’5)

Abbildung 4.12: Beispiel fiir die Interpretation eines Bitstrings

Und bei diesem Beispiel wird auch sofort ein Problem des Ansatzes deutlich:
Dieser Bitstring représentiert leider keine giiltige Triangulierung. Der Vorteil
dieses Verfahrens gegeniiber dem Ansatz von Bespamyatnikh liegt allerdings in
der Moglichkeit radikal optimieren zu koénnen, womit ich die Pfade des Brute-
Force-Ansatzes verlasse. Fairerweise mufl dazu gesagt werden, das das Ziel von
Bespamyatnikh die Enumerierung aller Triangulierungen und nicht die Findung
einer speziellen Triangulierung darstellt.

4.3.2 Modifikationen
Hochzihlen der k-Bitkonfigurationen

Bis zu diesem Punkt haben wir einen reinen Brute Force Ansatz, welcher mit
einem immens hohen Overload zu kidmpfen hat. Leicht ldsst sich erkennen das
bereits die erste Konfiguration 00...000 mit keiner gesetzten Kante keine giiltige
Triangulierung darstellt. Wie allerdings in 1 schon bewiesen hat eine Triangu-
lierung fiir eine Punktmenge S immer eine feste Kantenzahl, die sich problemlos
berechnen ldsst. Wir wissen also bereits im vor raus, wie viele Kanten unsere
gesuchten Triangulierungen haben. Also wissen wir auch wie viele Bits im hoch-
zuzéhlendem Bitstring gesetzt sein miissen. Eine grofle Zeiteinsparung ist es
also, nur die Konfigurationen auszutesten, welche die benétigte Anzahl an Kan-
ten haben. Diese Konfigurationen werde ich in Zukunft als k-Bitkonfigurationen
bezeichnen, wobei k die Anzahl der benttigten Kanten bezeichnet.

Und hier bietet sich ein weiterer Ansatz zur Optimierung. Es wére optimal,
wenn man von einer k-Bitkonfiguration direkt zur néchsten hochzihlen koénnte,
ohne die Zwischenkonfigurationen beriicksichtigen zu miissen. Genau das ist
auch die erste Optimierung, auf welche ich nun eingehen werde. Wie schon in
Theorem 77 gezeigt, 143t sich die Anzahl der k-Bitkonfigurationen im voraus
berechnen und wenn man sich folgendes Beispiel vor Augen hélt wird deutlich,
wie viele Bitkonfigurationen sich mit diesem Ansatz auslassen lassen.

Angenommen man hétte eine 25-stellige Binérzahl. Das resultiert
in 22° = 33.554.432 moglichen Konfigurationen, die alle ausgetestet
werden miifliten. Betrachtet man aber nur die wirklich interessanten
k-Bitkonfiguration mit &k = 20 so reduziert sich die Anzahl der zu
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testenden Konfigurationen auf (38) = 53130, das sind gerade mal

0,0016% der moglichen Konfigurationen.

Das Verfahren werde ich im folgenden néher erlautern, wobei es am einfachs-
ten ist sich den Startzustand, also die kleinste k-Bitkonfiguration anzuschauen.

Der Startzustand eines Bitstrings B einer Lénge von np Bits und k benétigten
Kanten, ist folgender:

00..00 11..11
—— =~
np—kBits kBits

Die einzelnen Bits lassen sich durch Indizes ansprechen, wobei By das Bit
mit der Wertigkeit 2° und B,,,_; das Bit mit der Wertigkeit 275! adressiert.

Die Frage ist also, welches ist die néchstgrofiere Konfiguration, welche wie-
derum k gesetzte Bits enthélt. Dazu betrachten wir zunéchst wie man iiberhaupt
von einer beliebigen Binédrzahl auf die ndchsthohere Binédrzahl kommt, ohne daf§
eine Bedingung an die Anzahl von gesetzten Einsen gestellt wird. Sollte das
kleinste Bit By = 0 sein, so ersetzt man es durch 1 und ist fertig.

101 0 =101_1
~— ~—
Bo Bo

Andernfalls sucht man sich das erste Bit B;, so dass B; = 0 ist und Vj :
0 <j <i= B; =1gilt, und setzt B; auf 1. Allerdings verdoppelt sich durch
jedes weitere Bit der Wert der Bindrzahl und man hat nun zur urspriinglichen
Binsrzahl 2¢ anstatt einer 1 addiert und muss dementsprechend den Wert 2% — 1
subtrahieren. Dieses entspricht dem Loschen der Bits B;_1 bis By.

1.0 11=(1_1 11)=11 00
~— ~—~ ~~
Bi=2 Bi=2 B;_1Bo

Das Auffinden der nichsthoheren Binérzahl wire damit beschrieben, leider
besitzt diese aber nicht mehr die gewiinschte Anzahl an gesetzten Bits. Denn
sollte der erste Fall vorgelegen haben, so enthélt die neue Bindrzahl k 4 1 statt
der gewiinschten k Bits. Das heifit, es muss noch mindestens eine Addition
folgen, die dann jedoch vom Typ 2 sein wird. Die Losung ist also im zweiten
Fall zu suchen.

Im zweiten Fall fehlen uns nach der Addition ¢ — 1 Bits. Das Bit B; war das
erste nicht gesetzte Bit, daher waren die Bits B; 1 bis By gesetzt. Fiir eines
dieser i Bits wurde B; gesetzt, bleiben also noch i — 1 Bits. Diese i — 1 fehlenden
Bits kénnen wir auf die Bits der kleinsten Wertigkeit verteilen um die néchst
hohere Konfiguration mit passender Anzahl an gesetzten Bits zu erhalten.

101 0 111 = 101_1 000, es fehlen i-1=2 Bits
—~—

~~ ~—~
B;—3 i gesetzte Bits B;
1011 000 — 10011011
~— ~—
Bi—3 setze die letzten i-1 Bits

Und dieses Prinzip ldsst sich auf alle Ausgangskonfigurationen verallgemei-
nern. Die Nachfolgerkonfiguration einer Bindrzahl mit k gesetzten Bits ldsst sich
daran erkennen, dafl sich beim Hochzéhlen ein Bit nach links verschiebt und es
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so moglich wird die restlichen gesetzten Bits auf die kleinsten Wertigkeiten zu
verteilen. Und genau diese Beobachtung ermdoglicht es von der aktuellen Konfi-
guration auf die néichste zu schliefen. Man sucht nach dem kleinsten gesetzten
Bit B, est, dessen hoherwertiges Nachbarbit nicht gesetzt ist, setzt dieses Nach-
barbit auf 1 und verteilt die restlichen i,c.t — 7smaiiest Niederen Bits auf die
kleinsten Stellen. Der Index ig,,q11es¢ bezeichnet dabei die Position des kleinsten
gesetzten Bits. Der Algorithmus, welcher das Problem 16st, ist im folgenden als
Pseudocode angegeben.

procedure CountUpToNextBitConfiguration( Bitstring B, ng = |B| )

Setze Bo bis Bi, .., —i.marca—1 O(np — 2k —1) =O(np
return B =30(ng) =0(ng
Um die Arbeitsweise des Algorithmus zu erldutern, sind im folgenden al-

le Zusténde fiir ein Kantenset Sk mit ng = 5 Kanten und einer benttigten
Kantenzahl von k = 3 aufgelistet:

Z'smallest = mm{z > 0|Bz = 1} O(TLB — k)) = O(TI,B)
if Zgmatiest = n — k then 'Endzustand. Abbruch’ o(1)
inemt = mm{z > ismallest|Bi+1 = 0} O(l)
Setze Binczt+1 =1 O(]_)
Losche B;_ ..., bis B; . O(k—1) <O(npg)

)

)

00111 = 01011 = 01101 = 01110 = 10011
= 10101 = 10110 = 11001 = 11010 = 11100

Und hier folgt der Ubergang von 10110 zu 11001 im Detail:

Bitstring B = 10110
Bestimme Indizes: 10 1 1 0
~— =~
B

inext Bis?nallest
Inext = 2aisrnallest =1

Setze B;,_,,+1 = Bs: 11110
Lésche B;,,, .10, = B1 bis B
Setze By bis B

= By: 11000
32_1_1 = B()Z 11001

tnext

inest —lsmallest—1 —

Korrektheitsbeweis des Algorithmus Um den Beweis fithren zu kénnen
werde ich ein paar Definitionen zur Hilfe nehmen. Sei erstens die Menge B der
k-Bitkonfigurationen wie folgt definiert:

B = {w e {0,1}"|#,1 = k}

Also ist B die Menge von Bitstrings der mit jeweils der gleichen Linge np mit
k gesetzten Bits und np — k nicht gesetzten Bits. Weiterhin sei das maximale
Element b,,,, der Menge B wie folgt definiert:

bmar = lkOnBik

Der Algorithmus sei eine Funktion f welche zu einer k-Bitkonfiguration nach der
oben erlduterten Weise den Nachfolger liefert. Fiir den Beweis der Vollstéandigkeit
und der Korrektheit sind drei Punkte zu beweisen:
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o f:B\bnax — B

Es gilt sich also zu vergewissern, dafl der gelieferte Nachfolger wiederum
ein Bitstring der Linge n mit k gesetzten Bits darstellt. Fiir b,,4, kann
natiirlich kein Nachfolger gefunden werden.

Der Algorithmus éndert nicht die Lénge des iibergebenen Bitstrings. Da-
her bleibt nur noch zu zeigen, dass er auch nicht die Anzahl an k gesetz-
ten Einsen éndert. Gesetzt werden die Bits By bis B;, .., —i..o10s—1 Und
B;....+1. Zusammen sind das inezt — tsmailest + 1 Bits. Geloscht werden
die Bits B;,,_,, bis B;_, ;... Auch das sind ipeqgt — tsmaliest + 1 Bits, womit
der erste Punkt bewiesen wére.

f(@) >z, € B\bnaa
Hier ist zu zeigen, dal der gelieferte Nachfolger eine groflere Bitfolge als
sein Vorgénger darstellt. Auch das ist schnell gezeigt.

Der Algorithmus setzt das Bit B;, __, 11, ein Bit welches vorher noch nicht
gesetzt war. Sozusagen werden 2're=¢*1 hinzu addiert. Alle danach durch-
gefithrten Operationen finden auf niderwertigen Bist, den Bits B; , , bis
By statt. Selbst wenn alle diese Bits geloscht wiirden, was nicht der Fall
ist, wiirde dadurch der Wert 2¢re=¢+1 — 1 subtrahiert werden. Der Nachfol-
ger ist damit mindestens um eins grofler als sein Vorgénger. Damit wére
auch dieser Punkt bewiesen.

Ve:-JyeB:x<y< f(z)

Bleibt als letztes nur noch zu zeigen, dass der Algorithmus auch wirklich
den n#chsten Nachfolger liefert und nicht weitere giiltige k-Bitkonfigura-
tionen iiberspringt.

Sei y € B\ {z}. Zusitzlich seien folgende Indices definiert:

lgiff := max x; ;
U 0 Kieng 7 Ui
ismallest = 0<H,1in Ty = 1
si<np
tnext “= min Zit1 =0

tsmallest <t<np

Die k-Bitkonfiguration y ist genau dann > z, wenn y;,,,, = 1 und z;,,,, =
0 gilt. Denn bis dahin waren die hoherwertigen Bits laut Definition gleich
und mit dem Unterschied an der Stelle i4;7¢ konnen auch die niederwer-

tigen Bits aufgrund von 2¢ > Z;;E 27 daran nichts dndern.

Daraus folgt i4iff > inest- Warum dem so ist, darauf gehe ich jetzt ein.
Der Fall igiff = inest ist per Definition ausgeschlossen, da z; ., = 1.

Sollte igiff < inext sein, so folgt igirr < tsmaliest, da ja yi,,,, = 1 und
Tigsy = 0 gelten. Diesen Wert kann z;,iry fir iqiff < inest aber nur
flir < tsmaitest annehmen, da per Definition der Bereich zwischen i,eq¢
und igmaitest el  mit lauter Einsen gesetzt ist. Das heifit aber, dafl =
und y bis zu igmaiiest Uibereinstimmen. Da jedoch z,y beide die gleiche
Anzahl an gesetzten Einsen haben und im Bereich z;___,..,—1.--Zo alle
Bits nicht gesetzt sind, so hat auch y keine Bits mehr iiber, die gesetzt
werden konnten. Von daher ist auch ig;r5 < inere widerlegt.
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Also muB igiff > inewt sein. Sollte igirf = inewt + 1 sein, so hat y die
gleiche Charakteristik wie f(x), welches sich ja auch erst an der Stelle
inext + 1 von x unterscheidet. Da f(z) jedoch die kleinste Zahl in dieser
Situation bildet, da alle restlichen Einsen auf die niederwertigsten Bits
gesetzt werden, folgt daraus y > f(x).

Sollte igiff > inest + 1 sein, so ist y erst recht grofer als f(x), da f(x)
in diesem Fall bis einschliefllich zum Index i4; ¢ mit x tibereinstimmt und
beide wegen y;,,,, = 1 und z;,,,, = f(2)i,,,;, = 0 kleiner sind als y.

Damit ist gezeigt, daf fiir ein y > = erstens ig;r¢ > inere gilt und daraus
folgt y > f(x), womit die Behauptung bewiesen wire, dal zwischen z
und f(z) keine weitere k-Bitkonfiguration existieren kann und f(x) der
wirkliche Nachfolger zu z ist.

O

Kollisionsabfrage

Der Ubergang zwischen den k-Konfigurationen bietet noch weitere Optimie-
rungsmoglichkeiten und ist mit dem gerade vorgestellten CountUp-Algorithmus
noch langst nicht ausgeschopft. Einen weiteren wesentlichen Anteil nehmen die
Bitkonfigurationen ein, welche zwar die richtige Anzahl an gesetzten Bits besit-
zen, aber bei denen sich die enthaltenen Kanten iiberschneiden (im folgenden
wird der Ausdruck Kollision von mir synonym gebraucht). Da eine Triangulie-
rung eine maximale Menge sich nicht schneidender Kanten ist, sind auch solche
Konfigurationen ein Overload.

Leider scheint es nicht moglich zu sein einen Hochzéhlalgorithmus mit ei-
ner Laufzeit von O(#Bits?) pro Schritt zu finden, welcher den niichsthoheren
Triangulierungsstring liefert. Im Applet sieht der Vorgang folgendermafien aus,
dafl wihrend der Erstellung des Kantensets Sk die Kollisionen zwischen den
Kanten registriert werden. Fiir jede Kante wird dann regisrtiert, mit welchen
anderen Kanten sie kollidiert. Die Ergebnisse werden in eine sortierte Liste pro
Kante gespeichert. Dort ist dann verzeichnet, mit welchen anderen Kanten ei-
ne Uberschneidung stattfindet. Wihrend des Enumerationsprozesses wird dann
fiir jede vorkommende Kante iiberpriift, ob eine der mit ihr in Kollision tre-
tenden Kanten in der aktuellen Konfiguration vorhanden beziehungsweise ge-
setzt sind. Sollte sich die aktuelle Konfiguration nicht als Triangulierung (die
Triangulierungskanten sind kreuzungsfrei) herausstellen, wird zur nichsten k-
Bitkonfiguration hochgezéhlt bis entweder eine giiltige Triangulierung vorliegt
oder der Endzustand 11..1100..00 erreicht ist. Dieser Uberpriifungsvorgang dau-
ert dann am ldngsten, wenn die Triangulierung 00..0011..11 vorliegt und die
Triangulierungskanten jeweils mit den n — k iibrigen Kanten in Konflikt stehen.
Dann finden k * (n — k) = O(n?) Uberpriifungen statt, bis festgestellt wird, ob
es sich um eine Triangulierung handelt.

Die Anzahl an Bitkonfigurationen mit & gesetzten Bits, welche sich wihrend
der Bitwiseenumeration nicht als Triangulierung herausgestellt haben und ein-
zusparende Konfigurationen darstellen, wird am Ende des Prozesses in der Sta-
tuskonsole ausgegeben.

Der enorme Effekt dieser Optimierungsmoglichkeit, also eine Aussparung
dieser Kollisionsgraphen bei der Enumeration, wird durch experimentelle Er-
gebnisse im néchsten Kapitel belegt. Eine moglichst einfache und effiziente Me-
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thode der Kollisionserkennung und Vermeidung wiirde eine weitere wesentliche
Performancesteigerung bewirken.

Entfernung unnétiger Kanten

Eine weitere Optimierung ist die Reduzierung des Kantensets Sk . Dabei kann
man Kanten aus zwei Griinden aus Sk ausschlielen. Einerseits wenn man weif3,
dass sie unter keinen Umstédnden in der gesuchten MDT vorkommen koénnen.
Andererseits gibt es auch Kanten, von denen man schon im Voraus sagen kann,
dafl sie in der MDT vorkommen miissen. Gesucht sind also Kantenkriterien, wel-
che Kanten zu einer von drei Teilmengen zuweifit: Kanten die nicht (Kantenset
Snor) oder auf jedenfall (Kantenset Sypsr) enthalten sind und die Menge der
Kanten, deren Zugehérigkeit nicht sicher ist (Kandidatenset Sk ).

Zu den Kriterien, welche Kanten aus der MDT ausschlieflen konnen, gehtren
die Exclusion Region sowie das wesentlich méchtigere Obstacle-Value (Hinder-
nisswert) Kriterium. Beide sind auch im Applet implementiert, wobei der gleich-
zeitige Finsatz keinen Laufzeitvorteil gegeniiber der alleinigen Nutzung des Hin-
denisswertes bringt.

Auch zu den Elementen der Menge Sy;yst liegen Kriterien vor. Die Kan-
ten der konvexen Hiille j der zugrundeliegenden Punktmenge sind Elemente von
Snrust- Die konvexe Hiille der Punktmenge S, n = |\S] ist allen Triangulierungen
von S gemeinsam, also auch der gesuchten MDT. Dabei hat die konvexe Hiille
mindestens 3, maximal n—1 Kanten. Mittels der in ?? vorgestellten Formel lésst
sich dann von Fall zu Fall die Anzahl der gespaarten Bindrkombinationen bere-
chen. Ein theoretische Aussage ldsst sich da schon schwieriger treffen. Auch zu
dieser Optimierung befinden sich im néchsten Kapitel experimentelle Ergebnis-
se, die die Auswirkung dieser Optimierung in der Praxis verdeutlichen. Zweitens
sind auch die Kanten Elemente von Sy;pysr die, wie in Kapitel 3.2.1 gezeigt,
beidseitig eindeutige néchste Nachbarn miteinander verbinden. Zur Klarstellung
sei nochmal darauf hingewiesen, dafl diese Optimierung in der Initialisierungs-
phase des Algorithmus stattfindet unhd nicht zur Laufzeit. Im Gegensatz zur
néchsten Optimierung.

Vorzeitiger Abbruch der Enumeration

Es gibt noch eine Laufzeitoptimierung, denn das Ziel ist es ja, die MDT's moglichst
frith zu finden. Um dies zu begiinstigen werden die iibrig gebliebenen Kanten
des Kantensets Sk vor dem Start der Enumeratiob so neu geordnet, dass die
aussichtsreicheren Kandidaten im hochzuzéhlendem Bitstring von den kleinsten
Bits représentiert werden. Somit gehoren sie zu den Kanten, welche als Erste
enumeriert werden. Dazu nutzen wir den Hindernisswert einer Kante, welcher
in der Initialisierungsphase des Algorithmus bereits berechnet wurde.

Mit Hilfe dieses Wertes wurde schon das Kantenset Sk reduziert, die {ibrig
gebliebenen Kanten sind die, mit einem Hinderniswert kleiner der bisherigen
bekannten kleinsten Dilation: Der Dilation der explizit berechneten Delaunay-
triangulierung. Sollte wiahrend des Enumerationsprozesses eine Triangulierung
mit kleinerer Dilation auftauchen, so haben wir eine neue obere Schranke fiir
den Hinderniswert der Kanten. Sind die Kanten dann nach ihrem Hindernis-
wert sortiert, so dal die Kanten mit dem grofiten Hinderniswert auch durch
die hochstwertigsten Bits reprisentiert werden, so kann diesmal Sk wihrend
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der Laufzeit reduziert werden. Dazu wird das kleinste Bit Bit B; herausge-
sucht, welches die neue obere Schranke verletzt. Alle hoherwertigen Bits werden
die Schranke auch verletzen, da die Kanten nach ihrem Hinderniswert sortiert
vorliegen. Es konnen nun zwei Fille auftreten. Erstens kann es sein, daf3 der
Bitstring noch nicht bis zu B; hochgezahlt wurde. In diesem Fall kann der Bit-
string um die Bits B,_;...B; verkiirzt werden und im giinstigsten Fall werden
damit (2) - (i) k-Bitkonfigurationen gespart.

Im zweiten Fall tauchte B; schon in vergangenen k-Bitkonfigurationen auf
und alle folgenden Konfigurationen wiirden mindestens ein Bit von B, _;...B;
enthalten. Da diese jetzt aber einen zu hohen Obstacle-Value besitzen, kénnen
die aktuelle und alle zukiinftigen Konfigurationen keine Kandidaten fiir die MDT
sein und der Enumerationsvorgang kann abgebrochen werden. Die MDT wurde
schon gefunden.

Abschlielend bleibt zu sagen, dafl wir wihrend der Enumeration unser Wis-
sen iiber die bisher gefundenen Triangulierungen einflielen lassen kénnen und
es zu erwarten ist, das die obere Schranke im Laufe der Enumeration weiter
sinken kann, wenn bessere Triangulierungen gefunden werden. Einerseits sind
zwar die Kanten welche noch nicht mit in die Berechnung eingeflossen sind, die
mit dem hoéheren Hindernisswert. Andererseits gibt es wie schon in Kapitel 77
gezeigt ein globales Zusammenspiel zwischen den Kanten, welches auch solche
Kanten mit schlechterem Hindernisswert mit einbezieht.

Beide Optimierungen, sowohl das Ausschlielen als auch die Identifizierung
als MDT-Kante, fithren bei kleineren Punktmengen meistens zur sofortigen
Findung der MDT. Was man natiirlich bedenken muss, ist, da sich nicht
nur das Kandidatenset Sk verringert, sondern auch die Anzahl an benétigten
gesetzten Bits. Aus den gesuchten k-Bitkonfigurationen werden (k-|Sapr|)-
Bitkonfigurationen. Um sich den Effekt der Reduktion von Sk vor Augen zu
fiihren, sei nochmal darauf hingewiesen, dafl jedes weitere Bit, also jede weite-
re Kante, eine Verdoppelung des Wertebereichs des hochzuzéhlenden Bitstrings
mit sich bringt und damit eine Vergroflerung der moglichen k-Bitkonfigurationen.
Auch sollte man bei diesem Verfahren und steigender Punktmenge nicht den
Effekt eines weiteren Punktes auf die Menge moglicher Kanten unterschétzen.
Jeder weitere Punkt zur bestehenden Punktmenge der Gréfie n fithrt zu einer
Vergroerung der Kantenmenge Sk um n Kanten. Um ein Gefiihl fiir die Aus-
wirkungen zu bekommen sei hier auf die experimentellen Ergebnisse im néchsten
Kapitel hingewiesen.

4.3.3 Laufzeit des Bitwise-Enumeration Algorithmus

Gegeben sei eine Punktmenge S mit n = |S| Punkten. Auf der Suche nach der
MDT verfihrt der Bitwise-Enumeration Algorithmus wie folgt:
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Schritt  Beschreibung Laufzeit
Initialisierung

I-1 Berechnung der konvexen Hiille O(nlogn
I-2 Berechnung der Delaunaytriangulierung O(nlogn
I-3 Berechnung der Anzahl an Triangulierungskanten & O(1
I-4 Erstellung des Kandidatensets Sk O(n?
I-5 Extraktion der konvexen Hiille aus Sk nach Syruyst O(n
1-6 Berechnung des Hinderniswertes jeder Kante k € Sk O(n*
I-7 Sortiere Sk anhand der Hinderniswerte O(n?logn?

I-8 Berechnung der Kollisionen aller Kanten aus Sk O(n?

Bitwise Enumeration (Laufzeit pro Schritt)

B-1 Berechung der néichste k-Bitkonfiguration O(n?
B-2 Kollisionscheck. Bei Kollision fahre mit Schritt B-1 fort O(n?
B-3 Berechnung der Dilation fiir diese Triangulierung O(n?
B-4 eventuelle Verbesserung der oberen Schranke O(1
B-5 Abbruch, wenn obere Schranke verletzt wird o
B-6 Abbruch, wenn letzte Konfiguration erreicht o

B-7 Fahre mit B-1 fort

Die verschiendensten optimale Wege die konvexe Hiille und die Delaunay-
triangulierung zu berechnen kénnen bei [Kle98] nachgeschlagen werden. Die
Berechnung des Kandidatensets Sk und die Bestimmung der Hinderniswer-
te sind wahrscheinlich nicht optimal und koénnten weiter optimiert werden.
Insgesamt nimmt die Initialisierung 20(nlogn) + O(n?) + O(n) + 20(n?) +
O(n?logn?) = O(n*) Zeit in Anspruch. Der Berechnungsvorgang hingegen
nimmt im Worstcase fiir eine k-Bitkonfiguration 30(n?) = O(n?) in Anspruch.
Da es bei n Punkten fiir eine Triangulierung mit k& Kanten insgesamt (})
mogliche k-Bitkonfigurationen gibt, ist also spétestens nach O((})n?) Schrit-
ten der Berechnungsvorgang erfolgreich abgeschlossen.

Fiir k = n/2 lassen sich die Anzahl an Triangulierungen wie folgt abschéitzen:

n :n*...*(g+1):n*...*(%+l) S o8
k (5)! Sroxl T

Zu einer Punktemenge S,n = |S| und Triangulierungen mit k& Kanten kann
die dazugehdrige M DT(S) in insgesamt O(n*) 4+ O((})n?) berechnet werden.
Fiir k& = n/2 ergibt das eine Laufzeitabschitzung von O(n*) 4+ O(2%n?), also
nicht in polynomieller Zeit und in polynomiellen Platz (jede der 2% Triangulie-
rungen bendtigt Speicherplatz) losbar.



4.4. EIN MOGLICHER GREEDYALGORITHMUS o7

4.4 Ein moglicher Greedyalgorithmus

Eher als Heuristik, gehe ich nun noch kurz auf einen Greedyansatz ein. Warum
ein Greedyalgorithmus im Falle der Dilationsberechnung so problematisch ist,
werde ich danach diskutieren.

Ein Greedyalgorithmus baut sich die Losung Stiick fiir Stiick zusammen
indem er jedes Element nach bestimmten Kriterien auswéhlt, zur Losung hin-
zufiigt und diesen Schritt solange wiederholt, bis das Ergebnis vollstandig ist.
Das Vorgehen, welches sich in diesem Fall anbietet, ist es solange Kanten aus-
zuwiihlen, bis eine vollstindige Triangulierung erreicht ist. Uber den Hindernis-
wert einer Kante lassen sich zudem schnell giinstige Kanten von Ungiinstigen
trennen und ein Entscheidung treffen. Fiir eine Punktmenge S,n = |S| mit
Kantenmenge K = {(i,5),1 <i#j <n},|K|= w7 mit np = #Triangu-
lierungskanten (siehe Therorem 1) und zu Anfang nur aus der Punktmenge
bestehenden Triangulierung T = Tk = (0,.5) 148t sich ein Greedyalgorithmus
zum Beispiel wie folgt implementieren:

Laufzeit:
Berechne den Hinderniswert fiir alle Kanten k € K: O(n?)

Fiir jedes Punktpaar x,y € S,z # y: O(n?)
Berechne den Hindernisswert fiir k, z und y 0(1)

Sortiere alle Kanten anhand ihres Hinderniswertes ~— O(n?logn?)
= O(n*)
Solange wie T' unvollstindig (Laufzeit pro Kante):

Extrahiere die Kante k € K, < 6.,Ve € K # k o(1)
Uberpriife k auf Schnitt mit Vj € Tx O(n2)
Kein Schnitt, dann T, = T, U k o(1)

— 0(n2)

Im WorstCase und mit nicht optimiertem Bruteforece-Ansatz ergibt sich eine
Laufzeit von

O(n*) + O(n%) = O(n*).

Also 148t sich in immerhin polynomieller Zeit eine Greedytriangulierung be-
rechnen die der MDT zumindest nahe kommen konnte. Denn wie sich bei vor-
herigen Uberlegungen schon dargelegt hat, ist der Hinderniswert einer Kante
eine isolierte Kanteneigenschaft und ermoglicht daher auch kein Zusammenspiel
mehrerer Kanten bei der Findung der kleinstmoglichen Dilation. Demenspre-
chend ist auch das Ergebnis des Greedyansatzes fehlerbehaftet. Ein Beispiel ist
in Abbildung 4.13 abgebildet.

In diesem Fall findet der Greedyalgorithmus nicht die optimale Losung, da
die Kanten mit dem kleinstem Hinderniswert in Kombination eine héhere Dila-
tion verursachen, als andere Kanten. Es gibt natiirlich auch Félle, in denen das
Ergbenis korrekt ist, allerdings hatte ich gehoft, das man den Greedyalgorith-
mus entsprechend modifizieren kénnte um die korrekte MDT zu bestimmen. Ein
Ansatz, welchen ich anfangs recht zuversichtlich verfolgt hatte, geht alle Kanten
der berechneten Triangulierung durch und iiberpriift ob ein Flip der flipbaren
Kanten zu einer besseren Triangulierung fithren wiirde. Um bei diesem Ansatz
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10 -2, dilation=1.190351581 7727721, hetween 4 and 2 1D 2, dilation=1.1549687 730302403, between 5 and 3

W

Abbildung 4.13: Die Greedytriangulierung betrachtet Kanten nur isoliert.

o

Flipdistanz = 1

Abbildung 4.14: Beispiel fiir zwei benachbarte Triangulierungen mit Flipdistanz
Eins.

aber eine Laufzeitverbesserung zu erhalten und nicht im Worst-Case bei rekur-
siven Flips alle Triangulierungen zu enumerieren, stellt sich die Frage wieviel
Flips die Greedytriangulierung und die wirkliche MDT auseinander liegen. Fi-
ne Moglichkeit fiir ein Mafl wire die Flipdistanz zwischen zwei Triangulierungen

Flipdistanz:

Die Flipdistanz zweier Triangulierungen gibt die minimal benotigte Anzahl
an Edgeflips an, die beno6tigt wird, um von der einen Triangulierung iiber Edge-
flipoperationen die andere Triangulierung zu erstellen. Zwei benachbarte Trian-
gulierung haben eine Flipdiszanz von Eins, zwei gleiche Triangulierungen eine
Flipdistanz von Null. Siehe dazu auch Abbildung 4.14

Um es kurz zu machen: Die modifizierte Version des Greedyalgorithmus,
welcher nur eine Ebene tief die Kanten der Greedytriangulierung flippt, fithrt
auch zu keinem besseren Ergebnis (Abbildung 4.15). Eine Herausforderung ist
es dabei auch die richtige Reihenfolge der Flips zu berechnen, da diese wie
gesehen(4.10) das eigentliche Problem darstellt.

Im Javaprogramm sind sowohl der normale Greedyalgorithmus als auch seine
modifizerte Version implementiert, welche das Ergebnis wie folgt zu verbessern
versucht:

Fiir jede flipbare Kante k € T":
Wenn 64y < O ersetze in T' die Kante & durch d(k).

Es kénnen also MDTs gefunden werden, die durch die iterative Uberpriifung
jeder flipbaren Kanten und deren eventuellem Flip erreicht werden kénnen. Pro-
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2195

1D 4, dilation=1.2195167426708045, between 3 and 2 1D 2, dilation=11567756R257 26454, hetween 4 and 3

Abbildung 4.15: Die Greedytriangulierung hat zur MDT eine Flipdistanz von
Zwei.

blematisch wird es, wenn mehrere Flips in bestimmter Reihenfolge benttigt wer-
den. Mehr als ein Tropfen auf den heissen Stein Stellt diese Modifikation also
nicht dar. Doch um die Problematik zu veranschaulichen und eine Vorstellung
von der Greedytriangulierung zu bekommen ist diese Option im Programm ent-
halten.

Ausblick:

Um zu einer Verbesserung gegeniiber einer Enumerierung ala Bespamyatnikh
zu kommen, muf} also gezeigt werden, das die Flipdistanz zwischen Greedytri-
angulierung und MDT Kkleiner ist als die Anzahl aller Triangulierungen der ent-
sprechenden Punktmenge. Nur dann, kann man sicher sein, das der modifizierte
Greedy schneller zu einer Losung kommt, vielleicht sogar mit einer berechenba-
ren oberen Schranke. Vielleicht gibt es neben dem Hinderniswert noch weitere
Kriterien, die umfassendere Riickschliisse auf die resultierende Dilation schlies-
sen lassen. Damit wére vielleicht auch ein Greedyansatz machbar. Anstatt der
Flipdistanz konnten auch andere Verfahren die Greedytriangulierung als Aus-
gangspunkt fiir eine Verbesserung zur MDT nehmen. In vielen Experimenten
hat sich zudem gezeigt, das die Greedytriangulierung in vielen Fillen eine klei-
nere Dilation aufweist als die Delaunaytriangulierung, in vielen Féllen aber auch
mit ihr iibereinstimmt.
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Kapitel 5

Die Java-Applikation

5.1 Einleitung

Im Laufe der Diplomarbeit ist ein Javaprogramm entstanden, welches die drei
theoretischen Ansétze praktisch umsetzt. So ist es moglich nicht nur die theo-
retischen Laufzeiten zu vergleichen sondern auch in der Praxis die Auswirkun-
gen verschiedenster Gegebenheiten zu untersuchen, ob es dabei um spezifische
Punktkonstellationen oder Auswirkungen der einzelnen Optimierungen geht,
welche sich teilweise schlecht theoretisch abschétzen lassen.

In diesem Kapitel gehe ich als erstes auf das Programm ein und biete einen
kurzen Uberblick iiber die Moglichkeiten und Funktionalitit des Programmes.
Danach werde ich auf verschiedene experimentelle Ergebnisse eingehen um die
Auswirkungen, der im letzten Kapitel besprochenen Optimierungen beziiglich
der Bitwise Enumeration, in der Praxis mit Leben fiillen zu koénnen.

5.2 Erklarung der GUI

Im folgenden gehe ich auf den Aufbau des Applets ein, welches sich in einzelne
Panels aufteilt, die logisch in verschiedenen Anwendungsbereiche des Program-
mes aufgeteilt sind. Allgemein kann man im Zeichenbereich des Programmes
mit der linken Maustaste Punkte setzten und mit der rechten Maustaste Punkte
16schen. Das Programm verbindet die Punkte automatisch zum T},q,. Aufler-
dem befindet sich oben im Applet eine Textzeile, welche Informationen iiber den
aktuellen Zustand des Programmes liefert. Also zum Beispiel Mausposition und
Anzahl an Triangulierungen im Speicher oder den Status des aktuell laufenden
Enumerationsvorganges. Weitere Informationen zur aktuell dargestellten Trian-
gulierung werden als Textnachricht unten links im Zeichenbereich des Applets
angegeben.

5.2.1 Auflistung der Panels und Funktionalitit
Das Hauptmenu(Abbildung 5.2.1):

Wenn man das Programmm (zum Beispiel iiber die Html-Seite (index.html”))
startet, bietet sich einem ein Anblick wie in Abbildung 5.2.1 zu sehen. In die-
sem Fall sind mit der Maus schon Punkte gesetzt und ein Suchvorgang wurde

61
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= Minimum Dilation Triangulation Research Environment
11 Paints, 3 Triangulations, Mouse at 665,544

D2, dilation=1.26730509150705, hetween 5 and 1
| MDT | Edit | Enumeration | Nawigation | View | Find Pointset | Status |
Start search [ do exclusion region checks
Start Greedy | [V o obstacle value checks vl exclude higher dilation edges

[V remove nearest neighbour edges

[v] use atvanced areedy algorithim

Abbildung 5.1: Main Panel

gestartet. Das Ergebnis ist nun zu sehen. Es folgt nun eine Beschreibung der
einzelnen Buttons und Optionen der einzelnen Panels.

Start Search: Startet einen Suchvorgang nach der aktuellen MDT mit-
tels des Bitwise-Enumeration Algorithmus. Die zu verwendenden Optimie-
rungen lassen sich iiber die Optionen in diesem Panel steuern.

Start Greedy: Startet einen Suchvorgang mittels des verbessrten Gree-
dyalgorithmus. Mittels dieser Option kann entschieden werden, ob der
erweiterte Ansatz oder der unmodifizierte Ansatz verwendet werden soll.

(do exclusion checks)-Option: Ist diese Option gesetzt, so wird fiir
jede Kante das Exclusion-Region-Kriterium iiberpriift. Diese Option hat
nur Auswirkungen auf den Bitwise-Enumeration-Algorithmus.

(do obstacle value checks)-Option: Ist diese Option gesetzt, so wird
fiir jede Kante der Hindernisswert berechnet. Sollte dieser héher sein, als
die Dilation der zu Beginn erstellten Delaunaytriangulierung, so wird die
Kante bei der Initialisierung des Algorithmus aus der Kandindatenmen-
ge ausgeschlossen. Diese Option hat nur Auswirkungen auf den Bitwise-
Enumeration-Algorithmus.

(remove nearest neighbour edges)-Option: Ist diese Option gesetzt,
so werden zu Beginn der Berechnung die Kanten des Minimum Spanning
Tree aus dem Kandidatenset entfernt und werden als in der MDT enthal-
ten angenommen. Diese Option hat nur Auswirkungen auf den Bitwise-
Enumeration-Algorithmus.
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£ Minimum Dilation Triangulation Research Environment
7 Points, 1 Triangulations, Mouse at 135,312

D 0, dilation=1.14548947414007 94, between 5 and 2
| "MDT | Edit | Enumeration | Navigation | View | Find Pointset | Status |

zcl 1 4 on convex hull Load Enter X-Coordinate: |

L7 1 Finside comves hull Enter Y-Coordinate: ’n—
. Save
[_] regular N-Gon  points overall 4 Add Point
| Generate Points | | Clear Points |

Abbildung 5.2: Edit Panel

e (exclude higher dilation edges)-Option: Ist diese Option gesetzt
so kann der Enumerationsvorgang frithzeitig abgebrochen werden, da er-
kannt werden kann, ob es Sinn macht weiter zu suchen. So gesehen ist
diese Option das Laufzeitpendant zur obstacle-value-check Option, wel-
che in der Initialisierungsphase greift. Hier jedoch, werden Kanten, die
sich nachtréaglich als nicht MDT-fihig herausstellen wihrend der Laufzeit
von der Enumeration ausgeschlossen. Mehr dariiber findet sich in Kapitel
4.3.2. Diese Option hat nur Auswirkungen auf den Bitwise-Enumeration-
Algorithmus.

Generierung und Management von Punktmengen(Abbildung 5.2):

Im FEdit-Panel konnen nach bestimmten Vorgaben automatisch Punktmengen
generiert, geladen und gespeichert werden. Die Einstellungen in diesem Panel
nehmen auch Einflufl auf die Berechnung die das ”Find PointsetPanel erméglichen.

e Slider: Mit diesen beiden Slidern lassen sich die Anzahl der Punkte
einstellen, die eine neue Punktmenge nach der Generierung haben soll.
Mit dem oberen Slider lassen sich die Punkte auf der konvexen Hiille
einstellen und mit dem unteren Slider die inneren Punkte.

e (regular N-Gon)-Option: Ist diese Option gesetzt, so werden nur
Punktmengen generiert, deren duflere Punkte gleichméfig auf einem ima-
gindren Kreis verteilt werden und es entsteht ein regulires N-Gon.
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£ Minimum Dilation Triangulation Research Environment
rocess 69% finished (checked 947 overall)

1D 173, dilation=1.6314913185958, hetween 5 and 4
('MDT | Edit | Enumeration | Nawigation | Wiew | Find Pointset | Status |
Enumerate all triangulations [] show current MDT Recursive Enumeration
Abort
Resume

Abbildung 5.3: Enumeration Panel

e Generate Points : Mit diesem Button lassen sich nach den obigen Vor-
gaben automatisch Punktmengen erstellen.

o Clear Points: Mit diesem Button léscht man alle aktuellen Punkte.

e Load: Mit diesem Button lassen sich einmal abgespeicherte Punktmengen
wieder laden. Dabei ist folgendes zu beachten. Es kann nur das programm-
eigene Format geladen werden, es besteht aus einer blofSlen Auflistung der
Punktkoordinaten. Auch wird vor dem Ladevorgang einer Datei die aktu-
elle Punktmenge gel6scht. Méchte man diese behalten, sollte man vorher
speichern.

e Save: Mit Hilfe dieses Buttons kann die aktuelle Szene im programmei-
genen Format gespeichert werden.

e Add Point: Ein neuer Punkt wird an der Stelle eingefiigt, welche in den
beiden Eingabefeldern iiber dem Button spezifiziert ist.

Enumeration nach Bespamyatnikh(Abbildung 5.3):

Im Enumeration-Panel kann die aktuelle Punktmenge nach dem Reverse-Search-
Algorithmus von Bespamyatnikh enumeriert werden. Dabei gibt es eine iterative
Variante, welche sich jederzeit unterbrechen und wieder aufnehmen 148t, dafiir
aber etwas langsamer ist und eine rekursive Variante, welche schneller ist, dafiir
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nimum Dilation Triangulation Research Environment
7 Points, 20 Triangulations, Mouse at 252,311

ID 15, dilation=1.409242069542931, between 4 and 2
('MDT [ Eant [ Enumeration | Navigation | View | Find Pointset | Status |

| N || Scroll Up || i \ ‘ p || Show Tmax || > | | v || Father || v |
| Scroll Left || Center || Scroll Right | | Show Min || Show Max | ‘ < Sister H sister> |
| Fit || scronpown | | Show Greedy MDT |

Abbildung 5.4: Navigation Panel

aber auch das gesamte Applet in Anspruch nimmt und sich nicht abbrechen
1483¢t.

e Enumerate all triangulations: Hiermit 143t sich der iterative Enume-
rationsvorgang starten.

e Abort: Hiermit 148t sich der aktuelle iterative Enumerationsvorgang
abbrechen.

e Resume: Mit diesem Button 148t sich ein abgebrochener iterativer Enu-
merationsvorgang wieder aufnehmen.

e (Show Current MDT)-Option: Ist diese Option gesetzt, so wird
wahrend des Enumerationsvorganges die aktuelle MDT angezeigt und
nicht die aktuell bearbeitete. So 148t sich der Fortschritt des Vorganges
beobachten.

e Recursive Enumeration: Dieser Button startet den rekursiven Enu-
merationsvorgang, welcher zwar schneller ist, als der iterative, aber sich
nicht abbrechen 148t und das gesamte Applet blockiert.

Ansichtsoptionen und Triangulierungstraversierung(Abbildung 5.4):

Das Navigation-Panel bietet die Moglichkeit sowohl die Darstellung und den Fo-
kus auf die aktuelle Triangulierung zu dndern als auch die Ansicht zwischen den
sich im Speicher befindlichen Triangulierungen zu wechseln. Um zwischen Tri-
angulierungen wechseln zu konnen, miissen vorher natiirlich welche enumeriert
worden sein.
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+ / - Button: Mittels dieser Buttons ldfit sich die aktuell betrachtete
Triangulierung heran- oder herauszoomen.

Scroll-Up- / Scroll-Down-Button: Mittels dieser Buttons laft sich
der Blick auf die aktuell betrachtete Triangulierung nach oben oder unten
verschieben.

Scroll-Left- / Scroll-Right-Button: Mittels dieser Buttons 1d8t sich
der Blick auf die aktuell betrachtete Triangulierung nach links oder rechts
verschieben.

Center-Button: Dieser Button zentriert die aktuelle Triangulierung in
der Bildschirmmitte aber behélt den aktuellen Zoom bei.

Fit-Button: Dieser Button zentriert die aktuelle Triangulierung in der
Bildschirmmitte und veréndert den Zoom, so dafl die Triangulierung den
gesamten Blickbereich ausfiillt.

Show-Tmax-Button: Mit diesem Button schaltet die Ansicht auf die
Triangulierung T},q, um.

+— Button, Button — : Mit Hilfe dieser Buttons kann man zwischen

benachbarten Triangulierungen hin- und herschalten. Allerdings betrifft
das nur die benachbarte Lage im Speicher und hat keine Aussage iiber
wirkliche Nachbarschaftsbeziehungen der Triangulierungen.

Show-Min-Button: Mittels dieses Buttons kann man sich die aktuell
gefundene MDT anzeigen lassen. ACHTUNG: Wenn man den Enume-
rationsvorgang abgebrochen hat, wird nur die vorlaufig gefundene MDT,
welche nicht unbedingt die Richtige sein muf}, angezeigt.

Show-Max-Button: Mittels dieses Buttons kann man sich die aktuell
gefundene Triangulierung mit der grofiten Dilation anzeigen lassen. ACH-
TUNG: Wenn man den Enumerationsvorgang abgebrochen hat, wird nur
die vorldufig gefundene MDT, welche nicht unbedingt die Richtige sein
mufl, angezeigt.

v-Button, Father-Button, v-Button: Mittels dieser drei Buttons
kann man die bisher gefundenen Triangulierungen anhand ihrer Nachbar-
schaftsverhéltnisse traversieren. Der linke Button zeigt das erste Kind, der
rechte Button das letzte Kind und der mittlere Button zeigt den Vater der
aktuellen Triangulierung an. Diese Buttons machen nur Sinn, wenn man
zuvor den Enumerationsalgorithmus nach Bespamyatnikh ausgefiihrt hat.

«— Sister-Button, Sister-Button —: Auch diese Buttons machen nur
Sinn nach einer Enumeration nach Bespamyatnikh. Mit diesen Buttons
schaltet man zwischen den Geschwistern der aktuellen Triangulierung hin
und her.

Aktivierbare Zusatzinformationen(Abbildung 5.5):

Im View-Panel 148t sich einstellen welche Eigenschaften gerade im Zeichenbe-
reich dargestellt werden sollen.
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1D 14, dilationz1.409242069542931, he

imum Dilation Triangulation Research Environment
7 Points, 20 Triangulations, Mouse at 560,306

(MDT | Eait | Enumeration | Navigation | view | Find Pointset | Status |

[_] Show Exclusion Regions [ Show MST [Z] Show Obstacled Points
[¥ Show Triangulations || Show Delaunay Triangulation [Z] Show Rlipped Edge

[v Show Voronoi Diagram [C] Show Obstacle Values

Abbildung 5.5: View Panel

(Show Exclusion Regions)-Option: Ist diese Option ausgewihlt, so
wird einem immer zu der Kante, die jeweils unter dem Mauszeiger liegt,

3C(;£%) ~ 0,2067) angezeigt.

die zugehorige Exlucion-Region (o =

(Show Triangulations)-Option: Ist diese Option ausgewiihlt, werden
iiber die Punktmenge S die Kanten der aktuell betrachteten Triangulie-
rung gezeichnet.

(Show Voronoi Diagramm)-Option: Ist diese Option ausgewihlt so
wird im Hintergrund schwach das zu den Punkten gehorigen Voronoidia-
gramm dargestellt.

(Show MIST)-Option: Ist diese Option ausgewiihlt, so wird ein aktueller
Minimum Spanning Tree angezeigt.

(Show Delaunay Triangulation)-Option: Ist diese Option ausgewéhlt,
so wird die aktuelle Delaunaytriangulierung(hellgrau) angezeigt.

(Show Obstacle Value)-Option: Ist diese Option ausgewihlt, so wird
zu allen Kanten, die einen Hindernisswert ungleich Null haben, dieser ne-
ben der Kanten angezeigt.

(Show Obstacled Points)-Option: Ist diese Option ausgewihlt, so
werden immer zu der Kante unter dem Mauszeiger die Punkte markiert,
fiir welche diese Kante das grofite Hindernis darstellt und die mit der
Kante den Hindernissert verursachen.

(Show Flipped Edge)-Option: Ist diese Option ausgewihlt, so wird
immer zu der Kante, die unter dem Mauscursor liegt, die duale Kante oder
Flipped-Edge angezeigt.



68 KAPITEL 5. DIE JAVA-APPLIKATION

£ Minimum Dilation Triangulation Research Environment

7 Paoints, 2 Triangulations, Mouse at 788,85

ID 1, dilation=1.0954196352343946, between 7 and 4

MDT [ Edit | Enumeration | Navigation [ Wiew | Find Pointset | Status |
‘ Find specified Triangulation | [Dilation< [15 | [ DelaunayDilation Ratio < [1.2 |
[_] MDT != Greedy [ pitation > (1.5 [ Delaunay/Dilation Ratio > |1.2 |

[¥] MDT != Delaunay

[~ M=t nnt in MADT
RS S UL

Abbildung 5.6: FindPointset Panel

Suche spezifischer Punktmengen(Abbildung 5.6):

Im Find-Panel kann man sich auf die Suche nach Punktmegen begeben, deren
MDT bestimmte Kriterien erfiillen. Dabei werden die Eckdaten der Punktmenge
wie Anzahl der Punkte auf der konvexen Hiille und im Inneren und ob es ein
reguléres N-Gon sein soll, aus dem FEdit-Panel genommen. Der Suchvorgang
ist nicht optimiert und von daher kann es bis zu einem Ergebnis etwas langer
dauern. Die einzelnen Optionen koénnen auch miteinander kombiniert werden.

e Find Triangulation Button: Dieser Button startet den Suchvorgang
nach den vorher festgelegten Kriterien.

o (MDT not Greedy)-Option: Sucht nach einer MDT, die unter anderen
unterschiedlich zur Greedy-MDT ist.

e (MDT not Delaunay)-Option: Sucht nach einer MDT, die unter an-
deren unterschiedlich zur Delaunaytriangulierung ist.

e (MST not in MDT)-Option: Sucht nach einer MDT, bei der der
minimale Spannbaum nicht enthalten ist.

e (Dilation kleiner / grofier...)-Option: Sucht nach einer MDT deren
Dilation kleiner beziehungsweise grofer ist als der eingegebene Wert.

¢ (Dilation / Delaunay Ration kleiner / gréfler als...)-Option: Sucht
nach einer MDT bei der der Quotient aus Dilation der MDT durch Dilati-
on der Delaunaytriangulierung den eingegebenen Wert unter- beziehungs-
weise iiberschreitet.
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< Minimum Dilation Triangulation Research Environment

¥ Points, 11 Triangulations, Mouse at 618,328

1D 6, dilation=1.236067995211153, hetween 7 and 2
MDT [ Edit | Enumeration | Mavigation | View  Find Pointset | Status

Delaunay Dilation is 1.2508239541929038 = |
Delaunay ! Minimum Dilation=1.0119378214134813

generated 11 triangulations
nurmber of MOTs found =1 Clear

processed time = 0.437 seconds

«JE

Abbildung 5.7: Status Panel

Backgroundinformationen(Abbildung 5.7):

Im Status-Panel befindet sich ein Textfenster, welches ausfiihrlichere Informa-
tionen iiber die vergangenen Operationen liefert. Unter anderem werden hier
die Eckdaten der einzelnen Enumerationsvorginge wie zum Beispiel die Dila-
tionen von MDT, MaxDT und Delaunaytriangulierung aufgelistet. Mittels des
”ClearButtons 148t sich der Inhalt des Textfensters jederzeit 16schen.

5.3 Experimentelle Ergebnisse und offene Fra-
gen

Es folgen nun einige Laufzeitmessungen, die mit dem Javaapplet durchgefiihrt
worden sind. Dazu wurden zu gleichen Punktmengen einerseits der Algorithmus
von Bespamyatnikh verwendet und zusétzlich der Bitwise-Enumeration Algo-
rithmus mit verschiedenen Optionen. So 148t sich auch gut erkennen, was fiir eine
Auswirkung die einzelnen Optimierungen in der Praxis haben. In den Tabellen
sind die Laufzeiten in Sekunden angegeben und die Algorithmuseinstellungen
wie folgt abgekiirzt:

e Bespamyatnikh - Der Enumerationsalgorithmus von Bespamyatnikh.
e Bitwise Pure - Bitwise-Enumeration Algorithmus ohne Optimierung.

e Bitwise MST - Bitwise-Enumeration Algorithmus mit Reduzierung um die
entfernbaren MST-Kanten.

e Bitwise E.R. - Bitwise-Enumeration Algorithmus mit Exclusion-Region.
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e Bitwise O.V. - Bitwise-Enumeration Algorithmus mit Optimierung des
Kandidatensets iiber den Hinderniswert (engl. obstacle value) der Kanten.

e Bitwise Exclude- Bitwise-Enumeration Algorithmus mit der exclude-higher-
dilation-edges-Optimierung, Siehe dazu auch die Beschreibung des MDT-
Panels.

e Bitwise All - Bitwise-Enumeration Algorithmus mit allen Optimierungen
(MST, Exclusion-Region, Hinderniswert, ExcludeEdges).

Mit der Optimierung von Bitwise Fxclude ist der Abschnitt 4.3.2 gemeint.
Dieser besagt, das die Kanten ihren Hinderniswerten nach aufsteigen im Bit-
string représentiert werden und die Kanten, mit dem kleinsten Hinderniswert
als erste enumeriert werden. Die obere Dilationsschranke (zu Anfangs auf die
obere Dilationsschranke der Delaunaytriangulierung gesetzt) pafit sich wihrend
des Enumerationsvorganges der bis dato kleinst gefundenen Dilation an. So
kann, wenn eine Kante im Bitstring einen Hinderniswert hoher als die obere
Dilationsschranke hat, der Enumerationsvorgang frither beendet werden, da in
diesem Fall alle weiteren Triangulierungen eine héhere Dilation héatten und die
MDT demnach schon gefunden wurde.

Laufzeitmessung fiir Punktmengen ohne innere Punkte

Algorithmus Pointset 5.8 Pointset 5.9 Pointset 5.10 Pointset 5.11
Bespamyatnikh 2,040s 7,864s 31,882s 143,66s
Bitwise Pure 1,593s 5,969s 19,547s 115,58
Bitwise MST 1,492s 5,969s 19,547s 115,5s
Bitwise E.R. 0,953s 5,969s 19,547s 115,5s
Bitwise O.V. 0,031s 0,313s 0,313s 0,98s
Bitwise Exclude 0,078s 0,234s 0,329s 1,02s
Bitwise All 0,047s 0,312s 0,313s 0,95s

Hier 148t sich erstens erkennen, wieviel schneller die Bitwise-Enumeration
ist, wenn es um die MDT-Findung geht. Im Extremfall konnte hier die MDT
in knapp einer Sekunde gefunden werden, wohin gegen die vollstdndige Enume-
ration aller Triangulierungen mittels des Algorithmus von Bespamyatnikh oder
mittels Bitwise Pure knapp 2 Minuten braucht. Worauf ich noch hindeuten
mochte, ist, daf sich die Laufzeit von Bitwise Pure und Bitwise MST drastisch
dem Algorithmus von Bespamyatnikh anndhert und wie man in den folgenden
Tabellen erkennen kann, sogar bald iiberholt und scheinbar exponentiell an-
steigt. Teilweise war sie so grof}, dafl der Vorgang von mir abgebrochen wurde
und daher in diesem Féllen keine Zeitdauer erfaflit wurde.

Laufzeitmessung fiir Punktmengen mit nur 3 dufleren Punkten
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Algorithmus Pointset 5.12 Pointset 5.13 Pointset 5.14 Pointset 5.15
Bespamyatnikh 1,66s 5,86s 17,91s 421,5s
Bitwise Pure 1,38s 5,17s 1616,24s -
Bitwise MST 1,33s 4,99s 245,35s -
Bitwise E.R. 1,24s 1,94s 2,3s 25,02s
Bitwise O.V. 0,24s 1,08s 0,36s 1,28
Bitwise Exclude 0,03s 0,568 0,38s 1,67s
Bitwise All 0,03s 0,58s 0,36s 1,25s

Das die Laufzeit von Bitwise Pure & MST so drastisch ansteigt 148t sich
dadurch erkliren, das alle k-Bitkonfigurationen getestet werden miiflen, da die
Menge der MDT-Kandidatenkanten nicht reduziert wird und daher bei anstei-
gender Punktzahl n auch die Menge der k-Bitkonfigurationen explosionsartig
ansteigt ( () ). Zusétzlich liegt bei diesen Punktmengen die Besonderheit vor,
daf} die konvexe Hiille jeder Punktmenge nur aus 3 Punkten besteht. Aus Kapi-
tel 2.2.1 folgt der SchluBl , dafl Triangulierungen von Punktmengen mit kleinerer
konvexer Hiille mehr Kanten haben als Triangulierungen von Punktmengen glei-
cher Punktzahl aber grofierer konvexer Hiille. Dadurch 148t sich auch unter an-
derem der erhohte Zeitbedarf der Punktmengen 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 gegeniiber

den Punktmengen 5.8, 5.9, 5.10, 5.11 erkléren.

Laufzeitmessung fiir Punktmengen mit ausgeglichenem Verhiltnis
zwischen inneren und dufleren Punkten

Die Punktmengen der letzten beiden Laufzeitbetrachtungen hatten gegensétzlichen
Charakter, da sowohl Punktmengen mit minimaler konvexer Hiille (3 Punkte auf
der konvexen Hiille) als auch maximaler konvexer Hiille (keine inneren Punkte)
vorlagen. Die nun folgenden Punktemengen gehen den Mittelweg und haben ein
ausgeglichenes Verhiltnis zwischen inneren und dufleren Punkten.

Algorithmus Pointset 5.16 Pointset 5.17 Pointset 5.18 Pointset 5.19
Bespamyatnikh 0,78s 5,04s 32,67s 97,12s
Bitwise Pure 0,63s 5,2s 419,79s -
Bitwise MST 0,12s 0,25s 323,71s -
Bitwise E.R. 0,38s 1,58s 4,598 5,74s
Bitwise O.V. 0,03s 0,03s 0,058 0,28s
Bitwise Exclude 0,03s 0,05s 0,05s 0,28s
Bitwise All 0,03s 0,03s 0,06s 0,28s

Auch die Auswirkungen der einzelnen Optimierungen lassen sich jetzt besser
abschétzen. Der Hinderniswert einer Kante hat nicht nur eine groflere Aussa-
gekraft iiber eine Kante als die Exclusion-Region, sondern auch eine wesentlich
bessere Laufzeitbeschleunigung. Dabei konkuriert Bitwise O.V. mit Bitwise Ex-
clude, welches, wie in Kapitel 4.3.2 beschrieben, versucht durch eine Anpassung
der oberen Dilationsschranke wihrend der Laufzeit, den Enumerationsvorgang
so frith wie moglich mit einem korrekten Ergebnis zu terminieren und nicht
unnotige Triangulierungen mit betrachten zu miien. Dazu mufl aber auch ge-
sagt werden, dafl die Abschétzung {iber den Abbruch der MDT-Suche auch
iiber den Hinderniswert lauft. Auf jedenfall bestéitigen auch die Laufzeitergeb-
nisse die Vorteile der Bitwise-Enumeration gegeniiber dem Ansatz von Bespa-
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myatnikh. Offen ist allerdings, ob es fiir die Laufzeit des Bitwise-Enumeration
Algorithmus eine bessere obere Schranke gibt, als die Abschétzung {iber den Bi-
nomialkoeffizienten. Auch kénnte das Verfahren wesentlich beschleunigt werden,
wenn man die k-Bitkonfigurationen, welche keine Triangulierungen darstellen,
aussparen konnte, ohne sie umstindlich auf Kollisionen iiberpriifen zu miissen.
Ansonsten bleibt die Frage, ob sich die MDT in polynomieller Zeit finden 148t,
immer noch ungeklédrt, aber mittels der in dieser Diplomarbeit vorgestellten
Verfahren lassen sich fiir kleine Punktmengen in akzeptabler Zeit korrekte Er-
gebnisse finden. Eine weitere interessante Frage, in wie weit sich das Prinzip
der Exclusion-Region und des Hinderniswertes auf hoher dimensionale Rédume
iibertragen oder erweitern lassen. Genauso wére es interessant, wie in diesen
Fillen der Bitwise-Enumeration Algorithmus auf hoher dimensionale Riume
iibertragbar und anwendbar wére. Es bleibt auf jedenfall noch viel zu tun und
es werden sicherlich noch weiter spannende Aspekte der Dilation untersucht und
mehr Licht ins Dunkel gebracht.
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Abbildung 5.8: 7 Punkte (keine Inneren Punkte vorhanden.)

Abbildung 5.9: 8 Punkte (keine Inneren Punkte vorhanden.)

Abbildung 5.10: 9 Punkte (keine Inneren Punkte vorhanden.)
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Abbildung 5.11: 10 Punkte (keine Inneren Punkte vorhanden.)

Abbildung 5.12: 7 Punkte bestehend aus 3 dufleren und 4 inneren Punkten

Abbildung 5.13: 8 Punkte bestehend aus 3 dufleren und 5 inneren Punkten
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Abbildung 5.14: 9 Punkte bestehend aus 3 dufleren und 6 inneren Punkten

Abbildung 5.15: 10 Punkte bestehend aus 3 dufleren Punkten und 7 inneren
Punkten

Abbildung 5.16: 7 Punkte bestehend aus 4 dufleren und 3 inneren Punkten
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Abbildung 5.17: 8 Punkte bestehend aus 4 dufleren und 4 inneren Punkten

Abbildung 5.18: 9 Punkte bestehend aus 5 dufleren und 4 inneren Punkten

Abbildung 5.19: 10 Punkte bestehend aus 5 dufleren und 5 inneren Punkten
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