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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Problemstellung

In den 60er-Jahren haben sich die Anfange des heutigen Internets herausgebildet. Zu Be-
ginn war es das U.S. Militdr, in enger Zusammenarbeit mit dem MIT (Massachussets
Institute of Technology), das zu Zeiten instabiler Telefonleitungen Anstrengungen un-
ternommen hat, einen neuen Ansatz zur Rechnerkoppelung zu entwickeln, der iiber ein
hoheres Mafl an Robustheit verfiigt und so die technischen Méngel der Telefonverbindun-
gen kompensieren konnte. In diesem Zeitraum wurde das so genannte packet-switching
entworfen, bei dem grofiere Informationsmengen in kleinen Paketen auf verschiedenen We-
gen iiber ein Computer-Netzwerk versandt werden konnen. Dies war die Geburtsstunde
des Advanced Research Projects Agency Network (ARPRANET), welches unter der Lei-
tung des Department of Defense Advance Research Project Agency (ARPA) entstand (vgl.
[INO1] und [IN02]). Aus diesem Netzwerk ging spéter das heute bekannte Internet hervor.
Auf diese Weise sollten die sehr knapp bemessenen Rechenleistungen der einzelnen For-
schungseinrichtungen kombiniert werden, um so einen Leistungszuwachs zu erzielen. Im
Jahr 1969 bildeten die vier Knotenpunkte der University of California at Los Angeles, St-
anford Research Institute, University of California at Santa Barbara und die University
of Utah, die mit dem Netzwerk der DARPA verbunden wurden, den Anfang. Ein Meilen-
stein in der Geschichte der Computertechnologie war geboren. Das Verschicken von Daten
auf diesem dezentralen Netzwerk und der dadurch auftretende Netzwerkverkehr war nicht
vorhersehbar, da die Datenauslastung auf den einzelnen Teilstrecken inhomogen auftrat.
Dies fiihrte zur Notwendigkeit, Strategien zu entwickeln, mit denen die Nachrichtenpakete
schnellstmoglich zu ihrem Bestimmungsort gelangten.

Zur Losung eines verwandten Problems haben gegen Ende der 80er-Jahre C.H. Papadi-
mitriou und M. Yannakakis [PY89] in ihrer Arbeit verschiedene Varianten des Kiirzeste-
Wege-Problems ohne vollstiandige Karte untersucht. Um die Sprache dieses Problems auf-
zugreifen, stellen wir uns dabei vor, dass ein Reisender mittels einer Landkarte eine Route
fiir einen Weg zwischen zwei Orten im verschneiten Winter des nordlichen Kanada pla-
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

nen will. Da die Wetterbedingungen unbestéandig sind, kann es immer wieder vorkommen,
dass Straflenabschnitte zugeschneit und somit unpassierbar sind. Die Information dariiber
erhélt der Reisende jedoch immer erst an einer zur Strafle inzidenten Kreuzung. Die au-
tomatisierte Routenplanung, also das Finden einer Strategie, die einen moglichst kurzen
passierbaren Weg zwischen den beiden Orten berechnet, wird als Canadian Traveller Pro-
blem bezeichnet. Unter einer Strategie verstehen wir in diesem Zusammenhang eine Abfolge
von Explorationsschritten, die jedes l6sbare Problem in endlicher Zeit 16st. Handelt es sich
um eine deterministische Strategie so diirfen Unterschiede im Losungsweg nur vorkommen,
wenn die Probleminstanzen verschieden sind. Um das Problem zu formalisieren, definieren
wir zuerst, was in diesem Zusammenhang unter einer Strategie zu verstehen ist.

Definition 1.1. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) sowie ein Startknoten
s € V und ein Zielknoten t € V. Eine Graph-Strategie ist eine Funktion S, die jeder
Kantenteilmenge E' C E einen in s startenden und in t, mit s # t, endenden endlichen
Weg zuordnet, der nur Kanten aus E \ E' traversiert. Die Wege einer Strategie zu zwei
unterschiedlichen Ausfallmengen E., Es diirfen sich erst ab einem Knoten unterscheiden,
der inzident zu einer Kante aus E1 U Fy ist.

Mit dieser Definition einer Strategie kénnen wir nun das Problem formal beschreiben.

Definition 1.2. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) sowie eine Gewichtsfunk-
tion w : B — [0,00). Jeder Kante e € E wird mittels w ein Kostenmafl zugeordnet. Fine
Kante kann sich jedoch ber Erreichen eines ihrer inzidenten Knoten als blockiert herausstel-
len. Es sei G; = (V, E\ {ex1,...,e;}) der Graph, in dem die ersten i entdeckten blockierten
Kanten eq, ..., e; entfernt wurden. Es wird dabei garantiert, dass auch im Restgraphen Gy,
ein s-t-Pfad mit endlichen Kosten ezistiert. Das Canadian Traveller Problem (CTP)
besteht darin, eine Strategie zu finden, die von einem festen Startknoten s € V' zu einem
festen Zielknotent € V' einen Pfad in dem ihr zum jeweiligen Zeitpunkt bekannten Graphen
G; berechnet und den worst-case-Quotienten aus Wegkosten und Kosten eines optimalen
Pfades von s zu t in Gy minimiert.

Diese Definition lésst sich zu folgendem Entscheidungsproblem erweitern:

Definition 1.3. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine Gewichtsfunktion
w: E — [0,00) sowie ein vorgegebener Quotient r > 1, der das Verhdiltnis der durch eine
Strategie verursachten Kosten zu denen einer optimalen Lésung darstellt. Jeder Kante
e € E wird mittels w ein Kostenmaf§ zugeordnet. Das C'TP-Entscheidungsproblem ist
die Frage, ob es eine Strategie gibt, die das C'TP auf G lost und dabei den Faktor r beziiglich
eines kiirzesten Weges in G' gemdf$ Definition 1.2 einhdilt.

Um den Zusammenhang zu verdeutlichen iibertragen wir das Problem auf unsere ur-
spriingliche Thematik. Dabei stellen die einzelnen Server der Forschungseinrichtungen die
Knoten (Strafienkreuzungen) zwischen den diese Universitéiten verbindenden Kanten (Netz-
werkleitungen) dar. Eine Strategie, die nach einem méglichst unkomplizierten Verfahren
einen stets schnellen Weg zwischen zwei Knoten ermittelt, garantiert gleichermaflen einen
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schnellen Informationsaustausch zwischen den Bestimmungsorten. Wie schnell kénnen sol-
che Informationen im schlimmsten Fall, d.h. bei Ausfall wichtiger Netzwerkleitungen, ver-
sandt werden. Gibt es bestimmte Strukturen eines Netzwerkes, die den Datenaustausch
begiinstigen? Hilft Randomisierung, um eine Strategie zu verbessern? An dieser Stelle ver-
spricht ein genaueres Verstéindnis des Canadian Traveller Problem hilfreich zu sein.

1.2 Inhalt der Arbeit

In Kapitel 1.3 stellen wir die Ergebnisse von Bar-Noy und Schieber (vgl. [BS91]) vor, die
sich mit Variationen des Canadian Traveller Problem beschéftigt haben. Komplexitéit des
Canadian Traveller Problem wird in Kapitel 2 detailliert untersucht. Es wird sich zeigen,
dass bereits das CTP-Entscheidungsproblem PSPACE-vollstandig ist. Die weiteren Kapitel
dieser Arbeit stiitzen sich auf ein Grundgeriist an Definitionen, das im letzten Teil dieses
ersten Kapitels zu finden ist. Werden Definitionen nicht kapiteliibgreifend verwendet, so
sind diese einleitend zu den entsprechenden Kapiteln platziert. In Kapitel 3 werden wir
einen konservativen sowie ein progressiven Ansatz zur Losung des k-Canadian Traveller
Problem untersuchen, das wie folgt definiert ist:

Definition 1.4. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine Gewichtsfunktion
w : E — [0,00) sowie eine Konstante k € N. Jeder Kante e € E wird mittels w ein
Kostenmafl zugeordnet. Maximal k Kanten kénnen sich jedoch bei Erreichen einer ihrer
inzidenten Knoten als blockiert herausstellen. Es sei Gy = (V, E '\ {e,...,e;}) der Graph,
in dem die ersten i entdeckten blockierten Kanten ey, ...,e; entfernt wurden. Jedoch ist
sichergestellt, dass auch in Gy noch ein Pfad zwischen s und t existiert. Das k-Canadian
Traveller Problem (k-CTP) besteht darin, eine Strategie zu finden, die von einem
festen Startknoten s € V' zu einem festen Zielknoten t € V' einen Pfad in dem ihr zum
jeweiligen Zeitpunkt bekannten Graphen G; berechnet und den worst-case-Quotienten aus
Wegkosten und Kosten eines optimalen Pfades von s zu t in Gy minimiert.

Bei diesem Problem stellt eine vorab bekannte Konstante k die Anzahl maximal aus-
fallender Kanten dar, welche von essentieller Wichtigkeit fiir die Konstruktion geeigneter
Szenarien ist. Um die Giite einer Strategie erfassen zu konnen, bendtigen wir diese In-
formation, da die Giite von der maximalen Anzahl blockierter Kanten abhidngt und nur
hierdurch eine Vergleichsmoglichkeit zwischen unterschiedlichen Szenarien mdoglich ist.

Wir betrachten zunéchst folgende Definition:

Definition 1.5. Fine Strategie S ist eine Menge von Graph-Strategien, die zu jeder
Instanz P € 11 eines Problems 11 mindestens eine Graph-Strategie Sq € S enthdlt, die P
korrekt lost.

Wir fithren nun die beiden Strategien Backtrack und Greedy ein, die die Grundlage
von Kapitel 3 darstellen. Beide Strategien verfolgen das Ziel, in einem Graphen Gj :=
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(V,E\ {e1,...,ex}) von einem Startknoten s € V' zu einem Zielknoten t € V' zu gelangen
und dabei relativ zur optimalen Losung eine moglichst kurze Strecke zuriickzulegen. Zu
Beginn der Berechnungen kennen beide Strategien jedoch nur den Graphen G = (V| E)
und erfahren von einer blockierten Kante e € {ey,...,ex} erst, wenn sie im Sinne einer
Online-Exploration an einem ihrer inzidenten Knoten ankommen. Von s aus berechnen
Backtrack und Greedy einen kiirzesten Pfad 73" (s,t) zu ¢t in G und folgen diesem, bis
sie t erreichen oder zu einem Knoten v; € V kommen, der inzident zu einer blockierten
Kante e € {ey,...,ex} des Pfades 7(s,t) ist. Backtrack folgt von v; aus dem bisher
zuriickgelegten Teil von 73"(s,t) zuriick zum Startknoten s und berechnet anschlieffend
einen kiirzesten Pfad 7" (s,t) zu t in Gy = (V, E \ {e1}). Diesem folgt die Backtrack-
Strategie bis zum Zielknoten ¢ oder bis zu einem Knoten v, der inzident zu einer blockierten
Kante e € {ey,...,ex} des Pfades 73" (s,t) ist. Auf diese Weise fiihrt die Strategie ihre
Berechnung fort. Greedy berechnet von vy aus direkt einen kiirzesten Pfad 7™ (v, t) zu t
in G; = (V, E\{e1}) und folgt diesem bis zum Zielknoten ¢ oder bis zu einem Knoten vy, der
inzident zu einer blockierten Kante e € {ey, ..., e, } des Pfades 7" (vy,t) ist und so weiter.
Dieser Vorgang kann sich bei beiden Strategien im schlimmsten Fall £ mal wiederholen, bis
bei der (k+1)-ten Iteration schlielich der gesamte Graph Gy bekannt ist und ein kiirzester

Weg zu t berechnet wird, der keine weiteren blockierten Kanten mehr enthalten kann.

Da in einem Graphen die von Backtrack und Greedy berechneten kiirzesten Pfade nicht
zwingend eindeutig sind, handelt es sich, wie die folgende Definition zeigt, um nicht ein-
deutige Strategien:

Definition 1.6. Fine nicht eindeutige Strategie S ist eine Menge von Graph-
Strategien, die zu jeder Instanz P € 11 eines Problems I mindestens zwei unterschiedliche
Graph-Strategien Sq, Si; € S enthilt, die P korrekt losen.

Neben dem allgemeinen Graphen werden auch spezielle Graphklassen betrachtet und
dargelegt, ob bzw. inwieweit, sich die Giite der Strategien verbessern. Wir haben uns
hierbei fiir Graphklassen entschieden, die einen praktischen Bezug zum eingangs bespro-
chenen Nachrichtenversand iiber ein Computer-Netzwerk herstellen. Die Wahl fiel auf den
vollstdndigen Graphen (Kapitel 3.3.1), den vollstdndigen (m,n)-Gittergraphen (Kapitel
3.3.2), den allgemeinen (m, n)-Gittergraphen (Kapitel 3.3.3), die Klasse der ¢-Spanner (Ka-
pitel 3.4.1), die der (t,1)-Self-Spanner (Kapitel 3.4.2) sowie abschlieend die Teilklasse der
t-Self-Spanner (Kapitel 3.4.3).

Um die Ergebnisse besser in einen Gesamtzusammenhang einordnen zu kénnen, werden
in Kapitel 4 Ergebnisse fiir eine bestmogliche Strategie beziiglich der in Kapitel 3 behan-
delten Graphklassen untersucht. Auf diese Art konnen wir deutlich machen, wie gut oder
wie schlecht die in Kapitel 3 untersuchten Strategien einzuschétzen sind. Im Zusammen-
hang mit Online-Algorithmen stellt sich auch immer die Frage, inwieweit Randomisierung
das Problem verdndert. Haben Bar-Noy und Schieber in [BS91| untersucht, wie sich die
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Komplexitit des Problems bei Randomisierung der Kantenausfille darstellt, so untersuch-
te Stephan Westphal in [SWO07] die Giite von randomisierten Strategien. Diesem Thema
und damit der Vorstellung von Westphals Ergebnis wenden wir uns in Kapitel 5 zu. Eine
bewertende Stellungnahme in Kapitel 6 bildet den Abschluss unserer Arbeit. Diese wird
durch einen Ausblick auf weitere, aus unserer Sicht sinnvolle Denkanstofle im Hinblick auf
nachfolgende Untersuchungen komplettiert.

1.3 Variationen des Canadian Traveller Problem
(CTP)

Anfang der 90er-Jahre griffen Bar-Noy und Schieber das in Abschnitt 1.1 definierte Ca-
nadian Traveller Problem (CTP) in ihrer Arbeit [BS91] wieder auf, indem sie zahlreiche
Variationen dieses Problems untersuchten. Dabei schrinkten sie verschiedene Freiheitsgra-
de ein und versuchten so, die Komplexitit zu reduzieren.

Algorithmen zum Losen des CTP sowie seiner Variationen miissen ohne vollstdndige
(Vorab-) Informationen auskommen, da im Vorfeld nicht bekannt ist, welche Kanten des ge-
gebenen Graphen blockiert sind. Zur Losung dieser so genannten Online-Probleme werden
Online-Algorithmen eingesetzt. Im Gegensatz dazu stehen bei Offline-Problemen alle Infor-
mationen zum Berechnungszeitpunkt zur Verfiigung. Um die Giite von Online-Algorithmen
abzuschétzen, wird deren Losung mit der optimalen (Offline-) Losung des gegebenen Pro-
blems verglichen. Fiir diesen Vergleich wird der Begriff der Kompetitivitit verwendet, der
wie folgt definiert ist:

Definition 1.7. Se: Il ein Problem und S eine Strategie, die jede Instanz P € 11 korrekt
lost. Seien S(P) die Kosten, die S verursacht, und OPT(P) die Kosten einer optimalen
Lésung von P. Dann heifit S kompetitiv mit Faktor ¢ (oder kurz c-kompetitiv), falls es
ein o > 0 gibt, so dass fiir alle P € 11 gilt:

S(P) < c¢- OPT(P) + a.

Die additive Konstante o wird oft fiir initiale Kosten bendtigt.

Fiir nachfolgende Betrachtungen sei G = (V| E) ein ungerichteter Graph mit |V| = n,
|E| = m und Gewichtsfunktion w : £ — [0,00). Je nach Problemstellung ordnet die
Gewichtsfunktion w jeder Kante ihre Lénge bzw. die zur Traversierung benétigte Zeit zu.
Dariiber hinaus seien Start- und Zielknoten durch s,t € V' gegeben, wobei s # t gelte.

1.3.1 Recoverable-Varianten des CTP

Der Unterschied der Recoverable-Varianten des CTP zum urspriinglichen CTP liegt dar-
in, dass einmal blockierte Kanten wieder freigegeben werden konnen. Neben der bereits
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bekannten Gewichtsfunktion w existiert zusatzlich eine Recoverfunktion
r: £ —[0,00).

Diese ordnet jeder Kante e € E eine Wiederherstellungszeit r(e) zu, die angibt, wie lange
eine Kante blockiert ist. Diese Information beeinflusst natiirlich auch die Gesamtkosten
des von einer Strategie berechneten Pfades von s nach t. Auch fiir alle Knoten v € V' wird
eine Wiederherstellungszeit ryepex(v) festgelegt. Fiir diese gilt:

Tvertex (V) > max{r(e) | fiir alle e = {v,v'} € E}.

Die Wiederherstellungszeit ryetex(v) gibt also die maximale Ausfallzeit der zu v inzidenten
Kanten an. Ein Knoten selbst fillt jedoch zu keinem Zeitpunkt aus. Bei Erreichen eines
Knotens v bestehen nun die Mdoglichkeiten, eine freie zu v inzidente Kante zu passieren
oder Tyerex(v) abzuwarten, bis alle zu v inzidenten Kanten wieder verfiigbar sind (sofern
diese nicht unmittelbar nach ihrer Recoverzeit wieder blockiert werden). Das CTP stellt im
Prinzip nur einen Spezialfall des Recoverable-CTP dar, in dem alle Wiederherstellungzei-
ten unendlich grofl sind. Die von Bar-Noy und Schieber vorgestellten Algorithmen setzen
dagegen Wiederherstellungszeiten voraus, fiir die gilt:

Ve,e' € E:r(e) < w(e).

Diese Annahme garantiert, dass nach Passieren einer Kante alle bereits entdeckten Blocka-
den wiederhergestellt sind. Es sei darauf hingewiesen, dass dies eine starke Einschrankung
darstellt und die Problemstellung somit eher theoretischer Natur ist. Dennoch lohnt die
Betrachtung der von Bar-Noy und Schieber vorgeschlagenen Algorithmen, da diese nicht
nur Losungen der Recoverable-Varianten des CTP darstellen, sondern auch als Basis fiir
weitere Problemlésungen dienen. Es werden zwei Varianten des Recoverable-CTP unter-
schieden:

e Stochastisches Recoverable Canadian Traveller Problem (sr-CTP)

e Deterministisches Recoverable k-Canadian Traveller Problem (dr-k-CTP)

Stochastisches Recoverable CTP (sr-CTP)

Veranschaulichend lasst sich das stochastische Recoverable Canadian Traveller Problem (sr-
CTP) als Modell fiir eine Straenkarte mit Stauprognosen fiir einzelne Straen betrachten.
Dazu wird jeder Kante e € FE durch eine Blockadefunktion

p: E—10,1]

eine Wahrscheinlichkeit p(e) zugeordnet, mit der sie blockiert ist. Da der Algorithmus von
Bar-Noy und Schieber die Blockadewahrscheinlichkeit bei der Berechnung der Lésung mit
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einbezieht, liefert er als Ergebnis einen Losungsweg mit erwarteter Reisezeit E(s,t) vom
Startknoten s zum Zielknoten t. Dieser Ansatz beriicksichtigt also den Kompromiss zwi-
schen kiirzestem Weg und geringster Blockadewahrscheinlichkeit. Der Algorithmus basiert
auf Dijkstras Kiirzeste-Wege-Algorithmus und berechnet zu jedem Knoten v € V eine
Prioritétsliste P(v). Diese Listen werden durch den Algorithmus sukzessive aufgebaut und
enthalten in aufsteigend sortierter Reihenfolge Kosteninformationen der zu v inzidenten
Kanten. In diese Informationen flielen neben den Traversierungskosten auch die Blocka-
dewahrscheinlichkeiten ein. Uber die Prioritétslisten wird jedem Knoten v eine erwartete
Reisezeit E(v,t) zum Zielknoten ¢ zugeordnet. Zu Beginn gilt fiir die Knoten:

e YveViv#t:E(vt) =00
e E(t,t) =0

AuBer E(t,t) = 0 sind alle Erwartungswerte nur vorldufige Bewertungen, die schrittweise
aktualisiert werden, bis E(s, t) fest steht. Die Ausgabe des Algorithmus ist eine Reisestra-
tegie von s nach ¢ mit erwarteter Reisezeit E(s, t). Diese besteht aus allen Prioritétslisten
und kann wie folgt auf eine gegebene Probleminstanz mit tatséchlichen Kantenblockaden
angewandt werden: Der Reisende startet in s und traversiert an jedem Knoten v seiner
Route stets die erste Kante der Prioritétsliste P(v). Sollte diese blockiert sein, priift der
Reisende die ndchste Kante der Liste. Sollten an einem Knoten v alle Kanten aus P(v)
blockiert sein, so wartet der Reisende ryeqer(v) und beginnt anschlieBend wieder mit der
ersten Kante aus P(v). Diese Strategie setzt er solange fort, bis er ¢ erreicht. Die Laufzeit
des Algorithmus liegt in O(mlogn). Bar-Noy und Schieber zeigen in ihrer Arbeit, dass die
erwartete Reisezeit von einem Knoten v nach t tatséchlich dem Wert E(v, t) entspricht, den
der Algorithmus berechnet. Neben der Korrektheit wird auch die Optimalitdt der Werte
E(v,t) gezeigt, woraus folgt, dass der Algorithmus die minimale erwartete Reisezeit korrekt
ermittelt. Wird die berechnete Reisestrategie jedoch auf eine konkrete Instanz des sr-CTP
angewandt, so ist der Algorithmus dennoch nicht kompetitiv. Die Wahrscheinlichkeit einer
fiir den Algorithmus sehr ungiinstigen Eingabe ist stochastisch gesehen zwar gering, muss
zur Bestimmung des kompetitiven Faktors jedoch beriicksichtigt werden. Da eine Proble-
minstanz die vom Algorithmus berechnete Strategie im schlimmsten Fall zu beliebig grofien
relativen Kosten veranlassen kann, lasst sich kein kompetitiver Faktor angeben.

Deterministisches Recoverable k-CTP (dr-k-CTP)

Das deterministische Recoverable k-Canadian Traveller Problem (dr-k-CTP) lasst sich
durch die Vorstellung einer gewissen Anzahl von Baustellen innerhalb eines Gebietes veran-
schaulichen. Dieses Gebiet wird dabei durch den Graphen G représentiert. Wir nehmen an,
dass hochstens k verschiedene Strafien blockiert sein kénnen, wobei die Zeit der Blockade
wieder durch den Wert r(e) der Recoverfunktion fiir die betreffende Kante e € E bestimmt
ist. Uber den Ort der Blockaden in G ist auch weiterhin a priori nichts bekannt. Der von
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Bar-Noy und Schieber vorgestellte Algorithmus zu diesem Problem berechnet einen Weg
von s nach ¢ in G unter Beriicksichtigung k£ moglicher Blockaden mit optimaler worst-
case-Reisezeit. Auch dieser Algorithmus basiert auf einer Weiterentwicklung von Dijkstras
Kiirzeste-Wege-Algorithmus. Wie beim sr-CTP liegt auch hier die Losung des Problems
nicht in der Ausgabe eines eindeutigen Pfades von s nach ¢, sondern in der Ausgabe von k+1
Reisestrategien S, ..., S*. Jede einzelne Reisestrategie S, mit 0 < h < k, beriicksichtigt
hierbei die Moglichkeit, dass noch genau h Kanten in G blockiert sein kénnen. Eine Instanz
des dr-k-CTP kann dann unter Verwendung dieser Strategien gelost werden. Erreicht ein
Reisender einen Knoten v € V' oder startet von dort, so ist wie folgt die geeignete Strategie
zu wéhlen:

e Hat der Reisende vor Ankunft am Knoten v bereits b € {0, ..., k} blockierte Kanten
entdeckt, wihlt er Strategie S, mit h = k — b.

Nachdem die Auswahl von S" getroffen wurde, wird mittels dieser Strategie die nichste
zu traversierende Kante berechnet. Jede einzelne Strategie S" hat folgende wesentlichen
Bestandteile:

e i Listen Alt!(v) alternativer Kanten fiir jeden Knoten v € V, 0 <i < h
e cine Primérkante Prim”(v) fiir jeden Knoten v € V

Alt"(v) bezeichnet hierbei die alternative Liste des Knotens v fiir die Strategie S, wobei
an v aktuell ¢ lokale Blockaden festgestellt werden. Sie enthélt geeignete zu v inzidente
alternative Kanten in der Reihenfolge ihrer Prioritit. Besteht eine Liste Alt!(v) aus weniger
als 7 + 1 Kanten, wird diese mit Kanten {v, v} bis zur Lange i + 1 ergénzt, wodurch eine
eine ausreichende Anzahl an Alternativen an jedem Knoten v sichergestellt ist. Die Listen
werden benotigt, um an einem bestimmten Knoten die néchste zu traversierende Kante
zu ermitteln. Fiir den Fall, dass am Knoten v die Anzahl der lokalen Blockaden i = 0
ist, besteht die Liste alternativer Kanten Alt!(v) nur aus der sogenannten Primirkante
Prim"(v) = Alt}(v) = {v,u}. Diese Kante wird iiber eine Kostenfunktion so gewhlt, dass
die Reisezeit fiir den restlichen Pfad von u nach ¢ im Fall der ungiistigsten Blockaden, die
noch auftreten kénnen, minimiert wird. Die an einem Knoten v in Abhéngigkeit von der
Anzahl bereits entdeckter Blockaden gewihlte Strategie S geht wie folgt vor:

e Sind an v keine Kanten blockiert, wihlt der Reisende die Primirkante Prim”(v) von

Sh,

e Sind an v 7 Kanten blockiert, wiahlt der Reisende die erste nicht blockierte Kante in
der i-ten Liste alternativer Kanten Alt"(v) von S*. Handelt es sich hierbei um die
Kante {v,v}, entspricht das dem Abwarten an Knoten v.

Die Laufzeit des Algorithmus liegt in O(k?m + knlogn). Bar-Noy und Schieber zeigen,
dass der Algorithmus k + 1 Strategien zur Berechnung eines Pfades von s nach ¢ in G
unter Beriicksichtigung k£ moglicher Blockaden mit optimaler worst-case-Reisezeit korrekt
ermittelt. Das bedeutet nicht, dass der berechnete Weg auch gleichzeitig der kiirzeste Weg



1.3. VARIATIONEN DES CANADIAN TRAVELLER PROBLEM (CTP) 15

zwischen diesen beiden Knoten ist. Die Reisezeit ist im worst-case optimal unter der Annah-
me, dass der Reisende die Blockaden im Vorfeld nicht kennt und ,jonline* darauf reagieren
muss. Der Algorithmus 16st also das Online-Problem dr-k-CTP worst-case-optimal.

1.3.2 Das k-Canadian Traveller Problem (k-CTP)

Geben wir fiir das Recoverable k-Canadian Traveller Problem (dr-k-CTP) die Eigenschaft
der wiederherstellbaren Kanten auf, erhalten wir das k-Canadian Traveller Problem (k-
CTP), vergleiche Definition 1.4. Der Unterschied zum urspriinglichen Canadian Traveller
Problem (siehe Definition 1.2) besteht also lediglich darin, dass a priori eine obere Schran-
ke k auftretender Blockaden bekannt ist. In ihrer Arbeit stellen Bar-Noy und Schieber
zunéchst einen effizienten Algorithmus fiir £ = 1 vor, der sich auch auf beliebiges k£ ver-
allgemeinern lésst. Dieser berechnet mit einer leicht modifizierten Version von Dijkstras
Kiirzeste-Wege-Algorithmus zwei Strategien S° und S*. Uber diese Strategien lisst sich,
analog zum dr-k-CTP, ein Weg von s nach ¢ in G bestimmen, der unter Beriicksichtigung
der moglichen Blockade eine optimale worst-case-Reisezeit garantiert. Auch hier bedeu-
tet das nicht, dass der ermittelte Weg gleichzeitig dem kiirzesten Weg zwischen s und ¢
entspricht, sondern dass die Reisezeit worst-case-optimal ist unter der Annahme, dass der
Reisende die Blockade im Vorfeld nicht kennt und ,,online“ darauf reagieren muss. Der Al-
gorithmus berechnet also einen s-t-Pfad, dessen maximale Lange im schlimmsten Fall am
kiirzesten ist. Bei der Auswahl der geeigneten Strategie wird dhnlich wie beim dr-£-CTP
zwischen folgenden Féllen unterschieden:

e Hat der Reisende noch keine blockierte Kante entdeckt, wihlt er Strategie S?.

e Hat der Reisende vor Erreichen des aktuellen Knotens bereits eine blockierte Kante
entdeckt, wihlt er Strategie S°.

Die Strategie S° besteht fiir alle v € V lediglich aus einer Primérkante Prim(v). Die
Strategie S* besteht zusitzlich aus je einer alternativen Kante Alt(v), fiir jedes v € V. Die
an einem Knoten v gewéhlte Strategie wird von einem Reisenden wie folgt benutzt:

e Ist an v keine Kante blockiert, wihlt der Reisende die Primérkante Prim(v) der
aktuellen Strategie.

e Ist an v die Primérkante blockiert, wihlt der Reisende die alternavive Kante Alt(v)
der aktuellen Strategie.

Die Primérkanten der Knoten sind gerade die Kanten, die die Lange des kiirzesten Pfades
von s nach ¢ im ungiinstigsten Fall minimieren. Dabei wird der ungiinstigste Fall einer
blockierten Kante unter allen m = |E| Moglichkeiten ermittelt, eine Kante aus G zu
entfernen. Es sei

7(s,t) := (s,v1,09,...,1)

der Weg von s nach ¢t bestehend aus Primérkanten. Dann ist die maximale Léange dieses
Pfades in allen Graphen G; := (V, E \ {e;}) die kiirzeste. Hierbei bezeichnet ¢; € E die



16 KAPITEL 1. EINLEITUNG

beliebige Ausfallkante. Da in S° keine weiteren Blockaden auftreten koénnen, entspricht
dort die Lange von s nach ¢ im ungiinstigsten Fall gerade der Lénge des kiirzesten Pfades
zwischen diesen beiden Knoten. Die alternative Kante Alt(v) am Knoten v ist diejenige
auf dem kiirzesten Pfad von v nach t ohne die Primérkante von v, denn es gilt:

o Am Knoten v wird nur dann eine alternative Kante gewahlt, wenn dessen Primérkante
blockiert ist.

e [st die Primérkante von v blockiert, so ist bereits eine Kante in G gesperrt, und es
kann wegen k£ = 1 kann keine weiteren Blockaden mehr geben.

Insgesamt liegt die Laufzeit dieses Algorithmus in O(m + nlogn). Um den Algorithmus
auf beliebige (aber feste) k zu erweitern, wiirde im Prinzip eine k-malige Wiederholung
ausreichen. Aus diesem Grund ist das k-CTP mit einer Erweiterung des obigen Algorith-
mus in polynomieller Zeit 16sbar. Weil jedoch die Berechnungskomplexitéit der Strategien
St ..., S* exponentiell in in der Grofie der Eingabe wichst, ist eine Erweiterung des Al-
gorithmus auf beliebige unbeschrdnkte k nicht effizient. In diesem Fall betrachten wir das
CTP, dass, wie wir in Kapitel 2 genauer sehen werden, nicht effizient 16sbar ist.

1.3.3 Das k-Vital Edges Problem (k-VEP)

Das k-Vital Edges Problem (k-VEP) kann als zum k-CTP duales Problem angesehen wer-
den. Gegeben sind ein gewichteter Graph G = (V, E), zwei Knoten s,t € V sowie ein
Parameter k. Gesucht sind k£ Kanten, deren Entfernen aus dem Graphen G den kiirzesten
Pfad zwischen s und ¢ maximiert. Bei dem zum k-VEP korrespondierenden Entscheidungs-
problem ist zusétzlich ein Parameter b gegeben. Die Frage lautet hier: Kénnen £ Kanten
gefunden werden, deren Entfernen aus dem Graphen G zu einer Verlangerung des kiirzesten
Pfades zwischen s und ¢ um mehr als b fithrt? Bar-Noy und Schieber geben an, dass das
k-VEP N P-hart ist und zeigen die N P-Vollsténdigkeit fiir das korrespondierende Entschei-
dungsproblem.

1.4 Grundlagen

In diesem Abschnitt behandeln wir Bezeichnungen und Definitionen, die fiir das
Verstéandnis dieser Arbeit notwendig sind. Wir haben uns bemiiht, Definitionen so in-
tuitiv wie moglich zu formulieren, und auf die in der Literatur am héaufigsten verwendeten
Bezeichnungen und Symbole zuriickgegriffen.

Definition 1.8. Ein Pfad 7w(vg,v,,) ist eine Knotenfolge (vg, vy, ..., vy), mit v; € V', fir
alle i € {0, ...,m}, wobei {vj,v;41} € E, fir alle j € {0,...,m —1}. Ein solcher Pfad heifit
Pfad von u nach v, falls u = vy und v = v, gilt. Die Anzahl seiner Kanten ist m.
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Definition 1.9. FEin solcher Pfad heifst einfacher Pfad, wenn seine Knoten paarweise
verschieden sind.

Definition 1.10. Fin Pfad (vg, vy, ...vy) heifit Kreis oder Zyklus, falls vg = vy, gilt.

Definition 1.11. FEin Pfad (vo, vy, ...vs,) heifit einfacher Kreis, falls vg = v, gilt und
die Knoten paarweise verschieden sind.

Definition 1.12. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E). Eine Gewichtsfunk-
tion w : E — [0,00) belegt jede Kante e € E mit nicht-negativen Kosten (z. B. Linge
oder Reisedauer).

Definition 1.13. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion
w: E — [0,00). Die Linge eines Pfades m(vy,vx) = (vg, v1, ..., ) ist gegeben durch

k—1
7(vo, vg)| : ZW {vi, vix1}).
=0

Die Linge des kiirzesten Pfades dg(u,v) von uw € V nach v € V in G ist gegeben
durch das Minimum der Lingen aller Pfade m von uw nach v in G. Es qult:

dg(u,v) := min{ |7 (u,v)| | 7(u,v) ist ein Pfad von u nach v in G}.
Das Minimum der leeren Menge definieren wir dabei der Konvention folgend als co.

Definition 1.14. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E). Ein kiirzester Pfad
von u € V nach v € V in G wird mit 3™ (u,v) bezeichnet. Es gilt |73 (u,v)| = dg(u,v),
fir alle u,v € V.

Im Gegensatz zu der auf Seite 10 definierten nicht eindeutigen Strategie ist unter einer
eindeutigen Strategie Folgendes zu verstehen:

Definition 1.15. FEine Strategie S zu einem Problem 11 heifit eindeutige Strategie,
wenn zu jeder Instanz P € 11 genau eine Graph-Strategie Sg € S existiert, die P korrekt
lost.

Auf die an dieser Stelle eingefithrten Definitionen werden wir an verschiedenen Stel-
len der Diplomarbeit zuriickgreifen. Alle Definitionen, die im weiteren Verlauf der Arbeit
eingefiithrt werden, sind nur fiir die betreffenden Kapitel relevant.
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Kapitel 2

Komplexititsanalyse des CTP

In diesem Kapitel stellen wir den Komplexitiatsbeweis zum Canadian Traveller Problem
aus [PY89] in einer aufbereiteten und ausfiihrlicheren Version vor. Bei diesem Problem
haben wir im Gegensatz zum k-CTP keine Kenntnis iiber die Anzahl ausfallender Kan-
ten. Dabei betrachten wir den Quotienten aus den Kosten einer deterministischen Online-
Strategie, die das CTP 16st, zu denen einer optimalen Offline-Lésung. Unter einer optima-
len Offline-Losung verstehen wir dabei die Berechnung eines kiirzesten Pfades vom Start-
zum Zielknoten, wobei die Kantenausfallmenge a priori vollstdndig bekannt ist und zur
Berechnung verwendet werden darf. Papadimitriou und Yannakakis haben in ihrer Arbeit
[PY89] Folgendes bewiesen: Das Finden eines kleinsten Quotienten r > 1, fiir den eine
Online-Strategie existiert, die das CTP lost, ist PSPACE-hart.

Um dies zu zeigen nutzt man Folgendes aus: Eine Probleminstanz P sei durch einen
Graphen G = (V, E') und einen festen Quotienten r > 1 gegeben. Die Entscheidung, ob fiir
P eine Graph-Strategie existiert, die die r-fachen Wegkosten gegeniiber einer optimalen
Offline-Losung nicht iiberschreitet, ist PSPACE-vollstandig. Diese Fragestellung ist das
CTP-Entscheidungsproblem. Aus der PSPACE-Vollstandigkeit des CTP-Entscheidungs-
problems folgt die PSPACE-Héarte fiir das Finden eines minimalen Quotienten r > 1 zu
einer gegeben Probleminstanz P.

Definition 2.1. Gegeben sei eine wohldefinierte quantifizierte Boolesche Formel
(@BF) F = (Q121)(Q213)...(Qnxy) = @, wobei ¢ eine aussagenlogische Boolesche For-
mel unter Verwendung der Variablen xq,xs, ...,x, und jedes Q; einer der Quantoren ,3%
oder N “ ist und dabei eine Variable x; bindet. Gefragt ist nun, ob @ erfillt ist.

Direkt aus dem Problem QBF ableitbar ist das zugehorige Erfiillbarkeitsproblem.

Definition 2.2. Gegeben sei eine quantifizierte Boolesche Formel F. Das quantifizierte
Erfiillbarkeitsproblem (QSAT) fragt, ob es eine Belequng gibt, so dass F' erfillt wird.

Diese mit Quantoren versehene Boolesche Formel F' kann im Falle eines alternierenden
Vorkommen der Quantoren 3 und V als Spiel zwischen zwei Personen angesehen werden.

19



20 KAPITEL 2. KOMPLEXITATSANALYSE DES CTP

Definition 2.3. FEs sei F' eine quantifizierte Boolesche Formel mit alternierenden Quan-
toren Q;, wobei Qi = {3} und Qg1 = {V}, fir alle i € {1,...,|5]}. Unter einem
QSAT-Spiel verstehen wir ein abwechselndes Belegen der Variablen x;. Der Spieler ver-
sucht die Formel dabei die Formel ¢ zu erfiillen, indem er die Variablen x; mit ungeradem
Index v belegt. Gehindert wird er daran von einem Gegenspieler, der versucht ¢ unerfillbar
zu machen und dazu die Variablen x; mit geradem Index i belegt.

Dadurch entsprechen die Existenzquantoren jeweils den Entscheidungen eines Spielers,
wéahrend die Allquantoren jeweils die Entscheidungen eines Gegenspielers représentieren.
In die Sprache der Online-Algorithmen iibertragen, hiefle demnach obige Fragestellung, ob
Spieler 1 eine Graph-Strategie kennt, mit der er immer (also gegen jeden Gegenspieler)
gewinnt.

Viele, auf deren Komplexitit untersuchte Spiele, bei denen zwei Spieler abwechselnd
Entscheidungen treffen miissen, wie Go, Schach (auf ein beliebig grofies Feld der Grofie
n x n verallgemeinert) oder GEOGRAPHIE (siehe [TS78]) sind PSPACE-vollstandig.

Definition 2.4. Das GEOGRAPHIE-Spiel ist dabei wie folgt definiert: Gegeben ist
ein gerichteter Graph G = (V| E) sowie ein Startknoten s € V. Es spielen zwei Spieler
gegeneinander. Die Teilnehmer markieren nun nach folgenden Regeln abwechselnd Knoten

in G:
1. Im ersten Zug markiert Spieler 1 s.

2. Im t-ten Zug, mitt > 0, markiert der jeweilige Spieler der am Zug ist einen direkten
Nachfolgerknoten des Knotens, welcher im t — 1-ten Zug markiert wurde.

3. Ein Knoten darf nicht mehrmals markiert werden.

4. Es gewinnt der Spieler, welcher den letzten Zug ausfiihrt.

QSAT ist das kanonische Problem der Komplexitatsklasse PSP AC E-vollstiandigen Pro-
bleme. Es stellt gewissermaflen das Pendant zu SAT fiir die Klasse der N P-vollstandigen
dar. Gelingt die Reduktion eines Problemes P auf das als PSPAC E-vollstiandige bekann-
te Problem QSAT, so ist gezeigt, dass P PSPAC E-hart sein muss. Fiir die PSPACE-
Vollstandigkeit ist dann nur noch P € PSPACFE zu zeigen. Fiir ndhere Hintergrundinfor-
mationen verweisen wir den Leser auf die einschlédgige Literatur, insbesondere auf [SM73]

und [CP83].
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Die Reduktion des Canadian Traveller Problem auf das PSPACE-vollstéindige Problem
QSAT gelingt dabei iiber einen kleinen Umweg. Wir definieren hierfiir zunéchst, was wir
unter dem Problem Double Valued Graph verstehen:

Definition 2.5. Eine Instanz des Problems Double Valued Graph (DVG) ist gegeben
durch einen gerichteten Graphen G = (V, E) sowie zwei Gewichtsfunktionen wy : E — Rxg
und wy : E— Rsq gegeben, wobei das tatsichliche Gewicht einer Kante e = (u,v) (also
wy(e) oder we(e)) erst bekannt wird, wenn u oder v betreten werden. Dariberhinaus sind
ein Startknoten s € V und Zielknoten t € V' sowie ein fester Faktor r > 1 gegeben. Gesucht
ist ein s —t-Weg w(s,t), so dass die Reisekosten im ungiinstigsten Fall hochstens um den
Faktor r schlechter sind, als eine optimale Lédsung.

Aulerdem koénnen wir folgendes Entscheidungsproblem formulieren:

Definition 2.6. Gegeben sei eine Probleminstanz P wvom DVG. Das DVG-
Entscheidungsproblem fragt, ob fiir ein festes r > 1 eine Lisung fiir P existiert.

Da die Beweisfithrung sehr komplex ausféllt moéchten wir an dieser Stelle einen kurzen
Uberblick {iber unser Vorhaben geben: Wir zeigen in den nachfolgenden Abschnitten, dass
das Entscheidungsproblem Double Valued Graph (DVG) auf QSAT reduziert werden kann.
Die Zugehorigkeit zur Komplexititsklasse PSPACE ist leicht einsehbar, da sich alle 2/
Kombinationen ausprobieren lielen. Damit muss unter diesen, falls iiberhaupt eine Losung
fiir das DVG-Entscheidungsproblem fiir diesen konkreten Faktor r existiert, auch der Teil-
graph sein, fiir den die letztlich richtige Gewichtsfunktion w; oder wy gilt. Fiir jeden dieser
Graphen konnen wir mit polynomiellem Platzbedarf die minimalen Kosten eines Pfades
7(s,t) von s nach t berechnen. Die Speicherung des Ergebnisses, sowie der aktuelle Fort-
schritt, liefen sich ebenfalls mit polynomiellem Platzaufwand auf einer Turingmaschine
realisieren. Damit ist insgesamt gezeigt, dass das DVG-Entscheidungsproblem PSPACE-
vollstandig ist.

Eine Instanz des Problems DVG kann auflerdem durch eine weiter unten vorgestellte
Konstruktion in eine Instanz des CTP transformiert werden. Dadurch ist der Beweis der
PSPACE-Vollstéandigkeit fiir das CTP gelungen. Wie diese Beweisfithrung im Detail erfolgt,
erlautern die nachsten Abschnitte.

2.1 Reduktion von DVG auf QSAT

Im Folgenden stellen wir den aufbereiteten Beweis von Papadimitriou und Yannakakis vor.

Beweis. Fiir die Reduktion vom DVG-Entscheidungsproblem auf QSAT betrachten wir
eine Instanz von QSAT der Form

Q= (Q1$1)<Q2$2)-~-(in’n) : F, wobei Q); € {Va 3}7
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die in 3KNF vorliegt. Es sei nun n die Anzahl der Variablen, p die Anzahl der Klauseln in
F und m := 7(n+p). Wir konstruieren einen gerichteten, gewichteten Graphen G = (V, E),
der iiber weniger als m und daher polynomiell viele Knoten verfiigt und bei dem die Kanten
jeweils mit bis zu zwei von vier moglichen Langen gewichtet sind: 1 < K < L < M. Das
Beispiel aus Abbildung 2.1 stellt die Konstruktion des Graphen fiir eine konkrete Formel
dar. Die Gewichtung einer gerichteten Kante ¢ = (u,v) € E erfolgt gemafi des DVG mit
einer Menge von zwei moglichen Werten, deren relevanter Wert erst bekannt wird, wenn «
erreicht wird. Genauer wéhlen wir:

K :=m?
L:=m°
M = m!?

Die beiden moglichen Léangen einer Kante im DVG separieren wir durch ,,|“zwischen den
beiden moglichen Traversierungskosten. Kanten, die mit nur einem Wert markiert sind,
haben auch nur diese einen moglichen Reisekosten. Sollte eine Markierung nicht vorhan-
den sein, gelten fiir die Lange dieser Kante Kosten von 1. Im Beispiel haben wir der
Ubersichtlichkeit wegen farbliche Markierungen gewihlt, deren Bedeutungen der Legende
zu entnehmen sind. Den relativen Faktor beziiglich eines optimalen Pfades, der erreicht

werden soll und im Voraus bekannt ist, wihlen wir

r=m
Es ist nun unser Ziel einen Graphen zu konstruieren, der als Grundlage fiir ein Spiel
zwischen zwei Personen dient. Bei diesem versucht einer der beiden Akteure einen kiirzesten
Pfad zwischen zwei Knoten bei unvollstandiger Karte zu finden, wiahrend der andere die
Konditionen fiir diese Suche moglichst schlecht wéhlt. Fiir den Suchenden, im Folgenden
auch Spieler genannt, soll genau dann eine Graph-Strategie existieren, die einen Faktor r
gewihrleistet, wenn @) losbar ist.

Der obere Teil im Beispiel aus Abbildung 2.1 stellt die Belegung der Variablen dar,
wéahrend der untere Teil die Klauseln der Formel F' in 3KNF représentiert. Betrachten wir
jedoch zunéchst den unteren Teil. Fiir jede Klausel gibt es sieben aufeinander folgende
gerichtete Kanten, die - von u € V ausgehend - abwechselnd mit 1 und 1|M gelabelt
werden und schlieflich in £ € V miinden. Fiir jede der drei méglichen Literale einer der
p Klauseln existiert, falls notwendig, am betreffenden Knoten eine ausgehende Kante mit
Kosten K, die zu weiteren Vorkommen dieser Variablen in anderen Klauseln fithrt. Dies
betrifft jedoch nicht die entsprechende Negation dieses Literals. Betrachten wir hierzu die
im oberen Teil des Graphen aus Abbildung 2.1 am zo-Komplex beginnende Kante mit der
Beschriftung true und Gewichtung K. Diese Kante fiihrt zum ersten Klauselstrang ganz
links im unteren Teil des Graphen. Einen Knoten, in den eine solche mit K gewichtete
Kante fiihrt, bezeichnen wir im Folgenden als Literalknoten. Er représentiert ein Literal
innerhalb einer der p Klauseln in F'. Von hier fiihrt eine Kante mit Gewichtung K zum
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir die Konstruktion des Graphen (DVG)
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Vorkommen dieses Literals im Klauselstrang direkt rechts daneben. Dies repréasentiert das
nichste Vorkommen des Literals x5 in der zweiten Klausel von F. Auf diese Weise werden
analog auch die letzten beiden Literalvorkommen ganz rechts im unteren Teil des Graphen
mit erneuten Kosten K verbunden. Es ist also nicht mdéglich ein Vorkommen von Z3; zu
erreichen. Von hier geht es iiber eine mit K gewichtete Kante zuriick in den oberen Teil
des Graphen zum Knoten mit der Beschriftung x3.

Ein Literalstrang verbindet dabei die drei Literale einer Klausel miteinander. Von allen
drei Literalen geht dabei ein zweielementiger Pfad mit Gewichtung 1|M fiir die erste Kante
und Kosten 1 fiir die darauffolgende Kante aus. Von den ersten beiden Literalen fiihren
weitere Kanten zum nachfolgenden Literal derselben Klausel, wahrend der Pfad vom letz-
ten Literal am Zielknoten ¢ ankommt. Die beiden Knoten zwischen den drei Literalknoten
verfiigen desweiteren iiber eine Kante mit Gewichtung K, die direkt zum Zielknoten ¢t
fithrt. Die Konstruktion des unteren Teils ist damit abgeschlossen und erméglicht die Re-
prasentation der zu erfiillenden Formel F'.

Der obere Teil des Graphen muss nun Moglichkeiten bereithalten, die Variablenbelegung
geméafl der Wahl der Quantoren (); zu reprisentieren. Je nachdem, ob eine Existenz- oder
Allquantifizierung darzustellen ist, muss genau definiert sein, wie der Graph zu konstruieren
ist. Um beide Fille zu betrachten, orientieren wir uns erneut an dem Beispiel aus Abbildung
2.1. Ganz oben sehen wir den Startknoten s € V. Dieser verfiigt iber genau eine ausgehende
Kante (s, v1), die mit Kosten |(s,v1)| := 1 gewichtet wird und in den Représentantenknoten
der ersten Variable x; fithrt. Dies sei, geméafl unseres Beispiels, eine existenzquantifizierte
Variable.

Von Knoten dieser Art gehen stets vier Kanten aus. Eine mit Kosten L, die direkt zum
Zielknoten t fiihrt und zwei weitere Kanten mit Kosten K, die die beiden booleschen Bele-
gungen der Variablen représentieren. Das Verfolgen eines dieser beiden Pfade bewirkt ein
Durchlaufen des unteren Teiles des Graphen, wobei jeder Klauselstrang besucht wird, der
iiber ein Vorkommen dieser Variablen mit entsprechendem Wahrheitswert verfiigt. Aufler-
dem fiihrt einen eine Kante mit Kosten K zur néchsten Variablen. Im Falle unsere Beispieles
ist dies die allquantifizierte Variable x5. Die vierte Kante, die vom Reprisentantenknoten
fiir 1 ausgeht, verldsst diesen mit Kosten 1 und fiihrt iiber eine Kante mit Kosten 1|M
direkt in den néchsten Knoten.

Im Fall einer universellen Variablen verwenden wir nur drei ausgehende Kanten. Es exis-
tiert erneut eine mit L gewichtete Kante zum Zielknoten ¢, sowie zwei ausgehende Kanten
mit Kosten 1|, die zu unterschiedlichen Knoten fithren. An diesen Knoten geht jeweils ei-
ne mit K gewichtete Kante zu eventuellen Vorkommen dieses Literals in Klauselstréange des
unteren Graphenabschnittes ab. Dabei représentieren diese beiden Kanten entsprechend die
Wahrheitswerte true und false. Dariiber hinaus existieren erneut Kantenfolgen, die - wie
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in Abbildung 2.1 ersichtlich - achsensymmetrisch iiber einen zweielementigen Pfad mit den
Kosten 1 und 1|M in den Knoten der ndchsten Variable z3 fiihren.

Nach dieser Vorschrift wird der obere Teil des Graphen fiir alle n konstruiert und entspre-
chend mit den Vorkommen der jeweiligen Literale im unteren Teil verkniipft. Die letzte Va-
riable fithrt demnach in einen Knoten x,,,1, der in unserem Beispiel durch x5 reprasentiert
wird. Von diesem fithrt wie zuvor eine Kante mit Kosten L direkt zum Zielknoten. Dariiber
hinaus gibt es nur eine weitere ausgehende Kante mit Kosten 1, die gefolgt von einer Kante
mit Kosten 1|M in den bereits angesprochenen Knoten u des unteren Teils des Graphen
fithrt. Die Konstruktion des Graphen ist damit abgeschlossen.

Wir betrachten die Formel F' erneut als Spiel zwischen Spieler und Gegenspieler und
nehmen weiter ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass die Quantoren alternierend
in der Form dz,VrodrsVay...dx,, _Va, vorliegen. Wie beim eingangs erwiahnten Spiel GEO-
GRAPHIE bedeutet dies, dass abwechselnd eine Entscheidung von einem Spieler und dann
von einem Gegenspieler getroffen wird. Es ist nun zu zeigen, dass der Graph genau dann
eine Graph-Strategie fiir den Spieler ermoglicht, wenn die Formel F erfiillbar ist.

Gehen wir daher zuerst davon aus, dass F' erfiillbar ist: In diesem Fall muss eine Graph-
Strategie existieren, mit der der Spieler gegen jeden Gegenspieler gewinnt. Der Spieler
versucht also eine einen s-t-Pfad durch den Graphen G zu finden, dessen Kosten das r-fache
einer optimalen Losung nicht iibersteigen. Wie ist nun jedoch der genaue Zusammenhang
zwischen einer Formel F' in der QBF-Instanz () und dem Graphen G der DVG-Instanz
gegeben?

Jede der p Klauseln ist, wie oben besprochen, im unteren Teil von G représentiert.
Es existiert zu Beginn des Spiels ein Pfad von s zu t durch jeden dieser Klauselstrénge,
der moglicherweise ausschliefllich aus Kanten der Lénge 1 besteht. Die Lénge d dieses
Pfades betrigt 3n < d < 4n. Auf jedem dieser Pfade existieren jedoch insbesondere in
jeder Klausel Kanten, die durch den Gegenspieler auf den Wert M erhoht werden kénnen.
Genau dazu will der Spieler geméf seiner Gewinnstrategie den Gegenspieler zwingen. Wir
wollen dies anhand unseres Beispiels aus Abbildung 2.1 verdeutlichen. Der Spieler wahlt
zum Beispiel den Teilpfad am x;-Komplex, der mit true beschriftet ist. Bezogen auf die
Formel F', die durch diesen Graphen reprisentiert wird, kdme dies einem Erfiillen der
ersten Klausel (z1 V x9 V x3) gleich. Auf den Graphen bezogen bedeutet dies, dass er im
oberen Teil des Graphen, an Knoten x; angekommen, nach links verzweigt und dem Pfad
fiir true mit Kosten K folgt. Dies fithrt ihn zum ersten Klausel-Komplex, den er nun
erreicht hat. Der Gegenspieler ist gezwungen die mit 1|M gewichtete Kante vom Knoten
des Literalrepriasentanten x; zum nichsten Knoten des Literalreprasentanten xo auf M zu
setzen, da der Spieler sonst die Kante mit Kosten K zum Zielknoten ¢ benutzten konnte,
um das Spiel zu gewinnen. Dies ergibt sich aus der Uberlegung, dass der Spieler nun
einen s-t-Pfad mit geringen Kosten als Kn = m3n gefunden hitte. Da ein kiirzester Pfad



26 KAPITEL 2. KOMPLEXITATSANALYSE DES CTP

vom Startknoten s zum Zielknoten ¢ jedoch mindestens die Kosten n verursacht ist leicht
einsehbar, dass der durch die Graph-Strategie des Spielers gefundene Weg mit Kosten
Kn = m3n < m*n = rn die r-fachen Kosten einer optimalen Lésung nicht iiberschreitet.

Der Graph ist so konstruiert, dass der Spieler nun zu allen Knoten gelangt, die Literale
fiir die Belegung x; = true reprasentieren. Da diese in unserem Beispiel fiir die erste Klau-
sel nicht existent sind, geht es direkt weiter zum ersten Knoten des xo-Komplexes. Dieser
ist so konstruiert, dass er bezogen auf die Instanz () eine universelle Variable représentiert.
Fiir das Spiel, dass 2 Spieler bei einer QBF-Instanz mit alternierenden Quantoren spie-
len konnen bedeutet dies, das nun der Gegenspieler eine Entscheidung treffen muss. Er
entscheidet sich beispielsweise fiir x5 := false, um die zweite Klausel nicht bereits zu
erfiillen. Fiir unseren Graphen bedeutet dies, dass der Gegenspieler die linke der beiden
ausgehenden Kanten auf M und die rechte auf 1 setzt. Er kann nicht beide auf M setzen,
da ansonsten der Pfad von s nach ¢ iiber alle mit 1 gewichteten Kanten entféllt und der
Spieler die Moglichkeit hat, nun den Pfad mit Kosten L zum Zielknoten ¢ zu traversieren,
der eine Einhaltung des Faktors r gewéhrleisten wiirde. Es wiirde ndmlich in diesem Fall
fiir die Kosten des kiirzesten s-t-Pfades d := 1 + L = 1 + m°® gelten. Der Spieler hat bis
zu diesem Punkt Kosten von nicht mehr als n-p- K = n - p-m? verursacht. Diese Kosten
ergeben sich, falls jedes Literal in jeder Klausel vorkommt, was durch die geforderte Form
von F'in 3KNF fiir mehr als drei Literale demnach bereits nicht mehr erreicht wird. Wegen
n==%2—pundp="2—ngiltn- p-m? < mP. Unter Beriicksichtigung der noch ausstehenden
Kosten der mit L gewichteten Kante zum Zielknoten ¢, ergeben sich somit Gesamtkosten
von

n-p-K+L<n-p-m*+ml<m’+ml<m? ml+1)=r-(L+1). (2.1)

Damit wiirde der Spieler also das Verhéltnis r einhalten. Der Gegenspieler muss demnach
mindestens eine der beiden Kanten mit 1 gewichten, dies kénnte im Falle des Beispieles aus
Abbildung 2.1 zum aktuell betrachteten Zeitpunkt die rechte Kante mit Kosten 1|M sein.
Der Spieler traversiert nun alle Kanten im Graphen G die Klauseln mit einem Vorkommen
von T3 reprasentieren, um so den Faktor r einhalten zu konnen. Dieses Verhalten entspricht
dem Erfiillen von Klauseln in der zugehérigen Instanz @) einer QBF. Diese Kantentraver-
sierung verursacht pro Klausel-Komplex Kosten von K und fiithrt den Spieler anschlieend
mit weiteren Kosten 1 zum ersten Knoten des z3-Komplexes. Dieser reprisentiert bezogen
auf das QBF-Spiel wieder eine Entscheidung des Spielers, weshalb analog zur Situation an
Knoten z; fortgefahren wird. Dies wiederholt sich so lange, bis alle n Variablen-Komplexe
traversiert wurden und der Spieler am Knoten x,; angekommen ist. In unserem Beispiel
ist dies der erste Knoten am z5-Komplex.

Da wir davon ausgegangen sind, dass () erfiillbar ist, kennt der Spieler eine Graph-
Strategie, die es ihm erlaubt einen s-t-Pfad zu traversieren, der die r-fachen Kosten einer
optimalen Losung nicht iibersteigt. Bezogen auf das QBF-Spiel bedeutet dies die Kenntnis
der sukzessiven Belegung der Existenzvariablen z;, die F’ fiir jede Wahl der im Schritt zuvor
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gewahlten universellen Variable z;_; durch den Gegenspieler erfiillt. Demnach wurden auch
alle Knoten der Klauselstrange im unteren Teil des Graphen besucht und der Gegenspieler
musste mindestens eine Kante jedes Stranges auf M setzen. Andernfalls hétte der Spieler
vorzeitig einen s-t-Pfad gefunden, der die r-fachen Kosten einer optimalen Losung nicht
iiberschreitet. Somit existiert zu diesem Zeitpunkt kein Pfad von u zu ¢ mit Kosten geringer
als M. Der Spieler kann nun nach der Rechnung aus Gleichung (2.1) die L-Kante von z,,44
zu t traversieren und hat demnach eine Graph-Strategie gefunden, mit der er das Problem
DVG unter Beriicksichtigung des zugehorigen Faktors r 16st.

Betrachten wir nun den Fall, in dem () nicht giiltig ist. Dann muss eine Graph-Strategie
fiir den Gegenspieler existieren, mit der er den Spieler stets zu Wegkosten zwingen kann,
die den Faktor r beziiglich eines kiirzesten Weges von s nach ¢ in G iibersteigen. Hierfiir
betrachten wir exemplarisch den Graphen aus Abbildung 2.4, der die unerfiillbare Instanz
Q = Jx VoodwsVay 1 (1 V 2o V x4) A (T1 V 29 V 14) reprasentiert. Egal wie sich nun der
Spieler verhilt - es ist dem Gegenspieler immer moglich ihn zu Wegkosten zu zwingen,
die das r-fache eines optimalen Pfades iibersteigen. Es ist auf Grund der Konstruktion
sichergestellt, dass der Spieler einen der beiden Klauselstriange im unteren Teil des Graphen
nicht traversieren kann. Der Spieler konnte versuchen wenigstens einen der Klauselstréange
zu traversieren, um den Gegenspieler dazu zu zwingen die Kosten eines Pfades vom Knoten
u zum Knoten t iiber diesen Klausuelstrang auf M zu wéhlen. Dann erreicht der Spieler
jedoch den ersten Knoten des Variablen-Komplexes x; ohne den anderen Klauselstrang
traversiert zu haben. In diesem musste der Gegenspieler die Kosten nicht auf M wéhlen.
Deshalb muss ein Pfad von u zu ¢ mit Kosten 7 existieren. Nun existiert ein Pfad von
s zu u mit Kosten 4n. Hohere Kosten ergiiben sich nur dann, wenn der Spieler an einer
Existenzvariablen x; den Weg iiber die mit 1 gewichtete Kante auf dem Pfad zum néchsten
Variablen-Komplex z;,; wéhlte und sich somit gegen eine Traversierung des unteren Teiles
des Graphen entscheiden wiirde. Der Spieler erhofft sich ebenfalls am néchsten Variablen-
Komplex x;,1 anzukommen. In diesem Fall wiirde jedoch der Gegenspieler die nun folgende
Kante auf diesem Pfad mit Gewichtung 1|M auf den hoheren der beiden Werte setzen und
den Spieler somit zu Gesamtkosten von mindestens M zwingen. Dann verliert der Spieler
allerdings ebenfalls das Spiel, da, wie bereits oben erwahnt, stets ein s-t-Pfad mit Kosten
L + 1 existiert und somit gilt:

r-(L+1)=m* (m°+1) <m'? =M. (2.2)

An einer universellen Variablen ergibt sich dieselbe Argumentation. Auch hier kann der
Spieler stets zu Kosten von M gezwungen werden, wodurch er die r-fachen Kosten eines
kiirzesten Weges von s nach ¢ nicht einhélt und das Spiel verliert.

Der Spieler hat nun am Knoten z5 (bzw. allgemein: x,1) zwei Moglichkeiten. Er kann
zum einen der mit 1 gewichteten Kante auf dem Pfad zum Knoten u folgen. Dann setzt
der Gegenspieler die Kosten der néchsten Kante auf dem Pfad zu uw auf M, wodurch der
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Spieler nach der Argumentation aus Gleichung (2.2) von oben das Spiel verliert. Traver-
siert er die Kante mit Kosten L zum Zielknoten ¢, so iibersteigen die Kosten den zuldssigen
Faktor r, da L = m® > m* - (7 + 4n) gilt und der Spieler hat ebenfalls verloren. Demnach
existiert immer eine Graph-Strategie fiir den Gegenspieler, die bei Unerfiillbarkeit von @)
jeden Spieler zwingt, den Faktor r zu iiberschreiten.

g

2.2 Transformation des DVG zum CTP

Wir zeigen nun, wie obige Konstruktion fiir den Graphen G in einen Graphen G’ des CTP-
Entscheidungsproblems iiberfithrt werden kann. Bei diesem handelt es sich im Gegensatz
zum Graphen G des DVG um einen ungerichteten Graphen. Auflerdem existieren nicht
zwei Gewichtsfunktionen, sondern die Kanten kénnen zusétzlich zur Gewichtung mit einem
Fragezeichen versehen sein. Dieses Fragezeichen symbolisiert, dass die Kante evtl. nicht
passierbar ist, was einer Gewichtung von oo gleich kidme. Wie schon vom DVG bekannt
ist die Passierbarkeit einer Kante immer erst bei Erreichen eines ihrer inzidenten Knoten
bekannt.

Hierzu konstruieren wir eine neue Menge F” von Klauseln, die gegeben ist durch drei
Kopien der Menge F', gefolgt von einer Menge tautologischer Klauseln x; V 71, ..., z,, V T,
sowie weiteren drei Kopien der Klauselmenge F'. Da G’ ungerichtet sein muss, benttigen
wir ausserdem eine Hilfskonstruktion, die in Abbildung 2.5 dargestellt ist. Die genaue
Funktionalitéit erklaren wir weiter unten. Es sei nun, wie in Abbildung 2.2 dargestellt, D
der gerichtete Graph, der entsteht, wenn wir geméfl voriger Konstruktion F” als korre-
spondierende Wahrheitsformel verwenden. Es gibt also, wie aus Abbildung 2.3 ersichtlich,
weiterhin im unteren Teil des Graphen einen Pfad, der iiber Kanten der Lange K alle
Kopfe der Klauseln mit einem Vorkommen des Literals x; oder T; miteinander verbindet.
Dieser Pfad durch die Literale x; oder Z; lasst sich nun durch gleichméfiiges Hinzufiigen an
seinem Anfang und seinem Ende unter Zuhilfenahme von weiteren K-Kanten so erweitern,
dass jeder Pfad durch die Literale exakt die Lange

T =6mK

aufweist.

Um die Problematik genauer zu verstehen, betrachten wir Abbildung 2.4. In diesem Bei-
spiel ist die fiir die Konstrution des Graphen zu Grunde gelegte QBF-Instanz () unerfiillbar.
Es wére nun innerhalb des QBF-Spiels unerheblich, welche Entscheidung der Spieler fiir
wahlt - der Gegenspieler kann stets die universellen Variablen x5 und x, auf false setzen
und somit erzwingen, dass die Formel unerfiillbar wére.
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Abbildung 2.2: DVG als Instanz des CTP-Entscheidungsproblems
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Abbildung 2.3: schematische Représentation der Formel F’
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In dem in Abbildung 2.4 dargestellten Graphen gédbe es im gerichteten Fall immer einen
Klauselstrang, den der Spieler nicht passieren kann. Da nun aber die gerichteten durch
ungerichtete Kanten ersetzt wurden, hat der Spieler die Moglichkeit, beide Wahrheitswerte
von ein und derselben Variable fiir die Erfiillung der Formel zu verwenden. Dies gelingt
ihm durch Backtracking nach einer Entscheidung fiir den Wahrheitswert der Variable z;.
Der Spieler kann vom Startknoten s ausgehend mit einem Kostenaufwand von 4K + 1 den
ersten Knoten des zo-Komplexes erreichen und gleichzeitig den Gegenspieler dazu zwingen,
beide Klauselstringe im unteren Teil des Graphen als erfiillt zu markieren. Dies bedeutet,
es existiert kein Pfad von u durch den unteren Teil des Graphen, der ausschliellich aus
Kanten mit geringeren Kosten als M besteht. Der Gegenspieler hat nun zwei Moglichkeiten:
Entweder er setzt beide Variablen x5 und x4 auf false, um somit keine der beiden Klauseln
zu erfiillen oder er ermoglicht dem Spieler den noch unbesuchten Klauselstrang zu erfiillen.
Damit hétte der Spieler entgegen der Erfiillbarkeit von ) das Problem DVG gelost. Setzt
der Gegenspieler jedoch beide Variablen x5 und x4 auf false, so ist es dem Spieler moglich
unter Gesamtkosten von 3 + 7K den Knoten x5 zu erreichen. Die Kosten der Kante von
x5 zu t konnen nun vom Gegenspieler wahlweise auf 1 oder L gesetzt werden. In beiden
Fillen erreicht der Spieler jedoch mit Kosten 3 + 7K = 3+ Tm3 < m*-16 = r - 16 bzw.
3+TK+L=3+Tm*+m® <m* - (1+m®) =r-(1+4 L) den Zielknoten ¢ und erfiillt das
Problem DVG mit zugehorigem Faktor 7.

Desweiteren dndern wir die Beschriftung der Kante (x,,,1,t) von 1 auf 1|L. In Abbildung
2.5 ist die Konstruktion eines Hilfsgraphen mit ungerichteten Kanten angegeben, der genau
das Gleiche leistet, wie die gerichtete Variante aus Abbildung 2.1 auf Seite 23. Es existieren

M - viele

Abbildung 2.5: Hilfskonstrukt A zur Imitation von gerichteten Kanten

M Pfade von a nach b. Der Gegenspieler kann die Kanten also so gewichten, dass der Su-
chende erst nach M/2 vielen Pfaden denjenigen mit Kosten 3 zum Knoten b gefunden hat.
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Damit besteht die Moglichkeit den Spieler auch bei Verwendung von ungerichteten Kanten
zu Kosten M fiir die Traversierung dieses Graphabschnittes zu zwingen. Der Gegenspieler
ist bei dieser Darstellung méchtiger als zuvor bei der gerichteten Kante mit der Gewich-
tung 1|M in Abbildung 2.1 auf Seite 23. Dies hat zur Folge, dass er fiir eine Traversierung
vom Knoten a zum Knoten b in Abbildung 2.5 Kosten von 2(M/2 —1) 4+ 3 = M + 1 kon-
struieren, wihrend immer noch M /2 — 1 Pfade zwischen den Knoten a und b vorhanden
sind, die theoretisch mit Kosten 3 iiberquert werden konnen. Auflerdem hat der Gegen-
spieler so die Moglichkeit zu verhindern, dass der Spieler auf entgegengesetztem Wege
diesen Graphabschnitt vom Knoten b zum Knoten a traversiert. Da es sich um ungerich-
tete Kante handelt, wéire dies sonst durchaus moglich und muss daher verhindert werden.
Nachdem wir nun begriindet haben, warum das Hilfskonstrukt A aus Abbildung 2.5 gerade
das Gewiinschte leistet ersetzen wir in unserem gerichteten Graphen D alle Vorkommen
einer Kantenfolge mit Kosten 1 gefolgt von 1|M, die in z;4; oder u miinden und jede
mit 1 gewichtete Kante im unteren Teil des Graphen durch dieses Konstrukt aus unge-
richteten Kanten. Dadurch erreichen wir, dass der Suchende die Kanten nicht riickwérts
traversieren kann, da der Gegenspieler die Kosten bis auf M erhohen kann. Alle {ibrigen
gerichteten Kanten werden nun noch in ungerichtete Kanten umgewandelt. Den daraus
resultieren Graphen bezeichnen wir mit G. Mit d benennen wir die Lénge des kiirzesten
s-t-Pfades, der entsteht, wenn der Gegenspieler alle Kantengewichte auf die niedrigere der
beiden Alternativen setzt. Da vom Startknoten s zum ersten Knoten des z;-Komplexes und
auflerdem vom ersten Knoten eines x;-Komplexes zum ersten Knoten eines x; , ;-Komplexes
jeweils 3 Kanten mit Gewichtung 1 zu passieren sind, ergibt sich folgende Rechnung: Der
kiirzeste Pfad iiber alle mit 1 gewichteten Kanten von s iiber die z;-Komplexe zu t Kosten
d in Hohe von 3n < d < 4n verursacht. Damit die Konstruktion gelingt wéhlen wir als
gefordertes Verhéltnis r := n(2 +T')/d und zeigen im Folgenden, dass wir eine Instanz des
CTP-Entscheidungsproblems konstruiert haben, die sich dquivalent zum Doppelt Gewich-
teten Graphen aus obiger Reduktion verhélt. Es gilt erneut zu zeigen, dass genau dann
eine Graph-Strategie fiir den Suchenden existiert, wenn () erfiillbar ist.

Wir nehmen an, @) sei giiltig. Der Suchende wird erneut die Strategie verfolgen alle
Klauseln zu erfiillen, um den Gegenspieler damit zu zwingen, die Kosten des kiirzesten
Weges signifikant zu erhohen. Sollte der Gegenspieler an einer universellen Variable x;
die Kosten beider ausgehenden Kanten mit Gewichtung 1|M auf M setzen, so ist die
Distanz eines kiirzesten Weges mindestens K. Der Spieler hat vom Startknoten s bis zu
diesem Zeitpunkt eine Distanz von maximal n(1+ T") zuriickgelegt. Nun kann er die mit L
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gewichtete Kante zum Zielknoten ¢ traversieren, wodurch er den Faktor r wie folgt einhélt:

n(1+T)+L
= n(1+6m*) + m°
< m(1+6m*) +m° wegen m = 7(n + p)
m 4 6m* + m°
4
_ n(2+ 6m )m3
4n
n(2+T)
d
=rK

wegen m = 7(n + p)

< K

Tritt dieser Fall nicht ein, kommt der Spieler mit Gesamtkosten n(1+ 7") am Knoten x4
an. Hier kann der Gegenspieler die Kante zwischen x,,,; und t entweder auf 1 oder L setzen.
Entscheidet er sich fiir 1, traversiert der Spieler diese Kante, wodurch seine Kosten maximal
n(2+ T') betriigen. Dadurch wiirde er bei Kosten d, fiir einen kiirzesten Pfad von s nach ¢
in G, das Verhéltnis r wegen n(2+7") < ”(2T+T)d = rd einhalten. Setzt der Gegenspieler die
Kosten dieser Kante auf L, betriigen die Kosten eines kiirzesten s-t-Pfades in G mindestens
K, da der Spieler alle Klauselstriange im unteren Teil des Graphen erfolgreich blockieren
lieBe. Nach obiger Rechnung ist auch hier das Verhéltnis r eingehalten worden.

Wir wollen nun annehmen, dass die Formel @) nicht erfiillbar sei. Die Argumentation
verlduft sehr dhnlich zu der Reduktion aus Abbildung 2.1 auf Seite 23. Es ergibt sich
jedoch insofern ein Unterschied, da wir nun einen ungerichteten Graphen betrachten, der es
dem Suchenden erlaubt, eine getroffene Entscheidung unter Beriicksichtigung von weiteren
Kosten riickgédngig zu machen. Wir zeigen also erneut, dass fiir den Gegenspieler gegen
jeden Spieler eine Graph-Strategie existiert, mit der der Spieler zu einem hoheren Faktor
als r gezwungen werden kann. Wir miissen also garantieren, dass der Suchende dieselben
Kosten wie im gerichteten Graphen verursacht, obwohl er nun die M6glichkeit hat, Schritte
zuriickzugehen. Das gewéhrleisten wir durch die trivialen Klauseln z; V Z; in der Mitte
unserer erweiterten Formel F’. Der Suchende muss diese Klauseln in jedem Fall besuchen,
um F’ zu erfiillen. Dann hat er aber bereits eine Distanz von mindestens T'/2 zuriickgelegt.
Sollte er sich nun dazu entscheiden zuriickzugehen, erfordert dies Gesamtkosten > T" und
es ergeben sich somit keine geringeren Kosten als im gerichteten Graphen.

Des Weiteren muss verhindert werden, dass der Suchende am Knoten einer Existenzva-
riablen x; beide Pfade, also den fiir x; und fiir 7;, verfolgt, um somit eventuell effektiver
alle Klauseln der Formel F’ zu erfiillen.

Betrachten wir diesen Fall etwas genauer: Wir haben gefordert, dass an beiden Seiten
der Pfad durch ein Literal vom Knoten x; zum Knoten x;,; exakt die Lange T = 6mK
hat. Dies erreichten wir durch gleichméfiges Hinzufiigen von Kanten der Liange K auf
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beiden Seiten, deren Anzahl wir mit K, bezeichnen. Analog bezeichne K; die Anzahl an
K-Kanten genau eines Literalpfades im Inneren des unteren Teilgraphen. Somit ergibt sich
unweigerlich fiir die Gesamtanzahl K fiir einen Durchlauf von einer Variablen z; zu ihrem
Nachfolger z;,; der Wert K = f(l + Ka. Die Anzahl an Kanten im Inneren des unteren
Teilgraphen hingt von der Anzahl an Klauseln p’ ab, in denen das betreffende Literal
vorkommt. Es gilt K, = 6p/, da je drei Kanten benotigt werden, um die Kopien einer
Klausel auf beiden Seiten der tautologischen Klauseln miteinander zu verbinden. Es ist
m = 7(n+p), wobei n die Anzahl der Variablen und p die Anzahl der Klauseln bezeichnet.
Damit ergibt sich mit K = 6m durch Einsetzen der Werte in obige Formeln

Ka =42n + 42p — IA(Z
= 42n + 42p — 6p’

1
> 42n + 36p.

Zu (1): Da ein Literal hochstens in jeder Klausel vorkommen kann, muss gelten p > p'.
Wir betrachten nun das Verhéltnis zwischen Auflen- und Gesamtkanten, fiir das gilt:

Ko _ 42n+36p _ 36n+36p _ 6 _,
6m — 42n+42p — 42n+42p T

LS
3

> 2

| W
O w

Da die Gesamtanzahl K, an duferen Kanten gleichméBig auf beide Seiten aufgeteilt wird,
lasst sich demnach aussagen, dass mindestens % der Gesamtstrecke T fiir den Besuch einer
einzelnen Klausel notwendig ist.

Wenn der Spieler nun am Knoten x,,; ankommt, hat er fiir jede Variable mindestens die
Kosten T und fiir mindestens eine sogar die Kosten %T verursacht. Die Kosten %T werden
immer dann benétigt, wenn der Spieler versucht die zwei Pfade beider Wahrheitswerte
eines Variablenkomplexes x; zu traversieren. Der dadurch entstandene Weg ldsst sich zu
Gesamtkosten von mindestens (n + %)T aufaddieren. Der Gegenspieler gewichtet nun die
Kante von x,.1; zu t mit 1 und garantiert dadurch einen kiirzesten s-t-Pfad der Lénge
d. Damit iiberschreitet der Spieler wegen (n + 3)T" > rd den einzuhaltenden Faktor und
verliert das Spiel. Sollte der Spieler fiir jede Variable weniger als Kosten 47/3 verursacht
haben, muss noch eine Klausel im unteren Teil des Graphen unerfiillt sein, iiber die immer
noch ein Weg von s iiber u zu t bestehend aus Kanten der Lénge 1 existiert. Dann setzt
der Gegenspieler die Lénge der Kante zwischen z,,; und ¢t auf L und zwingt den Spieler
somit Kosten nK + L = nm?® +mb > WCZ = rd aufzuwenden. Das Spiel kann durch
den Spieler in diesem Fall also ebenfalls nicht gewonnen werden.

Um die Konstruktion abzuschliefen, wollen wir veranschaulichen, wie sich aus G eine
Instanz G' des CTP-Entscheidungsproblems herleiten lasst, bei der alle Kanten Kosten 1
haben und manche iiber ein zusétzliches Fragezeichen verfiigen. Ein Fragezeichen symbo-
lisiert dabei die Moglichkeit eines Kantenausfalls, der jedoch erst bei Erreichen eines ihrer
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inzidenten Knoten bemerkt wird. Da die Kantenldngen in G polynomiell beschrinkt sind,
kann jede einfach gewichtete Kante aus G durch eine Kette von entsprechenden Kanten
der Lénge 1 in G’ dargestellt werden. Die doppelt-gewichteten Kanten aus G sind Kanten
mit Kosten 1|/M oder 1|L. Es sei, wie in Abbildung 2.6 dargestellt, (a,b) eine gerichtete
doppelt-gewichtete Kante. Diese konnen wir, wie aus Abbildung 2.7 ersichtlich, durch eine

1/M
ae >0 )

Abbildung 2.6: gerichtete doppelt-gewichtete Kante (a, b)

M - viele

Abbildung 2.7: ungerichtetes Hilfskonstrukt {a, b}

Kante der Lénge 1 mit einem Fragezeichen und einem parallel verlaufenden Pfad zwischen
a und b aus Kantenstiicken der Lénge 1 ohne Fragezeichen mit entsprechender Linge M
oder L darstellen.

Damit ist die Konstruktion des CTP-Entscheidungsproblems vollstandig.



Kapitel 3

Die Strategien Backtrack und Greedy

3.1 Darstellung der Strategien

In diesem Kapitel werden zwei Strategien zum Losen des k-Canadian Traveller Problem
(k-CTP) untersucht. Beide Strategien verfolgen das Ziel, in einem bekannten Graphen
einen moglichst kurzen Weg von einem Startknoten zu einem Zielknoten zuriickzulegen.
Zusitzlich gibt es eine den Strategien im Voraus bekannte Konstante, die angibt, wie viele
Kanten maximal blockiert sein konnen. Wir betrachten daher im Folgenden stets einen
ungerichteten, gewichteten Graphen G = (V, E') mit Start- und Zielknoten s,¢ € V', mit
s # t, sowie eine obere Schranke k£ € N blockierter Kanten in GG. Der Konvention folgend
bezeichnen wir mit N die positiven natiirlichen Zahlen. Eine Strategie exploriert den Gra-
phen dabei im Sinne eines Online-Problems. Die Information, ob eine Kante iiberquert
werden kann oder aber blockiert ist, wird immer erst bei Erreichen eines ihrer inzidenten
Knoten bekannt. Wir wollen jedoch davon ausgehen, dass die Wahl der k£ blockierten Kan-
ten so ausfillt, dass der Zielknoten ¢ vom Startknoten s erreichbar bleibt. Es existiert also
nach Wegfall von & Kanten immer noch ein Pfad 7 von s nach ¢ mit |7 (s,t)| < co. Diese
Annahme ist sinnvoll, da wir die Giite unserer Strategie mit einem kompetitiven Faktor ¢
bewerten wollen. Nach Definition 1.7 ist eine Strategie c-kompetitiv, wenn es eine additive
Konstante o > 0 gibt, so dass fiir alle Probleminstanzen P € II die Ungleichung

S(P) < ¢-OPT(P) + a

erfiillt ist. Eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor kann dabei durch einen Ge-
genspieler gefunden werden, der die Strategie kennt und die blockierten Kanten in einem
Graphen so auswéahlt, dass der relative Umweg verglichen mit der optimalen Lésung ma-
ximiert wird. Nach Definition 1.7 ist es einer Strategie S gestattet, beliebig grofle initiale
Anfangskosten o > 0 zu verursachen, die keinen Einfluss auf ¢ haben. Damit wir dennoch
eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor von S angeben konnen, ist es wichtig,
dass wir Probleminstanzen P € II mit beliebig groBen optimalen Kosten OPT(P) wéhlen,
fiir die S(P) > ¢- OPT(P) gilt. Fiir diese Problemistanzen gilt folgendes Lemma:

37
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Lemma 3.1. Sei Il ein Problem und S eine Strategie, die jede Instanz P € 11 korrekt list.
Seien S(P) die Kosten, die S verursacht, und OPT(P) die Kosten einer optimalen Lisung
von P. Dann gilt:

Vb>03dP eIl: OPT(P) > b und S(P) > ¢- OPT(P)

= S ist nicht besser als c-kompetitiv.

Beweis. Es gelte die Voraussetzung vor dem Folgerungspfeil und wir nehmen an, S(P)
sei besser als c-kompetitiv. Dann existiert ein € > 0 und nach Definition 1.7 ein a > 0, so
dass fiir alle Probleminstanzen P € II gilt:

S(P) < (c—¢)-OPT(P) + a. (%)
Nach Voraussetzung existiert fiir b = ¢ eine Probleminstanz P mit
OPT(P) > b und S(P) > ¢- OPT(P).

Daraus kénnen wir folgern:

S(P) > c¢-OPT(P) nach Voraussetzung
>c-OPT(P) —¢ e>0
—¢.OPT(P) -2 t+a
> ¢ OPT(P) — ¢ - OPT(P) + OPT(P) > &

£

=(c—¢)-OPT(P) + a.
Dies ist ein Widerspruch zu (x). Daraus folgt, dass S nicht besser als c-kompetitiv ist.

0

Auf dieses Lemma werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit zuriickgreifen, wenn es
darum geht, eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer Strategie herzuleiten.

3.1.1 Die Strategie Backtrack

Gegeben sei ein ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, F) und eine Konstante k& € N, die
die Anzahl maximal blockierter Kanten angibt. Die Strategie Backtrack sei folgendermafien
definiert: Sie beginnt an einem festen Startknoten s € V und berechnet alle kiirzesten Wege
vom Start- zu einem festen Zielknoten ¢ € V' und entscheidet sich fiir einen.

Da ein kiirzester Weg nicht zwingend eindeutig ist, sondern beliebig viele kiirzeste Wege
vom Startknoten s zum Zielknoten ¢ existieren kénnen, handelt es sich bei Backtrack um
eine nicht eindeutige Strategie, die einen dieser Wege auswéhlt. In den meisten Fillen
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werden wir die Szenarien so gestalten, dass keine Mehrdeutigkeit betrachtet werden muss.
Lésst sich dies jedoch nicht vermeiden, so muss um zur Eindeutigkeit zu gelangen eine tie-
breaking-rule eingefiihrt werden, die deterministisch genau einen dieser kiirzesten Pfade
auswahlt. Sollten wir von einer tie-breaking-rule Gebrauch machen, werden wir diese an
der entsprechenden Textstelle einfiihren. Wie bereits oben besprochen, werden wir stets
nur von einer Strategie sprechen, wenngleich sich eine (unter Umsténden nicht eindeutige)
Strategie dahinter verbirgt.

Betrachten wir nun die weitere Vorgehensweise der Strategie Backtrack. Wir nehmen
dazu an, dass sie sich fiir einen kiirzesten Weg entschieden hat. Sie verfolgt diesen Weg,
bis sie entweder t erreicht oder zu einem ersten Knoten v; € V' gelangt, der inzident zu
einer blockierten Kante e; € F ist, {iber die dieser kiirzeste Weg fiihrt. In diesem Fall geht
sie den bis hierhin zuriickgelegten Weg, der nach Konstruktion immer ein kiirzester ist,
zuriick zum Startknoten s, und berechnet erneut alle kiirzesten Wege w&i"(s,t) auf dem
Restgraphen G := (V, E'\ {e1}). Nach einer tie-breaking-rule entscheidet sie sich fiir einen
dieser kiirzesten Wege und lduft auf diesem erneut von s zu ¢, bis sie entweder ¢ erreicht
oder auf Grund einer weiteren blockierten Kante auf diesem gerade berechneten Pfad zum
Startknoten s zuriickkehrt. Sei e; die i-te gefundene blockierte Kante, dann sei G; :=
(V,E\ {e1,...,e;}) der Graph G ohne die ersten i gefundenen blockierten Kanten. Dabei
bezeichnen wir mit Gy := G, den Graphen, in dem noch keine blockierte Kante entdeckt
wurde. Der Graph G}, hingegen kann keine weitere gesperrte Kante enthalten, da bereits
die maximale Anzahl an k£ moglichen Blockaden entdeckt wurde. Da wir angenommen
hatten, dass nur solche Kanten entfernt werden diirfen, so dass Start- und Zielknoten
miteinander verbunden bleiben, gilt, dass spétestens jetzt die Strategie vom Startknoten s
aus den Zielknoten ¢ iiber ﬂgi“(s, t) erreichen kann. Es bezeichne j die Anzahl an blockierten
Kanten, die die Strategie nach einer erfolgreichen Suche des Zielknotens ¢ entdeckt hat.

Dadurch ergeben sich Gesamtkosten von

j—1
QZ [T (s, vis)| + \Wg;n(s,tﬂ, fir ein j € {0,...,k}, mit Gy := G.
i=0

3.1.2 Die Strategie Greedy

Es sei erneut ein ungerichteter, gewichteter Graph G = (V| F) und eine Konstante k € N,
die die maximale Anzahl blockierter Kanten festlegt, gegeben. Auch die Greedy-Strategie
verfolgt zunéchst einen kiirzesten Pfad vom Startknoten s zum Zielknoten ¢. Anders als
die Strategie Backtrack kehrt die Strategie Greedy nicht nach Entdecken einer blockierten
Kante e; € E, mit ¢ € {1,...,k}, zum Startknoten s € V zuriick, sondern nutzt die
Tatsache aus, dass sie sich evtl. bereits dem Ziel genéhert hat. Sie versucht daher, die bereits
zuriickgelegte Wegstrecke zu ihrem Vorteil zu verwenden. Sei also v; € V' der Knoten,
an dem eine erste blockierte Kante e; festgestellt wird. Die Strategie berechnet nun einen
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kiirzesten Weg w@#™" (vy, t). Entweder wird sie den Zielknoten t € V iiber 7" (vy, t) erreichen
oder nach Entdecken einer weiteren blockierten Kante e; an einem Knoten vy € V einen
kiirzesten Pfad 75" (vs,t) von ihrem aktuellen Standort zum Zielknoten ¢ berechnen. Dies
fiihrt sie insgesamt maximal k mal aus und erreicht dann iiber W?;l]i,“(vj, t) den Zielknoten
t. Hierbei bezeichne j < k wieder die tatsichliche Anzahl an blockierten Kanten, die die
Strategie bei der Suche nach dem Zielknoten ¢ entdeckt hat. Wie bereits in Abschnitt 3.1.1
besprochen muss ein kiirzester Weg keineswegs eindeutig sein, weshalb es sich auch bei
unserer Definition von Greedy um eine nicht eindeutige Strategie handelt. Fiir die meisten
Szenarien, die in den Kapiteln 3 und 4 dargestellt werden, ist ein kiirzester Weg jedoch
stets eindeutig. Sollte dies an einer Stelle nicht garantiert werden konnen, so werden wir
an der betroffenen Textstelle darauf hinweisen. Wir verwenden daher im Folgenden den
ungenaueren aber kiirzeren Begriff der Strategie Greedy, wenn wir die nicht eindeutige
Strategie Greedy meinen.

Als Sonderfall dieser Strategie kann es bei entsprechender Gewichtung der Kanten durch-
aus passieren, dass sie denselben Weg wie Backtrack auswéahlt. Als Bezeichnungen fiir Start-
und Zielknoten wahlen wir vy := s und v,y = t¢.

Die entsprechenden Gesamtkosten ergeben sich dann aus

j
Z |7T(II;13H(U¢7 viy1)|, fir ein j € {0, ..., k}.
=0
In den folgenden Kapiteln werden wir die beiden Strategien auf verschiedenen Graphklassen
untersuchen.

3.2 Backtrack und Greedy auf allgemeinen Graphen

Zu Beginn dieses Kapitels wollen wir die beiden Strategien auf allgemeinen Graphen be-
trachten und eine untere Schranke fiir den zugehérigen kompetitiven Faktor ermitteln. Wir
konstruieren dafiir ein Szenario, in dem wir der Strategie als Gegenspieler einen Graphen
gerade so vorgeben, dass sie zu moglichst grofien relativen Umwegen gezwungen wird. Mit
allgemeinen Graphen meinen wir jedoch nur ungerichtete Graphen. Fiir gerichtete Graphen
ergibt sich das Problem, dass die Strategie unter Umsténden nicht in der Lage ist, wie durch
Backtrack gefordert, zum Startknoten zuriickzukehren. Dies kann bei einem ungerichteten
Graphen nicht vorkommen. Wir betrachten aus dem genannten Grund im weiteren Verlauf
dieser Arbeit stets einen ungerichteten Graphen G = (V, E) und eine Konstante k£ € N, die
eine obere Schranke fiir die Anzahl an moglichen Kantenblockaden angibt. Wir wéhlen fiir
den Start- und Zielknoten die intuitiven Bezeichnungen s,t € V (s = start, t = target).
Als Ergebnis zeigen wir fiir die jeweilige Strategie eine untere Schranke und beweisen, dass
diese scharf ist. Es wird sich zeigen, dass die scheinbar intelligentere Greedy-Strategie nur
einen deutlich schlechteren kompetitiven Faktor als die Backtrack-Strategie bei der Losung
des Problems garantieren kann.
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3.2.1 Die Strategie Backtrack

Der Aufbau des worst-case-Szenarios erfolgt wie in Abbildung 3.1 dargestellt. Sei II das

Abbildung 3.1: worst-case-Szenario fiir die Backtrack-Strategie auf allgemeinen Graphen

k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen Graphen. Wir konstruieren fiir jedes k ei-
ne Instanz eines worst-case-Szenarios fiir die Strategie Backtrack. Es sei daher P, € 11
ein worst-case-Szenario bei k ausfallenden Kanten. Wir bezeichnen mit Backtrack(Fy) die
Kosten der Backtrack-Strategie und mit OPT(P) die Kosten einer optimalen Losung zu
einer Probleminstanz Py. Jede Instanz Py ist gegeben durch einen Graphen G = (V, E), die
Start- und Zielknoten s,t € V und eine Konstante £, die die maximale Anzahl an blockier-
ten Kanten in G angibt. Mit G;, fiir ¢ € {0, ..., k}, bezeichnen wir den Graphen, in dem
die ersten ¢ blockierten Kanten entfernt sind. Zur Konstruktion dieser Szenarien verfahren
wir wie folgt: Am Startknoten s beginnen k + 1 Kanten {s, v;} der Lange |{s,v;}| = [ + g,
mit ¢ € {0,...,k} und [ > 1. Von jedem Knoten v; fiihrt eine Kante {v;,t} der Lénge
[{vi,t}| = € zum Zielknoten t. Die Backtrack-Strategie traversiert nun vom Startknoten s
stets einen kiirzesten Weg 73" (s, t) = (s, v;,t) zum Zielknoten ¢. Erreicht Backtrack einen
Knoten v;, mit i € {0,...,k — 1}, blockiert ein Gegenspieler die Kante {v;,¢}. Dadurch
wird die Backtrack-Strategie k mal zur Riickkehr zum Startknoten s veranlasst. Danach
kann ein Gegenspieler keine weitere Kante blockieren und die Strategie Backtrack erreicht
iiber den freien Pfad w3 (s, t) = (s, vi,t) der Linge |7 (s,t)] = dg,(s,t) =+ ke + ¢
den Zielknoten t. Dies ist der unterste Pfad in Abbildung 3.1. Fiir die hier beschriebenen
Probleminstanzen Py € II summieren sich die Gesamtkosten der Backtrack-Strategie auf
Backtrack(P,) = 2317 [{s,v:}| + (s, vk, t)]. Die Kosten einer optimalen Lisung betragen
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hingegen OPT(Py) = |(s, vg, t)|. Zu jedem 6 > 0 existiert ein € > 0, so dass gilt:

k—1
Backtrack(P,) 2 2 |1 vl D)
OPT(Pk;) |(S7 Vg, t)|

k—1

22(Z+z‘a)+(1+ke+e)

Vke N3dP, e1l:

[+ ke +¢
(2k + 1)1
I+ (k+1)e
> 2k +1—0. (%)

Ungleichung () gilt nicht fiir beliebiges €. Da aber der zuvor angegebene Bruch fiir € \ 0
von unten gegen 2k + 1 konvergiert, konnen wir fiir jedes beliebige 6 > 0 den Wert ¢ klein
genug wéhlen, dass Ungleichung (k) erfiillt ist. Da in obiger Konstruktion [ und demnach
insbesondere OPT(Py) beliebig grofl gewéhlt werden kann, ist nach Lemma 3.1 bewiesen,
dass Backtrack nicht besser als (2k + 1 — §)-kompetitiv ist. Da aulerdem der Wert fiir §
beliebig nah an 0 gewéhlt werden kann, gilt sogar eine untere Schranke von 2k + 1. Wie
nachfolgender Satz zeigt, ist es umgekehrt jedoch nicht moglich, Backtrack zu hoheren
relativen Kosten zu veranlassen.

Satz 3.2. Die Strategie Backtrack ist auf allgemeinen Graphen (2k + 1)-kompetitiv und
nicht c-kompetitiv fir alle ¢ < 2k + 1.

Beweis. Wir zeigen nun, dass keine Graphen existieren, die die Strategie Backtrack zu
einem gréferen kompetitiven Faktor als 2k + 1 zwingen. Es sei II das k-Canadian Traveller
Problem auf allgemeinen Graphen und P € II eine beliebige Probleminstanz. Diese sei
gegeben durch einen ungerichteten, gewichteten Graphen G = (V, E), die Anzahl k € N
der maximal blockierten Kanten sowie Start- und Zielknoten s,t € V. Mit G, := (V| E),
fir i € {0,..,k}, bezeichnen wir den Graphen, in dem die ersten ¢ blockierten Kanten
entfernt sind. Die Kosten, die Backtrack nach Entdecken der k-ten blockierten Kante vom
Startknoten s aus verursacht, seien dg, (s,t). Wegen E; D E;;; ist kein kiirzester Weg von
s nach t in G; langer als ein kiirzester Weg von s nach t in G;,;. Damit lasst sich fiir alle
P € II folgende Ungleichungskette aufstellen: dg(s,t) < dg,(s,t) < ... < dg,(s,t). Da die
Backtrack-Strategie auf maximal k blockierte Kanten treffen kann, bevor t erreicht wird,
ergibt sich aus dieser Argumentation folgende obere Schranke:

VP el Backtrack(P) < 22;:01 deg, (s, t) +dg, (s, 1)
OPT(P) dg, (s, 1)
_ 225 dey(s,1) +dg, (s,1)
o de(S, t)
(2k+1) - dg, (s, )
de(S, Zf)
= 2k + 1.
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g

Nachdem wir den Beweis zu Satz 3.2 fertiggestellt hatten, wurden wir darauf aufmerk-
sam, dass S. Westphal in seiner Arbeit [SWO07], die im Mérz dieses Jahres verfasst wurde,
die gleiche Problemstellung untersucht und ebenfalls oben genanntes Ergebnis vorstellt.

Wir werden in den spéteren Abschnitten dieses Kapitels untersuchen, inwieweit sich
die obere Schranke fiir die Strategie Backtrack herabsetzen ldsst, wenn Einschrankungen
beziiglich der Graphklasse gemacht werden.

3.2.2 Die Strategie Greedy

Abbildung 3.2 veranschaulicht die Konstruktion des im folgenden beschriebenen worst-
case-Szenarios fiir die Strategie Greedy. Es sei II das k-Canadian Traveller Problem auf

blockiert
passierbar

2(k71)] _ 2(1’(71)5

Abbildung 3.2: worst-case-Szenario fiir die Greedy-Strategie auf allgemeinen Graphen

allgemeinen Graphen. Zur Begriindung fiir die Kosten einer unteren Schranke des kompe-
titiven Faktors konstruieren wir zu jedem k£ € N ein entsprechendes worst-case-Szenario
Py.. Eine Probleminstanz Py, ist dabei gegeben durch einen ungerichteten, gewichteten Gra-
phen G = (V| E), eine konstante Anzahl k£ maximal ausfallender Kanten sowie Start- und
Zielknoten s,t € V. Wir bezeichnen mit Greedy(FPy) die Kosten der Greedy-Strategie und
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mit OPT(P;) die Kosten einer optimalen Losung auf einer Instanz Py € 1I bei k ausfal-
lenden Kanten. Die Konstruktion eines worst-case-Szenarios gestalten wir wie folgt: Vom
Startknoten s fiihrt eine Kante {s,t} der Linge |{s,t}| = [ +¢ sowie ein Pfad (s,v1,t) zum
Zielknoten t. Dieser besteht aus einer ersten langen Kante {vg, v}, mit vy := s, der Liange
[{vo, v1}| = [ — € sowie einer zweiten, sehr kurzen Kante {v,t} der Lange |{vy,t}| = €. Die
Strategie Greedy wihlt geméfl ihrer Priferenz den Pfad 7" (s,t) = (vg,v1,t), der um &
kiirzer ist als die Kante {s,t}. Am Knoten v, stellt sich die Kante {v;, ¢} als blockiert her-
aus. Um die Strategie zu moglichst grofien relativen Kosten zu zwingen, konstruieren wir
einen alternativen Pfad (vy, v, t). Die Kosten dieses Pfades wéhlen wir um ¢ kleiner als die
des Pfades (v, v, t), um Greedy zur Traversierung dieses Weges zu veranlassen. Die beiden
Kanten des Pfades (vq, v9,t) haben die Langen [{vy, vo}| = 2] — 2¢ und |{ve,t}| = €, wobei
die Letztere durch einen Gegenspieler blockiert wird. Hierdurch wird Greedy am Knoten
vy zur Berechnung eines neuen kiirzesten Pfades nach ¢ veranlasst. Die Konstruktion des
Graphen fithren wir auf diese Weise analog bis zum Pfad (vg_1, vk, t) fort. Jeder der Pfade
(vi, Vi1, ) besteht aus zwei Kanten der Lange [{v;, viy1}| = 21 —2% und |[{v;11,t}] = &, wo-
bei sich jeweils die Kante {v;;1,t} bei Erreichen des Knotens v;; als blockiert herausstellt.
Nach Ankunft am Knoten v, wurde mit Ausfall der Kante {vg, t} bereits die k-te Blockade
eingesetzt, weshalb kein weiterer alternativer Weg mit ausfallender Kante konstruiert wer-
den kann. Die Greedy-Strategie traversiert nun den Pfad ng;n(vk,t) = (U, Vk—_1, .-, Vo, 1)
und erreicht ihr Ziel. Insgesamt verursacht die Strategie Greedy zum Losen der Proble-
minstanz Py die Kosten Greedy(P;) = 2 Zi:ol {vi, vis1 } + |[{s, t}|. Demgegeniiber stehen
optimale Kosten von OPT(Fy) = |{s,t}|. Wir konnen fiir ein beliebiges § > 0 ein ¢ > 0
angeben, so dass gilt:

k-1
Greedy(FPy) 2 Z;O {vi, visr | + s, 1}

Ve N3IP. e1l: =
’ OPT(P) [{s,1}]

k-1
23°(211—2%) + (I +¢)
i=0

[ +e¢
k-1
> 2) 2416 (+)
=0
= 2" _1-4.

Ungleichung () ist nicht fiir beliebiges ¢ erfiillt. Jedoch konvergiert der zuvor angegebene
Bruch fiir € N\ 0 von unten gegen 22;:01 2¢ + 1, weshalb fiir jedes beliebige 6 > 0 der
Wert ¢ klein genug gewéhlt werden kann, dass Ungleichung (x) erfiillt ist. Da [ beliebig
grof} gewihlt werden kann, gilt diese Ungleichung auch mit einem beliebig groflen Wert
fiir OPT(P;), womit nach Lemma 3.1 eine untere Schranke von 2¥*! — 1 —§ fiir die Stra-
tegie Greedy auf beliebigen Graphen gezeigt ist. Da d beliebig nah an 0 gewé&hlt werden
kann, gilt sogar eine untere Schranke von 2¥+! — 1. Um zu zeigen, dass diese Schranke fiir

die Strategie Greedy auf allgemeinen Graphen scharf ist, miissen wir beweisen, dass kein
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Szenario existiert, das einen héheren kompetitiven Faktor erzwingen kann.

Satz 3.3. Die Strategie Greedy ist auf allgemeinen Graphen (281 —1)-kompetitiv und nicht
c-kompetitiv fiir alle ¢ < 281 — 1.

Beweis. Es sei Il das k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen Graphen. Eine be-
liebige Probleminstanz P € II besteht aus einem ungerichteten, gewichteten Graphen
G = (V,E), einer Konstanten k sowie den Start- und Zielknoten s,t € V. Mit G; be-
zeichnen wir den Graphen, in dem die ersten ¢ € {1, ..., k} ausfallenden Kanten entfernt
wurden. Dann ldsst sich fiir alle P € II folgende Argumentation anwenden: Es sei mit
[ :=dg,(s,t), fiir { > 0, die Linge des kiirzesten Pfades von s nach t in Gy gegeben. Nun
ist der zuriickgelegte Weg der Strategie Greedy vom Startknoten s zu einem Knoten vy in
G, an dem die erste blockierte Kante e; gefunden wird, beschrankt durch dg(s,v;) < [,
da sonst der Zielknoten ¢ bereits vorher erreicht worden wére. Die grofitmogliche Distanz
vom Knoten v; zum Knoten v, ist daher beschrankt durch dg, (v1,v2) < dg, (vi,t) < 21
Diese Distanz kann die Strategie in G; := (V, E \ {e;}) maximal zuriicklegen, bis sie auf
eine weitere blockierte Kante ey trifft. Induktiv ist dann der maximal zuriickgelegte Weg
der Strategie Greedy vom Knoten v; zum Knoten v;1; im Graphen G; beschrankt durch
dg, (vi,viy1) < (29)1. Dann ergibt sich fiir den maximal zuriickgelegten Weg von s zu vy,
bei k blockierten Kanten eine Gesamtdistanz < 37 1(2%)1. Die Kosten dg, (v, t) sind nun
beschrinkt durch Zf;l(Qi)l + 1. Diese obere Schranke ergibt sich aus dem von Greedy zwi-
schen s und vy, zuriickgelegten Weg und den Kosten [, des nach Annahme kiirzesten Pfades
von s nach t in Gy. Die Strategie Greedy erreicht demnach spétestens nach einer Weglédnge
von 2 Zf:ol (29)1 4 1 ihr Ziel. Als obere Schranke fiir den kompetitiven Faktor erhalten wir
schlieBlich:

k=1
Greedy(P) 22, (2)i+1

1=0

OPT(P) =~ l

k—1
=2) 241
=0

=228 —1)+1
2k+1 -1

VP ell:

|

Auch fiir die Greedy-Strategie werden wir in den spéteren Abschnitten dieses Kapitels
untersuchen, inwieweit sich die obere Schranke herabsetzen léasst, wenn Einschrankungen
auf die Graphklasse gemacht werden.
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3.3 Backtrack und Greedy auf speziellen Graphklas-
sen

Wie wir im vorherigen Abschnitt erfahren haben, erhalten wir fiir die Strategien Back-
track und Greedy auf allgemeinen Graphen keine konstanten kompetitiven Faktoren. Fiir
Backtrack konnten wir einen kompetitiven Faktor von 2k + 1 und fiir Greedy einen kom-
petitiven Faktor von 2¢*! — 1 nachweisen. Dabei ist k& € N eine obere Schranke fiir die
Anzahl blockierter Kanten des zugrunde liegenden Graphen. In diesem Abschnitt werden
wir der Frage nachgehen, ob sich die bisherigen Ergebnisse dadurch verbessern lassen, dass
wir die Strategien Backtrack und Greedy auf spezielle Graphklassen anwenden. Wir unter-
suchen, ob die durch bestimmte Graphklassen definierten Einschrénkungen fiir mogliche
Gegenspieler-Strategien Auswirkungen auf die kompetitiven Faktoren von Backtrack und
Greedy haben. Es sei darauf hingewiesen, dass es zum Erhalt der Losbarkeit des k-Canadian
Traveller Problem unerlésslich ist, dass die zugrunde liegenden Graphen Zyklen enthalten.
Wird aus einem zyklenfreien Graphen eine Kante des kiirzesten Pfades vom Startknoten s
zum Zielknoten t entfernt, so wird das Problem unlosbar, da auf Grund der Zyklenfreiheit
keine Ausweichstrecken existieren.

3.3.1 Vollstidndiger Graph

Im Folgenden zeigen wir, dass sich die Ergebnisse von allgemeinen Graphen auf vollstédndige
Graphen iibertragen lassen. Wir betrachten einen ungerichteten, gewichteten vollstédndigen
Graphen G = (V, F) und eine Konstante k, die die Anzahl an maximal ausfallenden Kanten
darstellt.

Definition 3.4. Fin vollstindiger Graph K, ist ein ungerichteter Graph G = (V, E)

ohne Schlingen und Mehrfachkanten mit |V| =n und |E| = (}) = "(”T_l), firn > 1.

Wir konstruieren die Szenarien exakt wie beim allgemeinen Graphen. Die Kanten, die
fehlen, um einen vollstandigen Graphen zu erzeugen, werden hinzugefiigt und mit oo ge-
wichtet. Durch diese Konstruktion werden weder Backtrack, noch Greedy diese Kanten
traversieren und es gelten mit den Ergebnissen der oberen Schranken vom allgemeinen
Graphen fiir die beiden Strategien folgende Korollare:

Korollar 3.5. Die Strategie Backtrack ist auf vollstandigen Graphen (2k + 1)-kompetitiv
und nicht c-kompetitiv fiir alle ¢ < 2k + 1.

Korollar 3.6. Die Strategie Greedy ist auf vollstindigen Graphen (2871 — 1)-kompetitiv

und nicht c-kompetitiv fiir alle ¢ < 281 — 1.

3.3.2 Vollsténdiger (m,n)-Gittergraph

Im folgenden Abschnitt werden wir untersuchen, wie sich die Strategien Backtrack und
Greedy auf vollstandigen (m, n)-Gittergraphen verhalten.
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Definition 3.7. Ein vollstindiger (m,n)-Gittergraph ist ein ungerichteter Graph
G = (V, E) von mn Knoten in der Ebene mit V ={v;; | 1 <i<m, 1 <j<n, i,j €N},
bei dem Kanten der Linge | > 0 zwischen v; ; und vy jo genau dann existieren, wenn i = 1’
und |j —j'| =1 oder j = 5" und |i —i'| = 1.

Abbildung 3.3 zeigt ein Beispiel eines vollstéandigen (m, n)-Gittergraphen. Strukturell er-

n
A
4 N\
1<j<n N
1<i<m
>I’l’l
v,

~/

Abbildung 3.3: Beispiel eines vollsténdigen (m,n)-Gittergraphen

geben sich fiir die zugrunde liegenden Graphen zwei wesentliche Unterschiede. Zum einen
haben alle Kanten die selbe Linge und zum anderen garantiert die Vollstdndigkeit der
Gitterstruktur ein gewisses Reservoir an Ausweichmoglichkeiten, sollte eine Kante des
kiirzesten Pfades vom Startknoten s zum Zielknoten t gesperrt sein. Es stellt sich nun
die Frage, inwieweit unsere beiden Strategien Nutzen daraus ziehen konnen, d.h. die von
allgemeinen Graphen bekannten kompetitiven Faktoren verbessern konnen.

Die Strategie Backtrack

Erinnern wir uns noch einmal an das worst-case-Beispiel der Strategie Backtrack auf allge-
meinen Graphen (vgl. Abbildung 3.1). Dieses Beispiel ist nicht ohne Weiteres auf Gittergra-
phen iibertragbar, da zu Konstruktionszwecken unterschiedliche Kantenléingen verwendet
wurden. Als geeignetes Mittel zur Abschidtzung des kompetitiven Faktors erwies sich das
Einfiihren von Kanten der Lange | +ie, mit [ > 1 und 1 < ¢ < k 4 1. Dabei war k eine
obere Schranke fiir die Anzahl moglicher Blockaden. Hierdurch konnte ein Gegenspieler
die Strategie zu einem maximalen relativen Umweg verglichen mit der optimalen Losung
zwingen und der dabei auftretende kompetitive Faktor konnte auf Grund der fiir € ™\, 0
wegfallenden e-Terme leicht abgeschétzt werden.

Wie in Abbildung 3.4 dargestellt, ist es durch eine einfache Konstruktion méglich, auch
in einem Gittergraphen G = (V, E) bestimmte Léngenverhéltnisse von Kanten zueinander
zu erzeugen. Man stelle sich einen Pfad von Knoten v € V' nach Knoten v € V aus % +1
Kanten der Lange € vor, wobei % € Ny ist. Fiir das Langenverhéltnis der ersten % Kanten
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Abbildung 3.4: Langenverhéltnisse bestimmter Kanten zueinander

zur (1 4 1)-ten Kante des Pfades von u nach v gilt dann

mu )] _z-e 1

ir(v',v)] e €

wobei v’ der direkte Vorgingerknoten von v auf dem Pfad von w nach v ist. Wenn es
fiir die betrachtete Probleminstanz unerheblich ist, ob die Knoten des Pfades von u nach
v zusétzliche Verzweigungen haben, ist es ohne Einschrankung moglich, fiir diesen Pfad
anzunehmen, er bestiinde aus nur zwei Kanten - einer Kante ey := 7 (u, '), mit |e;| = £-e =
1, sowie einer Kante ey := 7(v',v) = {v/, v}, mit |es| = €. Solche Verzweigungen des Pfades
treten bei vollstiandigen (m,n)-Gittergraphen an allen Knoten aufier eventuell den vier
Eckknoten ¢y, ...cy des Gitternetzes auf, da fiir alle v € V' \ {cy, ...c4} gilt: deg(v) € {3,4},
wobei deg(v) den Grad von Knoten v bezeichnet. Wie wir sehen werden, stellt dies fiir
unser Problem keine Einschrénkung dar.

Das heifit, wir konnen das worst-case-Beispiel der Strategie Backtrack fiir allgemeine
Graphen direkt auf vollstdndige (m,n)-Gittergraphen iibertragen. Abbildung 3.5 illus-
triert die Konstruktion. Sei II das k-Canadian Traveller Problem auf vollstandigen (m, n)-
Gittergraphen. Um eine untere Schranke des kompetitiven Faktors fiir die Backtrack-
Strategie zum Losen von Il anzugeben, konstruieren wir fiir jedes k eine Instanz P, € 11
eines worst-case-Szenarios. Gegeben sei ein gewichteter vollstandiger (m,n)-Gittergraph
G = (V,E) mit m = k+1 und n = 1 4 2 sowie einer Knotenmenge V und einer Kanten-
menge £ mit |e| = ¢, fiir alle e € E. Die k+1 Zeilen von G seien gegeben durch die Knoten-
folgen (v11, .., V1n—1,V1.0), s (Vkt1,15 s Ukt1,n—1, Uk+1,)- Die letzte Kante einer i-ten Zeile
bezeichnen wir mit e;, firi € {1, ..., k+1}. Des Weiteren enthalte G zwei ausgewiesene Kno-
ten s:=wv;; € V und t := vy, € V, die Start und Ziel représentieren (vgl. Abbildung 3.5).
Die Strategie Backtrack verfolgt zunichst den Pfad 72"(s,t) = (vi1, .., Vin_1,V1n), also
den kiirzesten Pfad von s nach ¢ in GG. Dabei benutzen wir die oben genannte Konstruktion
und kénnen somit annehmen, dass |(v11, ..., v1,-1)| = 1 und [{vi n_1,v1,}| \, 0, fiir e N\ 0.
Ein Gegenspieler wird nun die im Verhéltnis zum Pfad v 1, ..., v1,—1 sehr kurze Kante e,
blockieren, um den relativen Umweg der Strategie zu maximieren. Wird diese Blockierung
an Knoten vy, festgestellt, so verfolgt die Strategie Backtrack den bis zu diesem Kno-
ten zuriickgelegten Weg in umgekehrter Reihenfolge, bis wieder der Startknoten s erreicht
wird. Die zu diesem Zeitpunkt zuriickgelegte Strecke hat die Lange 2-[(vy 1, ..., v1,,-1)| = 2.
Von s aus wird erneut ein kiirzester Pfad zum Knoten ¢ berechnet, diesmal jedoch auf dem
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Abbildung 3.5: Gegenspieler-Strategie

Restgraphen G, := (V, E'\ {e1}), der aus G durch Entfernen der blockierten Kante e; ent-
steht. Da Backtrack keine eindeutige Strategie ist, ist zwar der Pfad 7" (s, t) selbst nicht
eindeutig, jedoch seine Lénge, und es ist unausweichlich, dass der Pfad iiber die Kante
es nach t fithrt. Da ey fiir die Backtrack-Strategie ohnehin die ungiinstigste Stelle fiir eine
Blockade ist, entsteht durch die Mehrdeutigkeit des Pfades ng“(s, t) fiir einen Gegenspieler
kein Nachteil. Die Strategie Backtrack stellt die Blockade erst bei Erreichen des Knotens
Vg n—1 fest und geht iiber einen kiirzesten Pfad zuriick zum Startknoten. Dieser Vorgang
wiederholt sich k mal, wobei k£ die maximale Anzahl blockierter Kanten ist. Pro blockierter
Kante entstehen dabei Kosten von > 2. Die Strategie Backtrack findet also erst im (k+1)-
ten Schritt den kiirzesten freien Weg von s nach ¢ in G. Seien Backtrack(Fy) die Kosten
fiir Backtrack beim Losen der Probleminstanz P, dann gilt fiir alle P, € 1I:

Backtrack(Py) =2 (1+41ie)+ke+1+¢e+ ke

kol
—_

2k + 1+ (K +k+ e

o

Seien OPT(Py) die Kosten einer optimalen Losung der Probleminstanz Py. Der kiirzeste
freie Weg von s nach t in G entspricht dem kiirzesten Weg von s nach ¢ in Gy := (V, E'\

{e1, ., ex}), also z. B. 7?8,1“(5%) = (V1,1, V2,1, -+, Vb4 1,15 -+ Ukt 1n—15 Vb4 1y Vkyny o VL) FUT
die Kosten einer optimalen Lésung gilt demnach fiir alle Py, € II:

OPT(P,) =ke+1+ec+ke
=14 (2k + 1)e.
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Fiir jedes 6 > 0 konnen wir € > 0 so wahlen, dass fiir die betrachteten Probleminstanzen

2k +1+ (K2 +k+1)e

>2 1—
T+ ke ST (*)
Backtrack(Py,)
>2k+1—-90
oPT(P) -~ 7
= Backtrack(P;) > (2k+ 1 —0) - OPT(F). (%)

Die Ungleichung (x) gilt nicht fiir beliebiges €. Weil aber der Bruch auf der linken Seite fiir
£\, 0 gegen 2k 4+ 1 konvergiert, konnen wir fiir beliebiges vorgegebenes § > 0 den Wert
e klein genug wihlen, so dass die Ungleichung () erfiillt ist. In Ungleichung (#x*) kénnen
wir alle Py so wéhlen, dass OPT(Py) beliebig grofi wird. Dazu skalieren wir einfach alle
Kantengewichte mit demselben groflen Faktor. Nach Lemma 3.1 ist also bewiesen, dass
Backtrack auf vollstindigen (m,n)-Gittergraphen nicht besser als (2k + 1 — §)-kompetitiv
ist. Da wir fiir 6 einen Wert beliebig nah an 0 wahlen kénnen, erhalten wir fiir den kompe-
titiven Faktor eine untere Schranke von 2k 4 1. Da die hier gezeigte untere Schranke mit
der oberen Schranke aus Kapitel 3.1.1 iibereinstimmt und Gittergraphen ein Spezialfall
allgemeiner Graphen sind, erhalten wir:

Korollar 3.8. Die Strategie Backtrack ist auf vollstindigen (m,n)-Gittergraphen (2k+1)-
kompetitiv und nicht c-kompetitiv fir alle ¢ < 2k + 1.

Wir erhalten also fiir die Strategie Backtrack auf vollstandigen (m, n)-Gittergraphen den-
selben kompetiven Faktor wie auf allgemeinen Graphen. Das iiberrascht nicht, schliellich
konnten wir das worst-case-Beispiel direkt auf Gittergraphen iibertragen und von allgemei-
nen Graphen abweichende Wegkosten fallen asymptotisch betrachtet nicht ins Gewicht. Aus
der Tatsache, dass alle Kanten eines vollstandigen (m,n)-Gittergraphen die selbe Lénge
haben, kann die Strategie Backtrack keinen Nutzen ziehen. Auch die Vollstandigkeit der
Gitterstruktur und die daraus resultierende Vielzahl an Ausweichmoglichkeiten im Fal-
le von Kantenausfillen wird durch die Strategie nicht ausgenutzt. Das Problem ist, dass
Backtrack immer zum Startpunkt s zuriickkehrt, sobald eine blockierte Kante auf den Pfad
T (s,t), mit 0 < ¢ < k — 1, festgestellt wird. Die Méglichkeit, sich dem Zielknoten ¢ be-
reits ein Stiick gendhert zu haben, wird von der Strategie auler Acht gelassen, obwohl bei
vollstandigen (m, n)-Gittergraphen an jedem Knoten gute Chancen bestehen, einen alter-
nativen Pfad nach ¢ zu finden, der nicht den Riickweg iiber s beinhaltet und daher kiirzer
sein konnte.

Die Strategie Greedy

Wir betrachten wieder vollstandige (m,n)-Gittergraphen G' = (V, E), mit m,n € N5 so-
wie Start- und Zielknoten s,¢ € V. Rein intuitiv liegt die Vermutung nahe, dass sich fiir die
Strategie Greedy auf vollsténdigen (m,n)-Gittergraphen der von allgemeinen Graphen be-
kannte kompetitive Faktor von 2¥+! —1 verbessert. SchlieBlich berechnet Greedy direkt nach
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Auffinden einer blockierten Kante einen neuen kiirzesten Weg zum Zielknoten, ohne vorher
zu s zuriickzukeheren. Dieses strategische Verhalten unterstiitzt ein vollstandiger (m,n)-
Gittergraph dadurch, dass alle Knoten, auler den vier Eckknoten ¢, ..., ¢, des Gitternetzes,
einen Knotengrad > 3 haben, also fiir alle v € V' \ {cy, ..., cs} deg(v) € {3,4} gilt, wobei
deg(v) den Grad von Knoten v bezeichnet. Ein Knotengrad > 3 bedeutet fiir die Greedy-
Strategie, dass bei Erreichen eines Knotens v stets mindestens eine Ausweichmoglichkeit
besteht, falls v inzident zu einer blockierten Kante des zu diesem Zeitpunkt kiirzesten be-
kannten Pfades von s nach t ist und keine weitere von v ausgehende Kante blockiert ist.
Dabei ist der Pfad, iiber den v betreten wurde, hier nicht beriicksichtigt. Die Chancen ste-
hen also nicht schlecht, dass die Greedy-Strategie in einer solchen Situation Nutzen aus der
Tatsache ziehen kann, sich moglicherweise dem Ziel bereits ein Stiick genédhert zu haben.
Entgegenkommen konnte der Strategie Greedy auch die zweite strukturelle Besonderheit
von vollstandigen (m,n)-Gittergraphen: Fiir alle ey,es € E ist |e;] = |ez|, d.h alle Kan-
ten des Graphen haben die gleiche Linge. Diese Eigenschaft konnte einem Gegenspieler
Schwierigkeiten beim Maximieren der Umwege bereiten. Bei Backtrack war es moglich,
vollsténdige (m,n)-Gittergraphen zu konstruieren, bei denen unter Beriicksichtigung der
verwendeten Strategie beliebige Léngenverhéltnisse fiir bestimmte Kanten zueinander an-
genommen werden konnten (vgl. Abbildung 3.4). Bei Greedy ist das nicht mehr moglich,
da diese Strategie von einem Knoten v, an dem sich der aktuelle Pfad als blockiert heraus-
stellt, stets direkt einen neuen kiirzesten Weg zum Zielknoten berechnet und nicht, wie die
Backtrack-Strategie, einen festen Referenzpunkt ansteuert. Greedy versucht zur Berech-
nung einer alternativen Route eventuelle Abzweigungen der Knoten des blockierten Pfades
zu nutzen, die, wie bereits gesehen, an fast allen Knoten existieren.

Im Folgenden beschreiben wir ein Szenario, in dem ein Gegenspieler die Greedy-Strategie
auf vollstandigen (m, n)-Gittergraphen zu grofien relativen Umwegen zwingt. Das Szenario
ist so angelegt, dass kiirzeste Wege zwischen zwei Knoten nicht eindeutig sind. Damit ein
Gegenspieler das Verhalten der Greedy-Strategie voraussagen und somit groffe Umwege
erzwingen kann, legen wir eine Regel fest, nach der die Strategie kiirzeste Wege verfolgt,
falls diese nicht eindeutig sind. Wir benutzen an dieser Stelle die Linke-Hand-Regel, um
Greedy zu einer eindeutigen Strategie zu machen. Diese aus der Roboterbewegungsplanung
stammende Regel besagt, dass in jedem Explorations-Schritt entlang eines kiirzesten Pfades
ein Schritt nach links einem Schritt geradeaus und ein Geradeausschritt einem Schritt nach
rechts bevorzugt wird. Geradeaus bezeichne dabei die aktuelle Explorationsrichtung. Diese
kénnen wir uns anschaulich als Blickrichtung oder Richtung des letzten Schrittes vorstellen.
Initial sei die Explorationsrichtung so gew#hlt, dass sie einem moglichen kiirzesten Pfad
vom aktuellen Standpunkt zum Zielknoten entspricht. Ein Beispiel zeigt Abbildung 3.6.
Dort existieren zwei kiirzeste Pfade 7"%(s,t) := (s,vy,t) und m%(s,t) := (s,v9,t) von
s nach t. Ganz gleich welcher kiirzeste Pfad der initialen Explorationsrichtung entspricht,
wird die Greedy-Strategie nach der Linke-Hand-Regel dem Pfad 7""(s,t) folgen. Ist die
initiale Blickrichtung von s nach vy, so folgt die Greedy-Strategie 7" (s, ), da in Richtung
der linken Hand kein alternativer kiirzester Pfad zum Knoten ¢ existiert. Ist die initiale
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T (s,0) = (5,v,,0)

ng’in(s,t) =(8,v,,1)

v, 4

Abbildung 3.6: Beispiel Linke-Hand-Regel

Blickrichtung von s nach vs, so folgt die Strategie ebenfalls dem Pfad " (s, ), da dieser
links der aktuellen Blickrichtung liegt und somit einem Geradeausschritt bevorzugt wird.

Sei II das k-Canadian Traveller Problem auf vollstdndigen (m,n)-Gittergraphen. Um
eine untere Schranke des kompetitiven Faktors fiir die Greedy-Strategie zum Losen von 11
anzugeben, konstruieren wir fiir jedes k eine Instanz Py € II, in der Greedy, relativ zur op-
timalen Losung, groBe Kosten verursacht. Gegeben sei ein gewichteter vollstandiger (m,n)-
Gittergraph G = (V,E) mit m =2, n > k+ 1 > 2 und |e| = 1, fiir alle e € E. Die m = 2
Zeilen von G seien gegeben durch die Knotenfolgen (vy 1, ..., v1,,) sowie (vg1, ..., V2,,). Start
und Ziel seien die Knoten s :=wv;; € V und t := v95 € V. Waagerechte Kanten zwischen
zwei Knoten v; ; und v; j+1 bezeichnen wir mit w; ;, firi € {1,2} und j € {1, ...,n—1}. Senk-
rechte Kanten zwischen zwei Knoten v; ; und vs ; bezeichnen wir mit s;, wobei j € {1, ...,n}.
Den Graphen, in dem die ersten ¢ € {1,...,k} blockierten Kanten entfernt sind, bezeich-
nen wir mit G;. Alle eingefiihrten Bezeichnungen sind in Abbildung 3.7 dargestellt. Die

n=>k+1

Abbildung 3.7: Veranschaulichung eingefiihrter Bezeichnungen

nachfolgend beschriebene Gegenspieler-Strategie ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Dort gel-
ten die gleichen Bezeichnungen wie in Abbildung 3.7, diese sind jedoch aus Griinden der
Ubersichtlichkeit nicht eingezeichnet. Auf Grund der Linke-Hand-Regel versucht die Stra-
tegie Greedy von s auf dem kiirzesten Pfad 72" (s,t) = (v1,1,v19,V22) zu t zu gelangen.
Diesen Pfad blockiert ein Gegenspieler an der Kante s5. Diese Blockade zwingt die Greedy-

min

Strategie dazu, einen neuen kiirzesten Pfad 75" (v12,t) = (v1,2,v1,3, V2,3, V2,2) Von vy zZu t
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n>k+1

A

~

} m=2

Abbildung 3.8: Gegenspieler-Strategie

1=v,,

in Gy = (V, E'\ {s2}) zu berechnen. Diesen Pfad blockiert ein Gegenspieler an der Kante
s3 und Greedy muss erneut einen kiirzesten Pfad berechnen, diesmal von v; 3 nach ¢ in Gy
oder kurz 7'('2?(1)173, t) = (v1,3,V14,V24, V23, V22). Diese Strategie setzt ein Gegenspieler so-
lange fort, bis alle Kanten s,, ..., s blockiert sind und nur noch eine letzte Blockade durch
einen Gegenspieler gesetzt werden darf. Die Greedy-Strategie ist dann an Knoten vy, an-
gekommen und berechnet einen kiirzesten Weg ngi:(vm,t) = (V1ky VL kt1, V2t 1y -oes V22)
vom aktuellen Standort zu ¢t in Gj_1, da ﬂ?}i‘;(vl,k_l, t) an sy blockiert ist. Um den Umweg
durch die k-te Blockade noch einmal zu maximieren, setzt ein Gegenspieler diese auf Kante
wa 2. Die Greedy-Strategie erféhrt davon erst bei Erreichen des Knotens v, 3 und muss somit
einen letzten kiirzesten Pfad ngi“(vz,g,t) = (V2,3 «ey U215 V1 g1y -y V1.1, V2.1, U2,2) VOLL Vg3
nach t in Gy, berechnen. Dieser Pfad fithrt die Greedy-Strategie schliellich zum Ziel, da das
Maximum von k£ Kantenblockaden bereits eingesetzt wurde. Es sei darauf hingewiesen, dass
keine der ersten k£ Berechnungen der kiirzesten Wege vom jeweils aktuellen Standort nach
tin G, Gy, ..., Gi_1 eindeutig ist. Die oben beschriebene Auswahl trifft Greedy auf Grund
der Linke-Hand-Regel. Dabei gelingt es einem Gegenspieler, die Greedy-Strategie mit jeder
der ersten k — 1 Blockaden weiter vom Zielknoten t zu entfernen. Die k-te Blockade sorgt
abschlielend noch fiir eine Verdopplung des durch die ersten & — 1 Blockaden erzeugten
Umwegs. Seien Greedy(FPy) die Kosten fiir den von Greedy beim Losen der Probleminstanz

Py zuriickgelegten Weg, dann gilt fiir alle P, € II, mit k£ > 1:
Greedy(FPy) = 4k.

Optimal wére es, direkt den kiirzesten freten Weg von s nach ¢ in G zu benutzen. Dies ist
der Pfad ngin(s, t) = (v11,v21,022). Seien OPT(FP;) die Kosten dieser optimalen Losung.
Dann gilt fiir alle P, € II:

OPT(Py) = 2.
Wir haben also gezeigt, dass fiir die betrachteten Probleminstanzen Py, mit k > 1, gilt:
Greedy(P;) = 4k (%)
=2k-2

=2k - OPT(P,).
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Weil wir hier eine untere Schranke betrachten, ist nicht ausgeschlossen, dass Problemin-
stanzen existieren, fiir die in Zeile () sogar ,,>* statt ,,=“gilt. Fiir die von uns betrachteten
Instanzen P, konnen wir die Greedy-Kosten jedoch exakt abschétzen und schreiben dem-
zufolge ,=* statt statt ,>“. Wir konnen alle P so wihlen, dass OPT(P) beliebig gro8
wird. Dazu skalieren wir einfach alle Kantengewichte mit demselben grofien Faktor. Nach
Lemma 3.1 ist also bewiesen, dass Greedy nicht besser als 2k-kompetitiv ist. Damit haben
wir eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor der Greedy-Strategie bei Anwendung
der Linke-Hand-Regel auf vollstéindigen (m,n)-Gittergraphen angegeben. Folgender Satz
fasst das Ergebnis noch einmal zusammen:

Satz 3.9. Die Strategie Greedy ist auf vollstindigen (m,n)-Gittergraphen bei Anwendung
der Linke-Hand-Regel nicht besser als 2k-kompetitiv. Nach Kapitel 3.2.2 ist der kompetitive
Faktor héchstens 281 — 1.

Analog zur hier angewandten Linke-Hand-Regel, wéire es auch moglich, eine Rechte-
Hand-Regel zu definieren. Das oben gezeigte FErgebnis wiirde sich hierdurch nicht
veriandern, da die Argumentation bis auf Symmetrie identisch wére. Wichtig ist nur, dass
einem Gegenspieler im Vorfeld bekannt ist, welche Regel die Greedy-Strategie anwendet,
falls kiirzeste Wege nicht eindeutig sind.

Obwohl wir nicht wissen, ob Greedy auf vollstandigen (m,n)-Gittergraphen tatséchlich
2k-kompetitiv ist, so liegt die Vermutung doch nahe, dass der kompetitive Faktor von
2k 1 fiir Greedy auf allgemeinen Graphen deutlich unterschritten wird. Moglicherweise
ist die Greedy-Strategie im worst-case auf vollstandigen (m, n)-Gittergraphen sogar etwas
schneller als die Backtrack-Strategie, fiir die wir in Korollar 3.8 bewiesen haben, dass 2k+1
der bestmogliche kompetitive Faktor ist.

Bei dem Versuch eine obere Schranke von 2k fiir den kompetitiven Faktor zu zeigen,
scheiterten jedoch verschiedene Beweisansitze. Ein vielversprechender Ansatz basierte auf
der Annahme, dass Greedy auf vollstdndigen (m,n)-Gittergraphen jede Kante hochstens
zweimal betritt. Es stellte sich jedoch heraus, dass folgender Satz gilt:

Satz 3.10. Auf wvollstindigen (m,n)-Gittergraphen ezistieren Szenarien, in denen die
Greedy-Strategie eine Kante beliebig oft besucht.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir eine gerade Anzahl von Kantenbesuchen.
Es seien ¢ € N eine beliebige Zahl, G = (V, E) ein vollstandiger (m,n)-Gittergraph mit
m > 272 — 3 n > 272 — 4§ sowie s,t € V. Fiir alle e € E sei |e] = 1. Mit G’ :=
(V, E") bezeichnen wir den Graphen, in dem alle Ausfallkanten fehlen. Wir konstruieren
das Szenario wie in Abbildung 3.9 dargestellt. Dort sind zudem alle relevanten Konten sowie
deren Koordinaten angegeben, wobei der Knoten ¢ den Ursprung definiert. Die Koordinaten
sind an einer spéteren Stelle dieses Beweises von groflerer Bedeutung, weshalb wir dann
noch einmal genauer darauf eingehen werden. Die Farbe einer Blockade (schwarz oder blau)
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Abbildung 3.9: 2¢ Besuche der roten Kante
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ist zunéchst ebenfalls nicht relevant - in beiden Fillen steht die betreffende Kante nicht zur
Verfiigung. Am Ende des Beweises kommen wir auf die Farbgebung noch einmal zuriick.
Start- und Zielknoten befinden sich in derselben Spalte von G und haben den Abstand
dg(s,t) = 2772 — i — 4. Auf ihrem Weg von s nach ¢ entdeckt die Greedy-Strategie an jedem
Knoten eine neue blockierte Kante, es sei denn sie befindet sich an dem Knoten einer
Kante, die in eins der insgesamt ¢ vielen Locher Ly, ..., Ly fithrt. Die Knoten in den Lochern
bezeichnen wir mit I;,...,[; € V. Das Loch L; bemerkt Greedy bereits am Startknoten.
Das Loch Ly bemerkt Greedy, nachdem genau |l; 1| = 2i+2 _ j — 7 Schritte von s nach ¢
zuriickgelegt wurden, denn es gilt:

Iy [j] == 2712 — j — 7, fiir alle j € {1,...,4}.
Der Abstand zwischen zwei Lochern L;_y, L; im Graphen G betrigt:
i1 L] =271 — 1, fiir alle j € {2,...,i}.

Die eingefithrten Weglidngen lassen sich anhand der Abbildung 3.9 nachvollziehen. Der
Pfad 7&"(s,t), dem Greedy zu Beginn von s nach t folgt, wird erst an Knoten uy € V
unterbrochen, da sich dort die Kante {us,t} als blockiert herausstellt. Die in Abbildung 3.9
rot eingefirbte Kante e := {uy, us} wurde zu diesem Zeitpunkt das erste Mal iiberquert.
Die Greedy-Strategie folgt nun dem Pfad (us, ..., w,t) iiber den Knoten w € V', denn ihr
ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht bekannt, dass die Kante {w,t} ebenfalls blockiert ist.
Beginnend in w berechnet Greedy nach jedem Schritt einen neuen kiirzesten Pfad nach
t, da sich dieser mit Entdecken jeder neuen Blockade éndert. Das setzt sich solange fort,
bis Greedy den Knoten s; € V' erreicht und feststellt, dass eine Sackgasse betreten wurde.
Wie in Abbildung 3.9 dargestellt, besteht das Szenario aus insgesamt i vielen Sackgassen
S1, ..., S; mit jeweils folgender Léange:

|S;] =292 — j — 3, fiir alle j € {1,...,i}.
Es sei
TG 1= (S, ey Wy ooy U, U,y sy Uy oy T)

der von Greedy nach Erreichen des Knotens s; angenommene kiirzeste Pfad von s; nach ¢
iiber die Kante e und

TS, = (S, Vjy ey t)

der von Greedy nach Erreichen des Knotens s; angenommene kiirzeste Pfad von s; nach
t, der nicht iiber die Kante e fithrt. Entscheidend dafiir, dass Greedy nach Verlassen der
Sackgasse S ein zweites Mal die Kante e passiert, ist also:

75, < 75

Wir werden spéter zeigen, dass fiir alle j € {1, ...,i} gilt:

75| < Img']. (%)
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Aus diesem Grund folgt Greedy dem Pfad Wfsfll = (81, ey Wy oy Uy Uy o.vy l1, .oy ) Mach ¢ und
iiberquert die Kante e ein zweites Mal. Mit Erreichen des Knotens [y stellt Greedy aber
fest, dass der Pfad ﬂfgnl blockiert ist. Es sei

in ._
7TLj = (l], ey U, Ug, ...,w,...,vj,...,t)

der von Greedy nach Erreichen des Knotens /; angenommene kiirzeste Pfad von [/; nach ¢

iber die Kante e und
out

7TLJ, = (l], ceey ljJrl, ,t)
der von Greedy nach Erreichen des Knotens [; angenommene kiirzeste Pfad von [; nach
t, der nicht iiber die Kante e fithrt. Entscheidend dafiir, dass Greedy nach Verlassen des
Lochs L; ein drittes Mal die Kante e passiert, ist also:

7L, | < Im gy

Wir werden gleich zeigen, dass fiir alle j € {1,...,7 — 1} gilt:
7| < |mgl. (%)

Aus diesem Grund folgt Greedy zunichst dem Pfad 7riL“1 = (l1, ey U1, Uy ooy W, oy VY, ooy T)
nach ¢ und iiberquert die Kante e ein drittes Mal. Nachdem die Greedy-Strategie feststellt,
dass dieser Pfad erneut blockiert wird, folgt sie mit gleicher Begriindung wie zuvor bereits
in 7 dem Verlauf der Sackgasse Sy, bis sie den Knoten s, erreicht. Auf diese Weise passiert
Greedy die Kante e genau 2i mal, bevor ¢ erreicht wird - einmal auf dem Pfad 73" (s, ),
1 mal nach Verlassen der Sackgassen S, ..., S; sowie ¢ — 1 mal nach Verlassen der Locher
Ly, ....,L;_4.

Bleibt noch zu zeigen, dass die Ungleichungen (%) und (**) tatséchlich gelten. Fiir die
relevanten Knoten definieren wir zunéchst folgende Koordinaten, vergleiche Abbildung 3.9:

o t:=(0,0)

o w:=(1,0)
o uy:=(0,1)
o uy:=(0,2)

o ;= (—1,212— j —4)
o 5;:=(—(2"—j—3),—))

o v :=(sj,— 1,85, —1)
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Dabei bezeichnen s;, die z-Koordinate und s;, die y-Koordinate von Knoten s;. Analog
dazu gibt in den nachfolgenden Umformungen [;, die y-Koordinate des Knotens /; an. Den
Graphen, in dem der Greedy-Strategie alle ausfallenden Kanten, die bis zum Besuch des j-
ten Lochs (also bis zum Besuch von Knoten [;) entdeckt wurden, bekannt sind, bezeichnen
wir mit G; := (V, E;). Die Korrektheit von (x) begriindet sich fiir j = 1 wegen

: !
75, | < |7
=

!
dG/(Sl, U)) + dG/(w, ll) + dg(ll, t) < dG/(sl, Ul) + dg(vl, t) Vgl Abb. 3.9
=

!
(|10l + 1+ + 2+ [liy)) + (Jliyl +1) < (2812 +4) + (1 +2+|s1.]) vel. Abb. 3.9
<~

!
2/l1,y| < 2|51 +2 Umformung
=
!
22177 —1—-4) < 2(2""? -1 -3) +2 Werte einsetzen
=
0<4 /

und wie folgt fiir alle j € {2, ...,i}:
in ! out
[mg | < |78,
=

!
dG/(sj,w) + dG/(w, l]) + de,l (lj,t) < dG/(Sj,Uj) + dg<1}j,t) vgl. Abb. 3.9
=

!
([8jel + 14+ 7) + 2+ Liy]) + (1liy] +3) < (2sj] +4) + (5 +2+[sj.]) vel. Abb. 3.9

=
!
2/Ly| < 2|554] Umformung
=
222 — j —4) < 2(22 - j = 3) Werte einsetzen
=

0<2
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Die Korrektheit von (xx) ldsst sich fiir alle j € {1,...,7 — 1} folgendermafien belegen:

. !
ARSI

=
!
dGl(lj, UJ) + dG/(U}, Uj) + dG(’Uj, t) < dGl(lj, lj+1) + de (lj+1,t) Vgl Abb. 3.9

=

!

(Gl +2) + G +3+ 552D + (G +2+[sj2]) < @+ L1yl = 1))

+ (|lj11,4] +3) vgl. Abb. 3.9
=
!
2850 + 25 +2 < 2/lj41,y| — 2|y Umformung
=

2V 3) 4242 <2V (j 1) —4)
—2(272 —j —4) Werte einsetzen
&
0<2

Somit kénnen wir fiir alle ¢ € N ein Szenario angeben, in dem die Greedy-Strategie eine
Kante 2¢ mal passiert.

Um den Beweis von Satz 3.10 zu vervollstindigen, miissen wir noch zeigen, dass sich
ebenso fiir alle 7 € N ein Szenario angeben lésst, in dem die Greedy-Strategie eine Kante
27 — 1 mal passiert. Das erreichen wir, indem wir in dem Szenario aus Abbildung 3.9 den
letzten Sackgassenkorridor S; 6ffnen. In dem daraus resultierenden Szenario ist die Anzahl
der Kantenbesuche von e genau 2i — 1, also ungerade.

Insgesamt ist damit gezeigt, dass wir stets ein Szenario angeben konnen, in dem die
Greedy-Strategie eine Kante beliebig oft besucht - unabhéngig davon, ob die Anzahl der
Kantenbesuche gerade oder ungerade ist. Daraus folgt die Korrektheit von Satz 3.10. Die
angegebene Konstruktion bedarf allerdings exponentiell vieler Blockaden.

Abschlielend sei erwéhnt, dass die in Abbildung 3.9 blau dargestellten Blockaden aus-
schlieBlich verwendet werden, damit alle von der Greedy-Strategie zuriickgelegten Wege
eindeutig sind. Wiisste ein Gegenspieler, dass Greedy nach der Linke-Hand-Regel verfahrt,
falls kiirzeste Wege nicht eindeutig sind, so konnte auf alle blauen Blockaden verzichtet
werden. Da in dem Szenario durch Verwendung der blauen Blockaden alle von Greedy
zuriickgelegten Pfade stets eindeutig sind, gilt Satz 3.10 unabhéngig von der fiir Greedy
gewdhlten Richtungspriferenz im Fall mehrdeutiger kiirzester Wege.

g
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Zum Abschluss dieses Abschnitts sei noch einmal darauf hingewiesen, dass sich Satz 3.9
nicht auf Greedy im Allgemeinen bezieht. Die Aussage gilt nur, wenn Greedy um die Linke-
Hand-Regel erweitert wird, so dass wir eine eindeutige Strategie erhalten. Dadurch kann ein
Gegenspieler jeden Schritt von Greedy voraussagen und im Rahmen seiner Mdoglichkeiten
entsprechend darauf reagieren.

Obwohl es den Anschein hat, dass die Linke-Hand-Regel die Greedy-Strategie nicht nen-
nenswert einschrankt, féllt es ohne diese Regel deutlich schwerer ein Szenario zu finden, in
dem Greedy einen dhnlich hohen kompetitiven Faktor hat. Mit Il bezeichnen wir wieder
das k-Canadian Traveller Problem auf vollstindigen (m,n)-Gittergraphen, wobei k eine
obere Schranke fiir die Anzahl ausfallender Kanten angibt. Um eine untere Schranke des
kompetitiven Faktors anzugeben, konstruieren wir wieder fiir jedes k eine Instanz P, € II
eines worst-case-Szenarios. Abbildung 3.10 zeigt eine leicht modifizierte Form des Szenarios
aus Abbildung 3.8. Ausfallende Kanten sind dort so gewéhlt, dass von Greedy berechne-

Vi, Vi =9 Vi Vikn

vz,k+1
Abbildung 3.10: eindeutige kiirzeste Wege der Greedy-Strategie

te kiirzeste Wege stets eindeutig sind. Es sei G = (V| E) ein gewichteter vollstandiger
(m,n)-Gittergraph, mit m = 2 und n > k+ 1 > 4 sowie |e| = 1, fiir alle e € E. Den
Knoten der i-ten Zeile und j-ten Spalte von G bezeichnen wir mit v;; € V. Start und
Ziel seien die Knoten s := v;5 und t := vy 3. Die Greedy-Strategie folgt nun dem Pfad
(Sy ooy VL1 V2ot 1y ooy U245 <5 V2 it 15 ULkt 15 -, V1,15 U215 -, t) und verursacht dabei fiir alle
P, € 11, mit k£ > 3, die Kosten:

Greedy(Py) =2(k—1+1+k—3)+4
=4k — 2.
Optimal wére hingegen der Pfad (s,v11,v21, ..., t), der fiir alle P, € II, mit £ > 2, folgende

Lange hat:
OPT(F) = 4.

Wir haben also gezeigt, dass fiir die betrachteten Probleminstanzen Py, mit k > 3, gilt:

Greedy(Py) = 4k — 2

= (k=) 4

= (k- %) - OPT(P,).
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Wir kénnen auch hier wieder durch Skalierung der Kantengewichte alle P, so wahlen, dass
OPT(P) beliebig grofl wird und haben damit nach Lemma 3.1 bewiesen, dass Greedy nicht
besser als (k — %)—kompetitiv ist. Hiermit haben wir eine untere Schranke fiir den kom-
petitiven Faktor der Greedy-Strategie auf vollstandigen (m,n)-Gittergraphen angegeben.
Folgender Satz fasst das Ergebnis noch einmal zusammen:

Satz 3.11. Die Strategie Greedy ist auf vollstindigen (m,n)-Gittergraphen fir alle k > 3

nicht besser als (k — %)—kompetitiv. Nach Kapitel 3.2.2 ist der kompetitive Faktor hochstens
2k+1 —1.

Diese Aussage gilt im Unterschied zu Satz 3.9 fiir Greedy im Allgemeinen, also auch dann,
wenn ein Gegenspieler nicht weifl; wie Greedy verfihrt, wenn kiirzeste Wege nicht eindeutig
sind. Auch wenn Satz 3.11 keine Aussage iiber eine obere Schranke trifft, ist zu vermuten,
dass die Linke-Hand-Regel fiir Greedy moglicherweise eine gréflere Einschrankung darstellt,
als zu Beginn vielleicht angenommen.

3.3.3 Allgemeiner (m,n)-Gittergraph

Im vorherigen Abschnitt 3.3.2 haben wir uns mit den Strategien Backtrack und Greedy
auf vollstdndigen (m,n)-Gittergraphen beschéftigt. Diese Graphklasse zeichnet sich u. a.
dadurch aus, dass zwei Knoten genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn sie
in derselben Zeile oder derselben Spalte benachbart sind, vergleiche Definition 3.7 sowie
Abbildung 3.3. Lockern wir diese Eigenschaft und verlangen nur noch, dass zwei Knoten
durch eine Kante verbunden sein kénnen, wenn sie in derselben Zeile oder derselben Spalte
benachbart sind, so sprechen wir von allgemeinen (m, n)-Gittergraphen.

Definition 3.12. Fin allgemeiner (m,n)-Gittergraph ist ein ungerichteter Graph
G = (V, E) von mn Knoten in der Ebene mit V ={v;; | 1 <i<m, 1 <j<n, i,j € N},
bei dem Kanten der Linge | > 0 zwischen v; j und vy ji existieren konnen, wenn ¢ =i’ und
l7—7|=1oderj=j und|i—1|=1.

Abbildung 3.11 zeigt ein Beispiel eines allgemeinen (m,n)-Gittergraphen. Von den auf
Seite 47 genannten strukturellen Besonderheiten gegeniiber allgemeinen Graphen bleibt
also nur noch die Eigenschaft, dass alle Kanten die gleiche Lénge haben. Was das fiir die
Strategien Backtrack und Greedy bedeutet, werden wir in diesem Abschnitt beschreiben.

Die Strategie Backtrack

Das Verhalten hinsichtlich des kompetitiven Faktors der Strategie Backtrack auf allge-
meinen (m,n)-Gittergraphen ist nach Abschnitt 3.3.2 trivial. Da vollstindige (m,n)-
Gittergraphen einen Spezialfall allgemeiner (m, n)-Gittergraphen darstellen, eignet sich das
dort angegebene worst-case-Szenario fiir die untere Schranke auch uneingeschrankt fiir die
jetzige Problemstellung. Dass kein Szenario einen hoheren kompetitiven Faktor erzwingen
kann, folgt aus Kapitel 3.1.1. Daraus ergibt sich folgendes Korollar:
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Abbildung 3.11: Beispiel eines allgemeinen (m,n)-Gittergraphen

Korollar 3.13. Die Strategie Backtrack ist auf allgemeinen (m,n)-Gittergraphen (2k+1)-
kompetitiv und nicht c-kompetitiv fir alle ¢ < 2k + 1.

Die Strategie Greedy

Wie wir sehen werden, gilt fiir die Greedy-Strategie auf allgemeinen (m,n)-Gittergraphen
der gleiche kompetitive Faktor wie auf allgemeinen Graphen. Das in Abbildung 3.12 ange-
gebene worst-case-Szenario ist bis auf einige konstruktionsbedingte Eigenschaften, die auf
Grund der Gitterstruktur notig sind, analog zu dem aus Kapitel 3.2.2 bekannten Szenario.

Sei IT das k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen (m, n)-Gittergraphen. Um eine
untere Schranke des kompetitiven Faktors fiir die Greedy-Strategie zum Losen von II an-
zugeben, konstruieren wir fiir jedes k eine Instanz Py € Il eines worst-case-Szenarios. Die
in Abbildung 3.12 dargestellten Probleminstanzen P, seien gegeben durch einen gewichte-
ten allgemeinen (m, n)-Gittergraphen G = (V, E) mit m = 2k und n = £—==2"Tete 4 |
sowie einer Knotenmenge V' und einer Kantenmenge F mit |e|] = ¢ > 0, fiir alle e € F
und % € Nyg. Mit s,t € V bezeichnen wir Start- und Zielknoten. In Abbildung 3.12
besteht jede gepunktete Kante in Wirklichkeit aus vielen einzelnen Kanten der Lénge ¢,
die solange aneinander gereiht werden, bis die an den gepunkteten Kanten angegebenen
Langen erreicht sind. Die Konstruktion erfolgt dabei nach dem aus Abbildung 3.4 in Ab-
schnitt 3.3.2 vorgestellten Prinzip. In Abbildung 3.12 miissten die gepunkteten Kanten
deshalb im Verhéltnis zu den durchgezogenen Kanten sehr viel ldnger sein. Dann liele sich
die Grafik jedoch nicht mehr {ibersichtlich darstellen. Ebenfalls fehlen aus Griinden der
Ubersichtlichkeit alle Knoten v € V mit Knotengrad deg(v) = 0. Vom Startknoten s aus
folgt Greedy dem kiirzesten Pfad 72" (s,t) = (s, ..., v1,t). Diesen Pfad blockiert ein Gegen-
spieler an der Kante {v;,t}. Die Blockade zwingt die Greedy-Strategie dazu, einen neuen
kiirzesten Pfad w3 (v1,t) = (v1,..., 02,0}, ...,t) von vy nach ¢ in Gy = (V,E \ {vy,t})
zu berechnen, der die Linge |78 (v1,t)] = 2 + € hat und somit minimal (némlich um
2¢) kiirzer ist als der Pfad g, (v1,t) = (v1,..., 8, u, ..., t). Ein Gegenspieler blockiert dar-
aufhin den Pfad 72" (vi,t) an der Kante {vy,v5}. An Knoten v, ist Greedy also wieder
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Abbildung 3.12: worst-case-Szenario fiir die Greedy-Strategie
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gezwungen, einen neuen kiirzesten Pfad 7gi"(vs,t) = (v, ..., 03,0}, ..., t) von vy nach ¢ in
Gy == (V,E \ {{v1,t},{vs,v4}}) zu berechnen. Auch 73" (vy,t) ist wieder um 2e kiirzer
als der alternative Pfad zuriick {iber s nach ¢. Diese Strategie setzt ein Gegenspieler so-
lange fort, bis alle Kanten {v,t}, {ve, v5}, ..., {vg, v}, } blockiert sind und Greedy schlieflich
doch dem Pfad zuriick iiber s zum Knoten ¢ folgen muss. Es sei darauf hingewiesen, dass
ein Gegenspieler seine letzte Blockade anstatt auf der Kante {vy, v} } auch auf der Kante
{w, t} platzieren konnte. Dadurch wiirde sich der von Greedy zuriickgelegte Weg sogar um
2(k — 1)e verlangern. Da diese Platzierung der Blockade aber fiir £ \, 0 keinen Einfluss
auf das Ergebnis hat, verzichten wir der Einfachheit halber darauf. Seien Greedy(P) die
Kosten fiir den von Greedy beim Losen der Problemistanz Py zuriickgelegten Weg, dann
gilt fiir alle P, € 11, mit k£ > 1:

k-1
Greedy(Py) = 2[1 + 2(21 — 2 +28)] + 1+ 3e.

i=1

Optimal wire es, direkt den kiirzesten freien Weg von s nach t in G zu benutzen. Seien
OPT(Py) die Kosten dieser optimalen Losung, dann gilt fiir alle P, € II, mit k£ > 1:

OPT(P;) =1 + 3e.

Fiir jedes 6 > 0 kénnen wir € so klein wahlen, dass fiir die betrachteten Probleminstanzen
Py, mit k£ > 1, gilt:

k=1

21+ > (28 —2e +2¢)] + 1 + 3¢
=l > okl 1§ (%)

1+ 3¢
Greedy(Py) b1
— L >2"T 1§
OPT(P) —
= Greedy(P) > (2" — 1 —§) - OPT(FR,). ()

Die Ungleichung () gilt nicht fiir beliebiges €. Weil aber der Bruch auf der linken Seite fiir
e\, 0 gegen 2+ — 1 konvergiert, konnen wir fiir beliebiges vorgegebenes § > 0 den Wert
e klein genug wihlen, so dass die Ungleichung (%) erfiillt ist. In Ungleichung (**) kénnen
wir alle Py so wihlen, dass OPT(P) beliebig grofl wird. Dazu skalieren wir einfach alle
Kantengewichte mit demselben grofien Faktor. Nach Lemma 3.1 ist also bewiesen, dass
Greedy auf allgemeinen (m,n)-Gittergraphen nicht besser als (2871 — 1 — §)-kompetitiv
ist. Da wir fiir 6 einen Wert beliebig nah an 0 wihlen kénnen, erhalten wir fiir den kom-
petitiven Faktor eine untere Schranke von 2! — 1. Zusammen mit der oberen Schranke
fiir die Greedy-Strategie auf allgemeinen Graphen aus Kapitel 3.2.2 erhalten wir folgendes
Korollar:

Korollar 3.14. Die Strategie Greedy ist auf allgemeinen (m,n)-Gittergraphen (28 —1)-
kompetitiv und nicht c-kompetitiv fiir alle ¢ < 281 — 1.
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Es iiberrascht nicht, dass Greedy hier hinsichtlich des kompetitiven Faktors im schlimms-
ten Fall deutlich schlechter abschneidet, als es auf vollstdndigen (m, n)-Gittergraphen der
Fall zu sein scheint. Schliellich ist dort gerade die Vollstandigkeit der Gitterstruktur der
Grund dafiir, dass der Greedy-Strategie im Falle eines blockierten kiirzesten Pfades ein
gewisses Reservoir an Ausweichmoglichkeiten zur Verfiigung steht. Auch wenn nicht be-
kannt ist, ob Greedy auf vollstéindigen (m, n)-Gittergraphen tatséichlich (k — 3)-kompetitiv
ist (bzw. 2k-kompetitiv bei Anwendung der Linke-Hand-Regel), liegt die Vermutung doch
nahe, dass der kompetitive Faktor deutlich unter 2! — 1 liegt.

3.4 Backtrack und Greedy auf Spannern

3.4.1 t-Spanner

In Kapitel 3.2 haben wir die Strategien Backtrack und Greedy auf allgemeinen Graphen un-
tersucht und gezeigt, dass Backtrack (2k+1)-kompetitiv und Greedy (257! —1)-kompetitiv
ist. In dem darauf folgenden Kapitel 3.3 sind wir der Frage nachgegangen, ob sich die
kompetitiven Faktoren verbessern, wenn wir spezielle strukturelle Anforderungen an die
Graphen stellen. Dabei konnten wir fiir Backtrack auf keiner der von uns untersuchten
Graphklassen eine Verbesserung feststellen. Fiir die Greedy-Strategie auf vollstdndigen
(m, n)-Gittergraphen konnte fiir den kompetitiven Faktor zumindest keine héhere unte-
re Schranke als k — % (bzw. 2k bei Anwendung der Linke-Hand-Regel) angegeben werden.
Ob der kompetitive Faktor jedoch tatséchlich k — £ (bzw. 2k) ist, ist nicht bekannt. Jetzt
wollen wir die beiden Ansétze der Kapitel 3.2 und 3.3 auf gewisse Weise miteinander ver-
kniipfen. Der Graph G = (V, E), den Backtrack und Greedy zu Beginn ihrer Berechnungen
als Eingabe erhalten, sei beliebig. Spezielle Anforderungen stellen wir lediglich an den
Graphen G’ = (V, E’), mit E' := E \ {e € E | e ist eine blockierte Kante}. Dabei sei die
maximale Anzahl blockierter Kanten durch & € N beschrankt. Die blockierten Kanten im
Restgraphen G’ miissen dabei so gewéahlt sein, dass G’ die folgenden Eigenschaften eines
t-Spanners erfiillt:

Definition 3.15. Sei G = (V, E) ein ungerichteter, gewichteter Graph. FEin Teilgraph
G’ = (V, E') von G heifit t-Spanner, wenn fir alle u,v € V' gilt:

der(u,v) < t-de(u,v).

Der kleinste Parameter t, der obige Ungleichung erfillt, wird als Stretch-Faktor bezeichnet.

Durch das Blockieren von Kanten diirfen die entstehenden Umwege also nicht mehr
beliebig grofl werden. Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob diese Einschréankung Einfluss
auf das worst-case-Verhalten von Backtrack und Greedy hat.

Die Strategie Backtrack

In Abbildung 3.13 ist das worst-case-Szenario fiir Backtrack auf allgemeinen Graphen aus
Kapitel 3.2.1 in leicht modifizierter Form dargestellt. Der dort abgebildete ungerichtete,
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gewichtete Graph sei G = (V, E) mit den Start- und Zielknoten s,¢ € V. Der einzige

S 1_|_(c,- L. P E,‘ t

(k—(k-1))+2

14 gk-h2

............. blockiert

passierbar

vk+1

Abbildung 3.13: worst-case-Szenario fiir Backtrack auf allgemeinen Graphen

Unterschied zu dem aus Kapitel 3.2.1 bekannten Szenario ist die abweichende Gewichtung
der Kanten {s,v;} € F, fiir die nun gilt:

{s, 0} =14+ e®= D2 figr g € {1, ..,k + 1}.

Die neue Gewichtung wurde dabei so vorgenommen, dass folgende beiden Eigenschaften
erfiillt bleiben:

1. Es gilt [{s,vi}| < |{s,vig1}], furi e {1,..,k} und 0 <e < 1.

2. Es gilt l{% {s,v;}| =1, firi e {1,....k+ 1}.

Die erste Eigenschaft stellt dabei sicher, dass Backtrack erst in der (k + 1)-ten Iterati-
on den kiirzesten freien Weg von s nach ¢ findet. Die zweite Eigenschaft maximiert den
kompetitiven Faktor, also den Quotienten aus den von Backtrack verursachten Kosten und
den Kosten einer optimalen Losung. Anhand des Szenarios aus Abbildung 3.13 lasst sich
somit ebenfalls nachweisen, dass die Backtrack-Strategie auf allgemeinen Graphen nicht
besser als (2k + 1)-kompetitiv ist. Da die Argumentation nahezu analog zu der aus Kapi-
tel 3.2.1 ist, verzichten wir an dieser Stelle auf die genaue Herleitung. Es sei £ € N und
Gy = (V, Ey), mit Ey, := E\ {{v1,t},{va, t}, ..., {vk, t}}, der Restgraph von G = (V, E) aus
Abbildung 3.13, in dem k£ Kanten blockiert wurden. Fiir alle Knotenpaare v;,t € V, mit
ied{l,.. k}, gilt:

de (Ui, t)

dG (’Ui, t)
Der Graph G, erfiillt also fiir kein endliches ¢ die Eigenschaft, ein ¢-Spanner von G zu
sein. Die gewéahlte Gewichtung ermoglicht es uns jedoch, diesbeziiglich Abhilfe zu schaffen:

— 00, fiir € N\ 0.
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Wir erweitern den Graphen G (und damit auch den Graphen Gy) aus Abbildung 3.13
um k Kanten ay, ..., a;. Der dadurch entstehende Graph G’ = (V| E’) ist in Abbildung 3.14
dargestellt. Die rot eingefarbten Kanten a; := {v;,t}, mit i € {1, ..., k}, stellen Alternativen

l E 8k+2
(k-1)+2

Jerzeg

l ‘e (k—(k-1))+2

(k—k)+2

l+¢&

............. blockiert |ei.| =&

passierbar |al.| =g’ +¢

vk+1

Abbildung 3.14: worst-case-Szenario fiir Backtrack auf t-Spannern

zu den bereits in G existierenden gepunkteten Kanten {v;, ¢} =: ¢; dar. Die neuen Kanten
miissen dabei so gewichtet werden, dass sowohl die von Backtrack auf dem Weg von s und
t zuriickgelegte Distanz, als auch der kiirzeste freie Weg von s nach ¢t unverandert bleiben.
Beides erreichen wir dadurch, dass wir die Kanten ay, ..., ax wie folgt gewichten:

la;| = &* +¢, fiiri € {1,....k}.

Es sei G, = (V, B}, := E; \{e1,...,er}) der Graph, der aus G’ durch Entfernen der Kanten
1, ..., €, entsteht. Durch obige Gewichtung der Kanten a; ist sichergestellt, dass fiir die
Pfade von s nach ¢ in G, gilt:

{8 vera } + lewer] < [{s, v} + Jaa| <o < s, o} + Jaxl.

Der kiirzeste Pfad von s nach t in G}, der eine alternative Kante a; enthilt, ist also lénger
als der kiirzeste Vertreter ohne alternative Kante. Bevor die Backtrack-Strategie auf ihrem
Weg von s nach ¢t den Pfad (s,v;) o a; in Betracht ziehen wiirde, hat sie bereits iiber den
kiirzeren Pfad (s, vgy1)oegr1 den Zielknoten erreicht. Die Erweiterung von G zum Graphen
G’ hat also weder Einfluss auf die von Backtrack zwischen s und t zuriickgelegte Distanz,
noch auf die Lange des kiirzesten freien Pfads zwischen Start und Ziel. Damit ist Backtrack
fiir e \, 0 auch auf dem Graphen G’ (2k 4 1)-kompetitiv. Anders als fiir die Graphen G
und Gy, gilt jetzt aber fiir alle Knoten u,v € V:

dgy (u,v) < dey (vi,t) e +e
dG/(u,v) - dgl(vi7t) B €

=14+e 1, fiir e \, 0.
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Der Graph G, ist also fiir € N\ 0 ein t-Spanner von G’, wobei ¢t > 1 beliebig gewéhlt werden
kann. Das bedeutet, dass ein Gegenspieler, selbst wenn er nur Kanten blockieren darf, so
dass der Restgraph ein t-Spanner des Ursprungsgraphen ist, ein Szenario konstruieren kann,
fur das die Backtrack-Strategie nicht besser als (2k + 1)-kompetitiv ist. Zusammen mit der
oberen Schranke aus Kapitel 3.2.1 erhalten wir das folgende Korollar:

Korollar 3.16. Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G mazximal k Kan-
ten so entfernt, dass der Restgraph G' ein t-Spanner von G ist, so ist die Strategie Backtrack
auf G fir alle t > 1 (2k + 1)-kompetitiv und nicht c-kompetitiv fir alle ¢ < 2k + 1.

Setzen wir also voraus, dass der Restgraph ein ¢-Spanner des Ursprungsgraphen ist, ver-
bessert sich der kompetitive Faktor von Backtrack fiir kein t > 1. Fiir ¢ = 1 lésst sich
allerdings kein worst-case-Szenario finden, in dem Backtrack fiir die hier betrachtete Pro-
blemklasse keinesfalls besser als (2k+ 1)-kompetitiv ist, denn dann existiert fiir jede ausfal-
lende Kante e := {u, v} ein alternativer freier Pfad 7 (u, v) von u nach v mit |7 (u,v)| = |e|.
Angenommen 7(u,v) wére ldnger als e, dann wére die t-Spanner Restriktion verletzt. An-
dersherum kann 7(u, v) nicht kiirzer als e sein, weil die Backtrack-Strategie dann in keinem
Fall von der blockierten Kante e zu einem Umweg veranlasst wiirde. Das Blockieren einer
solchen Kante hitte fiir einen Gegenspieler also keinen Sinn. Wegen |7 (u,v)| = |e| wiren
dann die von der Backtrack-Strategie berechneten kiirzesten Wege nicht mehr eindeutig,
und es lieBe sich kein Szenario angeben, in dem Backtrack keinesfalls besser als (2k + 1)-
kompetitiv ist. Ohne eine zusétzliche Regel, die das Verhalten von Backtrack fiir den Fall
mehrdeutiger kiirzester Wege angibt, lédsst sich deshalb kein geeignetes Szenario finden.
Eine solche Regel ist uns bereits aus Kapitel 3.3.2 bekannt. Dort haben wir die Greedy-
Strategie fiir den Fall uneindeutiger kiirzester Wege auf die Linke-Hand-Regel festgelegt,
um eine eindeutige Strategie zu erhalten. Nach einem dhnlichen Schema wollen wir nun fiir
die Backtrack-Strategie eine zusétzliche Regel festlegen. Es handelt sich im Gegensatz zur
Linke-Hand-Regel allerdings um eine Festlegung, die Backtrack nicht zu einer eindeutigen
Strategie macht:

Existieren in einem Graphen G; mehrere kiirzeste Pfade von s nach t, so bevorzugt Back-
track den Pfad, der aus den wenigsten Kanten besteht. (%)

Dabei bezeichnen wir fiir jedes i € {1,...,k} mit G; den Graphen, in dem die ersten
1 blockierten Kanten entfernt sind. Die Regel scheint Backtrack nicht nennenswert einzu-
schrianken, reicht jedoch aus, um ein Szenario anzugeben, in dem Backtrack selbst fiir t = 1
nicht besser als (2k 4+ 1)-kompetitiv ist. Das Szenario ist in Abbildung 3.15 dargestellt. Alle
Pfade von s nach v;, mit ¢ € {1, ..., k+1}, haben die Lénge (s, ..., v;)| = 1 und bestehen aus
genau ¢ Kanten. Zwischen den Knoten v;, mit i € {1, ..., k}, und dem Knoten ¢ verlaufen
jeweils zwei Pfade - ein roter Pfad r; und ein blauer Pfad b;. Beide haben jeweils die Lénge
7| = |b;| = €, wobei der blaue Pfad aus nur einer Kante besteht. Dadurch ist sichergestellt,
dass der angegebene Graph nach Blockieren der blauen Kanten in jedem Fall ein 1-Spanner
des Ursprungsgraphen ist. Die Knoten v, und ¢ sind durch die Kante {vg11,t} der Lénge
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Abbildung 3.15: Priferenz des kiirzesten Weges mit minimaler Kantenzahl
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e verbunden. Die Anzahl an Kanten in den roten Pfaden von v; nach ¢ ist k + 2, fiir alle
i € {1,...,k}. Da alle Pfade von s nach ¢ in G die Liange 1 + ¢ haben, entscheidet die
Backtrack-Strategie nach der oben genannten Regel (%), in welcher Reihenfolge die Pfade
besucht werden. Demnach bevorzugt Backtrack zunichst alle Wege von s nach ¢, die blaue
Teilstiicke enthalten. Da sich alle blauen Kanten jedoch als blockiert herausstellen, kehrt
Backtrack k mal zum Startknoten zuriick, bevor schlielich iiber den Pfad (s, ..., vg41, 1)
das Ziel erreicht wird. Dieser Pfad wird gegeniiber jedem anderen freien Pfad bevorzugt,
da er unter allen Moglichkeiten aus den wenigsten Kanten besteht - ndmlich aus genau ¢
Kanten weniger, als die iibrigen Pfade (s, ...,v;,t) von s nach ¢ in G', mit ¢ € {1, ..., k}. Es
sei darauf hingewiesen, dass die Existenz des Pfades (s, ..., vx41,t) streng genommen nicht
notig wire, da Backtrack eben so gut iiber den Pfad (s, ..., v1,t) ans Ziel gelangen konnte.
Um das Szenario aber analog zu den iibrigen Backtrack-Szenarien zu konstruieren, haben
wir diesen Pfad auch diesmal eingefiigt. In dem Szenario aus Abbildung 3.15 ist die Back-
track-Strategie bei Anwendung oben genannter Regel offensichtlich ebenfalls nicht besser
als (2k + 1)-kompetitiv. Die genaue Berechnung dieser unteren Schranke ist nahezu analog
zu der aus Kapitel 3.2.1, weshalb wir an dieser Stelle nicht weiter darauf eingehen werden.
Zusammen mit der oberen Schranke aus Kapitel 3.2.1 erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 3.17. Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G mazximal k Kan-
ten so entfernt, dass der Restgraph G’ ein 1-Spanner von G ist, so ist die Strategie Back-
track auf G bei Anwendung der Regel (%) (2k + 1)-kompetitiv und nicht c-kompetitiv fir
alle c < 2k + 1.

Die Strategie Greedy

Bevor wir zur genauen Analyse der Greedy-Strategie auf t-Spannern kommen, mochten wir
ein Ergebnis bereits zu Beginn dieses Abschnitts prisentieren:

Satz 3.18. Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G maximal k Kanten so
entfernt, dass der Restgraph G’ ein 1-Spanner von G ist, so ist die Strategie Greedy auf G
optimal (1-kompetitiv).

Beweis. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter, gewichteter Graph und G’ := (V, E’) der
Restgraph von GG, der durch Entfernen von maximal & Kanten aus G entsteht. Ist G’ ein
1-Spanner von G, so existiert in G’ fiir jede ausfallende Kante e := {u,v} ein alternati-
ver freier Pfad m(u,v) von u nach v, mit |7(u,v)| < ¢ - |e|] = |e|. Wir konnen annehmen,
dass |7(u,v)| = |e| gilt, denn andernfalls wiirde Greedy keinesfalls die Kante e iiberqueren
wollen, sondern den kiirzeren Pfad m(u,v) bevorzugen. Ist e Teil eines von Greedy berech-
neten kiirzesten Pfades zum Zielknoten, und wird der Knoten u erreicht, dann berechnet
Greedy von u einen neuen kiirzesten Pfad zum Zielknoten. Wegen |m(u,v)| = |e| entsteht
fiir Greedy durch die ausfallende Kante e jedoch kein Umweg.

g
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Satz 3.18 ldsst also schon erahnen, dass eine Beschrinkung des Stretch-Faktors des Rest-
graphen auf Greedy einen grofleren Einfluss hat, als es bei der Backtrack-Strategie der Fall
war. Inwieweit ein beliebiger Stretch-Faktor den kompetitiven Faktor von Greedy beein-
flusst, werden wir im Folgenden untersuchen.

Sei II das k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen Graphen, in denen ausschlief3-
lich Kanten auf die Art entfernt werden, dass die entstehenden Restgraphen ¢-Spanner ihrer
Ursprungsgraphen sind. Um eine untere Schranke des kompetitiven Faktors fiir die Gree-
dy-Strategie zum Losen von I anzugeben, konstruieren wir fiir jedes k eine Instanz Py € II
eines worst-case-Szenarios. Gegeben sei ein ungerichteter, gewichteter Graph G' = (V, F)
mit Startknoten s € V und Zielknoten t € V, wie in Abbildung 3.16 dargestellt. Um

............. blockiert |(v1 s vi+1 E) r)| =

passierbar |(V1- s Vi 1seees Vs 1)

1( 21 ji
X, =—| —
t\r+1

Ys1 Vi

Abbildung 3.16: mehrdeutige kiirzeste Wege fiir die Greedy-Strategie
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die Notation zu erleichtern, bezeichnen wir den Startknoten alternativ auch mit vy := s.
Der Pfad, dem die Greedy-Strategie von s nach ¢ folgt, ist (s, v, v, ..., Vg1, t). Fiir jedes
i €{1,...,k} bezeichnen wir mit G; := (V, E\ {{v1,t}, ..., {v;,t}} den Graphen, in dem die
ersten 7 blockierten Kanten entfernt sind. Um die Konstruktion des worst-case-Szenarios
so iibersichtlich wie moglich zu halten, werden wir den Graphen GG im ersten Schritt so
entwickeln, dass die von der Greedy-Strategie berechneten kiirzesten Pfade in den Gra-
phen G, Gy, ..., Gy noch nicht eindeutig sind. Das erleichtert die Konstruktion und kann
anschliefend durch die Anpassung bestimmter Pfadldngen mit e-Termen leicht korrigiert
werden. Start- und Zielknoten sind durch die Kante {s,¢} der Lénge |{s,t}| = 1 mitein-
ander verbunden. Von s aus fiihrt ein zweiter Pfad mit den Kosten |(s,v1,t)| = 1 zum
Zielknoten. Dieser besteht aus einem blockierten Teilstiick der Lange [{v1,t}| = z1 sowie
einem freien Teilstiick der Lange |{s,v1}| =1 — z1. Von v; aus fithrt ein weiterer Pfad der
Lénge |(v1,ve,t)| = txy nach t. Dabei ist x; gerade so gewihlt, dass gilt:

|(U17U27t)| = |(U1757t)|
4 tl’l =2— T
2

=T

Der Pfad (vq,vg,t) besteht ebenfalls aus einem blockierten und einem freien Teilstiick. Die
blockierte Kante hat diesmal die Lange |{vg, t}| = o, die freie Kante die Lange [{vy, vo}| =
tx1 — x2. Auch von vy aus fiihrt ein weiterer Pfad nach ¢. Seine Lénge betrigt |(vq, vs, t)| =
txo. Dabei ist 2o analog zu xq so gewahlt, dass gilt:

|(v2, 03, 8)| = [(v2, 01,5, 1)
Sitreo=2—x1+tr] — 29
<:>t$2:2—i+ti—$2

t+1 t+1
4
<~ Ty = (t—{—l)Q

Wieder besteht der Pfad (vq,v3,t) aus einem blockierten und einem freien Teilstiick. Die
Léangen betragen diesmal |{vs,t}| = x3 und [{vs,v3}| = txy — x3. Wie in Abbildung 3.16
dargestellt, wird der Graph fiir alle blockierten Kanten {v;,t}, fiir i € {1,...,k}, auf diese
Weise aufgebaut. Der Pfad (vg, vry1,t) besteht, im Gegensatz zu den Pfaden (v;,v;41,1),
mit ¢ € {0,...,k — 1}, ausschlieSlich aus freien Kanten und hat die Lange |(vg, vki1,t)| =
txy. Weil fir jede blockierte Kante {v;, ¢t} der Lénge |{v;,t}| = x;, mit ¢ € {1,....k},
konstruktionsbedingt ein alternativer freier Pfad (v, ..., v1, s, t) der Lange |(v;, ..., v1, 8, t)| =
tx; existiert, ist sichergestellt, dass der Graph Gy auch tatséchlich ein ¢-Spanner von G ist.
Um die von Greedy erzeugten Kosten leichter abschétzen zu kénnen, miissen wir eine
Moglichkeit finden, x; zu berechnen, ohne vorher zq,...,z;_1 berechnet zu haben. Dazu
definieren wir fiir alle ¢ € {1, ...,k + 1} wie folgt die Kosten w; und erweitern die bisherige
induktive Definition der Kosten x;:
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o w; = |(t,s,v1,...,0;)|
o ;= {u;,t}

Die Lénge des von Greedy bis zum Knoten v; zuriickgelegten Weges, zuziiglich der Lénge
des optimalen Weges von s nach ¢, bezeichnen wir demnach mit w; und die Lange der
Kanten zwischen v; und ¢ mit z;. Mit x; haben wir bisher die Lange der i-ten von Greedy
entdeckten blockierten Kante bezeichnet. Wie oben angegeben, wollen wir aber auch die
Lénge der nicht blockierten Kante {vg11,t} in die Definition einschlieflen. Dann gilt nach
unserer induktiven Definition:

wittz;

1. tl’prl = w; + tiCl — Tit1, also Tiy1 = 1

Beide Zusammenhénge ergeben sich aus der Konstruktion des Szenarios und lassen sich
anhand der Abbildung 3.16 nachvollzichen. Setzen wir die zweite Gleichung in die erste
Gleichung ein, so erhalten wir:

t+1

Tit1 =

Diese Rekursion konnen wir mit Hilfe des oben bereits berechneten Startwertes x; =
in folgende geschlossene Formel {iberfiihren:

o= %(i_tl) 1)

2
t+1

Wegen w; = tx; gilt auflerdem:

1/ 2t \' 2t \'
wi=t- o) = (") 2)
t\t+1 t+1

Im letzten Schritt der Konstruktion miissen wir dafiir sorgen, dass die von Greedy in den
Graphen G, (G4, ..., Gy berechneten kiirzesten Pfade eindeutig sind. Dazu verkiirzen wir,
wie in Abbildung 3.17 dargestellt, alle Kanten {v;, v;11} jeweils um 2%, fiir i € {0,...,k}.
Die Greedy-Strategie folgt vom Start aus nun eindeutig dem Pfad (s, vy, v, ..., Vg1, ) ins
Ziel. Dabei wird der zu Beginn in s berechnete kiirzeste Weg nach ¢ in GG an allen Knoten
V1, ..., Uy neu berechnet. Denn dort bemerkt die Greedy-Strategie, dass der zuvor berechnete
kiirzeste Weg durch einen Gegenspieler blockiert wurde. Die neuen kiirzesten Wege von v;
nach ¢, fir ¢ € {1,...,k}, werden jeweils auf den aktualisierten Graphen G; berechnet.
Dabei ist w3 (v;,t) = (v;, vit1,t) jeweils um e kiirzer als der Pfad (v;, vy, ..., s,t) zuriick
iiber s nach ¢. Nachdem wir nun eindeutig wissen, wie sich Greedy auf dem Graphen aus
Abbildung 3.17 verhélt, konnen wir die von Greedy verursachten Kosten ermitteln und eine
untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor angeben. Seien Greedy(Py) die Kosten fiir
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blockiert

passierbar

(Vo Vi, 0| =& =
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V.,V

2 i*l’...’ 07
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v, 1)

i)f
r+1

W Vi

Abbildung 3.17: Konstruktion eindeutiger kiirzester Wege durch Korrektur bestimmter

Kantenlédngen
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den von Greedy beim Losen der Probleminstanz P zuriickgelegten Weg, dann gilt fiir alle
P, eIl

k

Greedy(Py) = wry1 — |{s,t} + 21 — Z e nach Def. von w; und z;
= Wgt1 — 1+ Tpy1 — (2k+152:—0 £) Einsetzen der Werte
W — 14 % (ti—tl) T e nach (1)

t i k+1 1 2% k+1
e
t\t+1 t\t+1
1+¢/ 2t \*/ 2t
_ —1— (2" —1)e
t \t+1) \t+1

2t

k
=2 — ) —1— (2! —1e.
<t+1) ( )e

Optimal wére es, direkt den kiirzesten freien Weg von s nach ¢ in G mit der Linge

OPT(P,) = 1

zu benutzen. Fiir jedes 6 > 0 kénnen wir € > 0 so wéhlen, dass fiir die betrachteten
Probleminstanzen P gilt:

2(2L)F 1 — (k1 g k
(71) ( >522( 2t ) s )
1 t
Greedy (Fy) 2t \"
EVNR s o 22 ) 1
OPT(Fy) = 2(t+ 1) L=0
k
— Greedy(P,) > <2(t2+_t1) _1-6).OPT(R,). (4)

Die Ungleichung (3) gilt nicht fiir beliebiges €. Weil aber der Bruch auf der linken Seite fiir

e\, 0 gegen
2t \*
2 —— ) —1
t+1

konvergiert, konnen wir fiir beliebiges vorgegebenes § > 0 den Wert ¢ klein genug wihlen,
so dass die Ungleichung (3) erfiillt ist. In Ungleichung (4) konnen wir alle P, so wéhlen,
dass OPT(Py) beliebig grof wird. Dazu skalieren wir einfach alle Kantengewichte mit
demselben groflen Faktor. Nach Lemma 3.1 ist also folgendes bewiesen: Werden in einem
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ungerichteten, gewichteten Graphen GG maximal k Kanten so entfernt, dass der Restgraph
G, ein t-Spanner von G ist, so ist Greedy auf G fiir alle t > 1 nicht besser als

o2\ 1 5 kompetit

—— | —1—¢)-kompetitiv.

t+1 petiy
Da wir fiir § einen Wert beliebig nah an 0 wahlen kénnen, erhalten wir fiir den kompetitiven
Faktor eine untere Schranke von i

2t
2(—— ) —1
t+1

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die obere Schranke des kompetitiven Faktors von
Greedy, fiir die hier besprochene Problemklasse I, der unteren Schranke entspricht. Damit
erhalten wir folgenden Satz:

Satz 3.19. Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G mazimal k Kanten
der Art entfernt, dass der Restgraph G’ ein t-Spanner von G ist, so ist die Strategie Greedy
auf G fir alle t > 1 c-kompetitiv mit

2 \*
c=9of =) —1
tr1

und nicht ¢ -kompetitiv fir alle ¢ < c.

Beweis. Nach Definition 1.6 auf Seite 10 handelt es sich bei der Greedy-Strategie um
eine Sammlung von Graph-Strategien. Wir definieren nun die Graph-Strategie Greedy’ €
Greedy wie folgt:

Definition 3.20. Greedy € Greedy bezeichnet die Graph-Strategie, die im Falle mehrdeu-
tiger kiirzester Wege stets einen Weg bevorzugt, der die Gesamtkosten Greedy'(P) beim
Losen einer Probleminstanz P € 11 unter allen in der Strategie Greedy enthaltenen Graph-
Strategien maximiert und dabei so wenige Kanten wie maglich besucht.

Umgangssprachlich formuliert konnte man also sagen, Greedy’ ist ein schlechtester Ver-
treter aller Greedy-Graph-Strategien. Aus Konstruktionsgriinden werden wir den Beweis
zu Satz 3.19 zunéachst fiir Greedy’ fithren und anschlieSend auf Greedy iibertragen.

Sei II das k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen Graphen, in denen ausschlief3-
lich solche Kanten entfernt werden, dass die entstehenden Restgraphen ¢-Spanner ihrer
Ursprungsgraphen sind. Seien G = (V, E') ein ungerichteter, gewichteter Graph, s,t € V
und {v;,v}} € E die in G blockierten Kanten in der Reihenfolge, in der sie jeweils an
Knoten v; € V von Greedy' entdeckt werden. Fiir jedes i € {1,...,k} sei G; := (V, E;), mit
E; .= E\ {{v1,v}},...,{vi,v}}}, der Graph, in dem die ersten i blockierten Kanten entfernt
sind. Insbesondere ist also Gy := G. Aulerdem definieren wir vy := s. Mit Greedy’'(P)
bezeichnen wir die Kosten, die Greedy’, angesetzt auf eine Probleminstanz P € II, verur-
sacht, und mit OPT(P) die Kosten einer optimalen Losung von P. Die Kosten w;, z; und
y; seien wie folgt definiert:



3.4. BACKTRACK UND GREEDY AUF SPANNERN 7

in Gg

——
o w; :=dg,(s,t) +| (vo,v1,...,v) |, fur i € {0, ..., k}
o 1z, :=dg, ,(v;,t), fiiri € {1,...,k}
e y, :=dg,(v;,t), fir i € {0, ..., k}

Mit w; bezeichnen wir die Lange des Pfades, den Greedy’ von s nach v; zuriicklegt, zuziiglich
der Lange eines kiirzesten Pfades zwischen s und ¢ in G. Die Entfernung von Knoten v;,
an dem Greedy' die i-te ausfallende Kante entdeckt, nach ¢ in GG;_; bezeichnen wir mit
x;. Die Lange des von Greedy’ an Knoten v; berechneten kiirzesten Weges in G; nach ¢
nennen wir y;. Fiir jede Probleminstanz P € I1, in der Greedy’ auf insgesamt m € {1, ..., k}
ausfallende Kanten trifft, bevor ¢ erreicht wird, gelten die folgenden Bedingungen:

o y; <wy, firi e {0,...,m} (1)
o y; <t firie{l,..,m} (2)
Bedingung (1) lisst sich durch folgende Ungleichungskette nachvollziehen:

y; = dg, (v;, 1) nach Definition von y;

<dg,(vi,s) + dg,(s,t) Ein kiirzester Weg von v; nach ¢ iiber
s in G; ist hochstens langer als ein be-
liebiger kiirzester Weg von v; nach

t in G; (Dreiecksungleichung).
in Gy

—f . .
<| (viy..,v1,8) | +dg,(s, 1) Der Pfad (v;, .., v1,s) in Gy ist hochstens
langer als ein kiirzester Weg von v; nach
s in Gl
in G
—~~
<| (vi, .., v1,8) | +dg, (s, 1) wegen Fy C E;
= w;. nach Definition von w;

Die Korrektheit von Bedingung (2) ldsst sich wie folgt herleiten:

y; = dg, (vi, 1) nach Definition von y;
<dg, (vi, 1) wegen E), C E;
<t-dg(v,t) G, ist t-Spanner von G
<t-dg,  (v;t) wegen ;1 C F

= tx;. nach Definition von z;
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Der bis hierher beschriebene Aufbau der Probleminstanz P sowie die eingefithrten Be-
zeichnungen gelten fiir alle Probleminstanzen in II. Damit jedoch keine Unklarheiten
beziiglich der Notation enstehen, werden wir die Bezeichnungen w;, x; und y; an die jeweils
betrachtete Probleminstanz anpassen. Beziehen sich die drei Grofien beispielsweise auf eine
Probleminstanz P’, so d&ndern wir die Bezeichnungen in w}, z} und .

Wir suchen nun eine obere Schranke fiir die Kosten Greedy'(P). Die Frage lautet also:
Wie muss eine Probleminstanz konstruiert sein, um die Kosten der Graph-Strategie Greedy’
bei festen optimalen Losungskosten zu maximieren? Aufschluss iiber diese Frage gibt das
folgende Lemma, in dem die zu Beginn des Beweises eingefiihrten Bezeichnungen gelten:

Lemma 3.21. Es sei P™ € II eine Probleminstanz, in der Greedy auf insgesamt m €
{1,...,k} ausfallende Kanten trifft, bevor t erreicht wird, und es sei l :== OPT(P™). Fir
alle 1 € {0,...,m} seien die Figenschaften y® = w™>* wund fir alle i € {1,...,m} die

Figenschaften y"®* = tx*** erfillt. Dann gilt fir alle P € 11 mit OPT(P) = [, in denen

)

Greedy ebenfalls auf m ausfallende Kanten trifft:
Greedy'(P™) > Greedy'(P).

Beweis. Es sei P € II eine beliebige Probleminstanz, zu deren Losung Greedy’ auf genau
m € {1, ..., k} ausfallende Kanten trifft, bevor ¢ erreicht wird, und es sei [ := OPT(P). Wir
konnen annehmen, dass der Stretch-Faktor ¢ > 1 ist. Denn nach Satz 3.18 gilt fiir ¢t = 1,
unabhiingig davon wie P konstruiert ist, immer Greedy'(P) = OPT(P), und Lemma 3.21
ist trivialer Weise erfiillt. Obwohl wir nicht wissen, wie die Probleminstanz P aussieht,
konnen wir dennoch die Kosten angeben, die die Graph-Strategie Greedy’ beim Losen von
P verursacht:

Greedy'(P) = (dg,(vo, t) — dg,(v1,t)) + (dg, (v1,t) — dg, (v, 1)) + ...
+ (dg,,_, (Vm-1,t) — dg,,_, (Um, ) + dag,, (Um, t)
= (o —z1) + (W1 —22) + oo + Y1 — T) + Ym
=W — L+ Y- (3)

Unabhéngig von dem genauen Aufbau der Probleminstanz P kénnen wir eine Proble-
minstanz P< angeben, die wie in Abbildung 3.18 aufgebaut ist und fiir die gilt:

e Greedy'(P=) = Greedy'(P)

e OPT(PS) = OPT(P) =1

e Greedy' trifft beim Losen von P= ebenfalls auf genau m ausfallende Kanten
° yf =1;, und wf = w;, firallei € {0,...,m}
o u- =y, firalleic {1,..,m}
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passierbar

Sicherstellung der #-Spanner-Eigenschatt

Abbildung 3.18: Aufbau der Probleminstanz P<
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Wie Abbildung 3.18 zeigt, fithren unter anderem die Pfade (s, vy, ..., vy, t) und {s,t} vom
Start- zum Zielknoten, wobei {s,t} die optimale Losung mit Kosten [ darstellt. Offensicht-
lich ist |(s,v1, ..., Um, t)| = Greedy’(P), denn es gilt:

(5,01, oy Omy )] = (55 — 2T) + (47 = 25) + oo+ Yy — 25) + Ui
=(yo—x1)+ (y1 —22) + ... + (Ym-1 — Tm) + Y nach Konstruktion
= Greedy'(P). nach (3)

Es muss jedoch auch sichergestellt sein, dass die Graph-Strategie Greedy’ tatsichlich dem
Pfad (s,v1,...,0m,t) folgt. Da auf Grund der Greedy’-Charakteristik bereits in P fiir alle
i € {0,...,m} die Ungleichung y; < w; erfiillt sein muss, gilt entsprechend in P=< die
Ungleichung y;~ < w;. Die Gleichheit w; = w; wird in P< zwar nicht wie 27 = 2, y= =y
und OPT(PS) = OPT(P) explizit festgelegt, sie ergibt sich aber implizit aus letzteren
beiden Gleichungen. Falls fiir alle i € {0, ...,m} yiS < wf und yf < txf gilt, folgt Greedy’
(genau wie es Greedy tun wiirde) dem Pfad (s, v, ..., U, t), denn dann existiert an jedem
Knoten v; (einschlieBlich vy = s) nur genau ein Pfad in G; nach ¢, der die Lénge y; hat.
Falls aber fiir ein i € {0, ..., m} mindestens eine der Gleichungen y~ = w; bzw. y; = tx>
erfiillt ist, existiert an v; mehr als ein Pfad in G; nach ¢, der die Linge y; hat. Dann folgt
Greedy’ (im Unterschied zu Greedy) geméfl Definition 3.20 jedoch weiterhin eindeutig dem
Pfad (s,v1, ..., Uy, t). Damit ist sichergestellt, dass die Graph-Strategie Greedy’ in P< stets
dem Pfad (s, vy, ...,v,,t) folgt, dabei auf insgesamt m ausfallende Kanten trifft und die
Kosten Greedy'(P=) = Greedy'(P) verursacht. Die roten Kanten in Abbildung 3.18 stellen
sicher, dass der durch Entfernen von m Kanten entstehende Restgraph ein ¢-Spanner des
Ursprungsgraphen ist.

Es sei P~ eine Probleminstanz, die wie P< aus Abbildung 3.18 aufgebaut ist, sich jedoch
durch folgende Eigenschaften auszeichnet:

e OPT(P=) = OPT(P=) =1
e Greedy' trifft beim Losen von P~ auf genau m ausfallende Kanten (analog zu P<)

o P= erfiillt fiir alle i € {0, ...,m} die Gleichung y;- = w;-

1

o P= erfiillt fiir alle ¢ € {1,...,m} die Gleichung y;- = ta7

Zum Beweis von Lemma 3.21 werden wir zunéchst folgende Aussage zeigen:

Lemma 3.22. Es seii € {0,...,m}. Erfillt eine Probleminstanz P=<, die wie in Abbildung
3.18 aufgebaut ist, fir alle j mit 0 < j < i die Gleichung ng = wjS und fir alle j mit
0 < j <1 die Gleichung ng = tazjg, dann gibt es eine Probleminstanz P<, die sogar fir alle
g mit 0 < j <141 die Gleichung gjjg = wf und fir alle j mit 0 < j < i+ 1 die Gleichung
g7 =1F5 erfillt, mit

Greedy'(P=) > Greedy'(P%).
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Dabei bezeichnet P< eine Probleminstanz mit OPT(P<) = OPT(P<), in der Greedy eben-
falls auf m ausfallende Kanten trifft, bevor t erreicht wird.

Beweis. Wir unterscheiden in diesem Beweis die Félle i = 0 und i € {1, ..., m}.

Es sei zunéichst also ¢ = 0, und wir betrachten die in Abbildung 3.19 angedeutete Proble-
minstanz P=, von der wir wissen, dass sie y5 < wg erfiillt. Es sei P< eine Probleminstanz,

<
Yo

¥
wy

passierbar

............. blockiert

. — . = Verldngerung
von y> auf dem
Teilstiick (s,v,)

Abbildung 3.19: Konstruktion von P< aus P< im Fall i = 0

die mit Ausnahme der Kantenlinge von {s,v;} genauso aufgebaut ist wie P=. Die Kante
{s,01} ist in P< genau wy — yo linger als in P<. Man beachte den Fall wy = y5. Hier
bleibt die Kante {s,v;} in P= gegeniiber P< unverindert, was sich dadurch erklirt, dass
P< hier bereits die Eigenschaften von P< aus Lemma 3.22 erfiillt. Auf jeden Fall gilt aber

fiir P<:

U5 =us + (ws —y5) wegen Verlingerung der Kante {s,v;}
= 5. die Kante {s,t} bleibt unverandert

Die Probleminstanz P=< erfiillt nun also die Gleichung 75 = ;. Weil sich fiir alle j > 0
einzig die Werte wf dndern (sie werden hochstens grofier), bleiben die Bedingungen yjjg <

dzf und gjjg < tijg erfiillt. Darum trifft Greedy’ auch in P< auf insgesamt m ausfallende

Kanten. Da die Kante {s,v;} dort hochstens linger ist als in P=, gilt Creedy’(P<) >
Greedy'(P=). Fiir die Kosten der optimalen Losungen gilt OPT(P<) = OPT(P<). Wir

haben mit P=< also eine Probleminstanz gefunden, die Lemma 3.22 erfiillt.
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Es sei nun ¢ > 0 beliebig. Die folgende Argumentation lésst sich auf jedes i € {1,...,m}
anwenden. Aus Lemma 3.22 wissen wir, dass in der Probleminstanz P= fiir alle j < i die
Gleichungen ng = wjS und ng = tmjg erfiillt sind und fiir ¢ die Ungleichungen yiS < wf und

y= < txs gelten. Wir unterscheiden nun die folgenden beiden Fille:
e y= < w: und y= < tzs (Fall 1)

e y= <w: und y~ = ta; (Fall I)

Beide Falle (I und II) sind in Abbildung 3.20 dargestellt. Fall II liegt entweder von
vornherein vor oder aber nach Ausfithrung von Fall 1.

‘ng—l = |(1"z'—1:"'=v1:‘5':r)| ‘Wis—l = |(1",:'—1:"-:1’"1=S:t)|

=< = < " .
X, — Y —W blockiert e passierbar

Abbildung 3.20: Konstruktion von P< aus P< im Fall i > 0

Fall I: Es gelte y~ < w; und y <t 3
In diesem Fall betrachten wir eine Probleminstanz P<, die mit Ausnahme der Kantenléngen
von {v;_1,v;} und {v;, ¢} genauso aufgebaut ist wie P<. Die Kante {v;,t} ist in P< genau

um
< <
try —y;

5:%,m1t0<5<:13;,
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kiirzer als in P<. Der Werteberelch von 9 folgt aus yZ # 0 (sonst hétte Greedy' bereits den
Zielknoten erreicht) und y= < tz=. Daher gilt in P<

~< <
T; =x; — 0,

woraus folgende Schlussfolgerung gezogen werden kann:

tis = t(xs —0) wegen 7y = 25 — 0
trs — Y
= (x5 : ; ~) nach Definition von §
= tay —toy — Y7
<
=Y
= . der Pfad (v;, v;41,t) bleibt unveréndert

Damit die Veréinderung der Probleminstanz P< gegeniiber P< nur lokale Auswirkungen
hat, wird die Kante {v;_1,v;} um § verlingert. Weil damit auch &> um & wichst, bleibt
g < w; erfiillt (priziser gilt nun sogar §~ < @) und gleichzeitig ist 7~ , = W, sicherge-
stellt. Anschaulich kénnte man sagen, in P< ist lediglich v; gegeniiber P< um 6 in Richtung
t Verschoben Wie oben gezeigt wurde, erfiillt die Probleminstanz P< nun also = < WS
und y— = tx— Fiir j # i #ndern sich gegeniiber P< einzig die Werte w , mit 7 > 7. Da
diese jedoch grofler werden, bleiben fiir alle 0 < 7 < m die Bedmgungen yf < ﬁ)f und
gjf < iEJZ'jS erfiillt. Darum trifft Greedy’ auch in P< auf insgesamt m ausfallende Kanten.
Und weil der von Greedy’ benutzte Pfad in P< um § linger ist als in P< (da @ = w; +0),
gilt wegen § > 0: Greedy'(P<) > Greedy’(P<). Fur die Kosten der optimalen Losungen
gilt OPT(P<) = OPT(P<). Dariiber hinaus gilt y= < wS und y= = tz= und wir fahren
mit Fall IT fort.

Fall II: Es gelte yl < w und y— = tx— 3
In diesem Fall betrachten wir eine Problemlnstanz P=, die mit Ausnahme der Kantenlingen
von {v;_1, v}, {v;, t} und {v;,v;41} genauso aufgebaut ist wie P=. Es sei

in P<
wiS _yiS . PPN
d:= Tl mit 0 <6 < | {vi—1,v;} |.

Man beachte den Spezialfall y= = w: (im Allgemeinen gilt y= < wy). Hier erfiillt P<
bereits alle Anforderungen von P< aus Lemma 3.22, und es gilt daher § = 0. Dass
§ < |{vi—1,v;}| ist ldsst sich folgendermaBen zeigen Nach Voraussetzung sind in der Pro-
bleminstanz P< fiir alle j < i die Gleichungen y— = w und y— = t:p— erfiillt, woraus

insbesondere =, = w; , folgt. Zudem kénnen wir, wie zu Begin des Bewelses erlautert,
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t > 1 voraussetzen. Damit ldsst sich ¢ wie folgt abschétzen:

< <
w—- — Y-
i~ Y nach Definition von ¢
t+1
wy -y
< 12 - wegen t > 1 und w> —y= >0
w- — Q;‘S
< % wegen y= > x= (folgt aus y= = tz= und t > 1)

[{vimy, vi}| + wiy —af < < :
= 5 {vi—1,vi}| = wi — w;z 4, vgl. Abbildung 3.20
< <
Vi1, Vig| T Wiy + [\Vi—1,Vig| — Yi_ .
= [{vizt, vl ! 5 i v = g [{vi_1,vi}| =y~ — 7, vgl. Abbildung 3.20

_ 2‘{%—17%}‘
2
= {wi—1,vi}.

< S
Wegen yi—y = Wi_y

Verglichen mit P<, verindern wir nun in P< fiir jeden §-Wert die Léngen oben genannter
Kanten wie folgt:

e {v;_1,v;} wird um ¢ verkiirzt
e {v;,t} wird um 0 verldngert
o {v;,v;41} wird um t0 verldngert

Fiir den Fall ¢ = m wird abweichend statt der Kante {v;,v;41} die Kante {v;, ¢t} um
t6 verlingert, da es in PS< keinen Knoten Uma1 gibt, vergleiche Abbildung 3.18. Die be-
schriebenen Anderungen der Kantenlingen haben auf die Gréfen u??, fzf und gf folgende
Auswirkungen:

~ < <
[} w;:w;—5

<<
o I =x7+90

~< <

® y- =y; +1to
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Fiir das Verhéltnis zwischen 4= und &> ergibt sich daraus:

s =wS =0 nach Konstruktion von P=< (s. 0.)
<
w- — Y-
= wy — % Y nach Definition von §
t+1
- thg—l—wiS —wf—i—yf
B t+1

wE — =
< i S
vt t+1
= yf + 10 nach Definition von §
= Z]f nach Konstruktion von P< (s. 0.)

Und fiir das Verhiltnis zwischen ¢~ und tz; gilt:

i =ar+90 nach Konstruktion von P= (s. 0.)
= tis =ta; + 10
=y7 +16 nach Voraussetzung gilt y=~ = ta;

= Z}? nach Konstruktion von P= (s. 0.)

Anschaulich kénnte man sagen, in P< ist lediglich v; gegeniiber P< um § in Richtung v;_4
verschoben (weshalb 7= = @5 gilt) und {v;, v;41} gerade soviel linger als in P= (niimlich
genau t6), dass g]f = t:%? erfiillt bleibt. Die ,, Verschiebung®“ von v; hat keinen Einfluss auf
ﬁJjS, 5:? und gjjg, mit j < 4. Fiir j > 4 dndern sich gegeniiber P< einzig die Werte @”[JjS Da
diese jedoch hochstens grofler werden, bleiben fiir alle 0 < j < m die Bedingungen gjf < zbf
und gjf < t:%jS erfiillt. Darum trifft Greedy’ auch in P< auf insgesamt m ausfallende Kanten.
Weil der von Greedy’ benutzte Pfad in P< insgesamt um (¢ — 1)§ linger ist als in P< (da
WE = wS — 0 und = = y= +t0), gilt wegen ¢, > 0: Greedy’(P<) > Greedy’(P<). Fiir die
Kosten der optimalen Losungen gilt OPT(P<) = OPT(P<). Wir haben mit P< also eine
Probleminstanz gefunden, die Lemma 3.22 erfiillt.

Damit haben wir gezeigt, dass sich zu jeder Probleminstanz P<, die fiir alle j mit
0 < j < i die Gleichung ng = wjS und fiir alle 7 mit 0 < j < ¢ die Gleichung yf = txf
erfiillt, eine Probleminstanz == angeben lasst, die sogar fiir alle 7 mit 0 < j <7+ 1 die
Gleichung gjf = u?f und fiir alle 7 mit 0 < j < ¢+ 1 die Gleichung g]f = ti'jg erfiillt und
fiir die Greedy’(P<) > Greedy'(P<) gilt. Dabei bezeichnet P< eine Probleminstanz mit
OPT(P<) = OPT(P%), in der Greedy' ebenfalls auf m ausfallende Kanten trifft, bevor ¢
erreicht wird. Daraus folgt die Korrektheit von Lemma 3.22.

g
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Mittels Lemma 3.22 kénnen wir durch vollstédndige Induktion auch die folgende Aussage
zeigen, aus der schlieBlich die Korrektheit von Lemma 3.21 folgt:

Lemma 3.23. Es seii € {0,...,m+ 1}. Sind in der Probleminstanz P=<, die wie in Abbil-
dung 3.18 aufgebaut ist, fir alle 7 mit 0 < j < i die Gleichung yf = wjS und fiir alle 5 mit
0 < j < die Gleichung ng = txjg erfillt, dann gilt:

Greedy'(P=<) < Greedy'(P7).
Dabei bezeichnet P~ die auf Seite 80 definierte Probleminstanz.

Beweis. Es sei A(i) die Aussage aus Lemma 3.23 fiir ein ¢ € {0,...,m + 1}. Wir werden
nun per von m + 1 ausgehender riickwérts gerichteter Induktion zeigen, dass A(7) fiir alle
i €{0,....,m—+ 1} gilt.

Der Induktionsanfang ist mit 4 = m + 1 trivial, denn dann sind P< und P~ identische
Probleminstanzen.

Wir wissen also als Induktionsannahme, dass fiir jede Probleminstanz P<, die fiir alle j
mit 0 < 5 <1 die Gleichung yf = wjS und fiir alle j mit 0 < 7 < ¢ die Gleichung yf = txf
erfiillt, Greedy'(P=) < Greedy'(P~) gilt.

Im Induktionsschritt miissen wir zeigen, dass wir die gleiche Schlussfolgerung auch schon
ziehen kénnen, wenn wir nur wissen, dass in P= fiir alle j mit 0 < j < i die Gleichung
yf = wjS und fiir alle j mit 0 < j < ¢ die Gleichung ng = txjg erfiillt ist. Wir konnen nach
Lemma 3.22 eine Problemistanz P< finden, die die beiden Gleichungen gjf = wf und gjf =
t&5 bis j =i erfiillt und fiir die Greedy’(P=<) > Greedy'(P<) und OPT(P<) = OPT(P<)
gilt. Nach Induktionsannahme wissen wir aber, dass Greedy’(P=) > Greedy'(P<) und
OPT(P=) = OPT(P<) ist. Damit ist bewiesen, dass Greedy’(P<) < Greedy’(P=) bereits
dann erfiillt ist, wenn wir nur wissen, dass in P= fiir alle j mit 0 < j < i die Gleichung
jg = wjS und fiir alle 7 mit 0 < 5 < ¢ die Gleichung yf = txjg erfiillt ist. Wir haben also
A(i+1) aus A(i) gefolgert und damit die Korrektheit von Lemma 3.23 bewiesen.

g

Damit haben wir folgendes gezeigt: Zu jeder beliebigen Probleminstanz P mit OPT(P) =
[, in der Greedy' auf insgesamt m € {1,...,k} ausfallende Kanten trifft, bevor t erreicht
wird, kénnen wir eine Probleminstanz P< angeben, wie sie oben beschrieben wurde. Fiir
die von Greedy’ verursachten Kosten gilt nach Lemma 3.23 die Abschétzung

Greedy’(P) = Greedy'(P<) < Greedy'(P~) = Greedy'(P™),

wobei P~ die oben beschriebene zu P< gehorige Probleminstanz darstellt, die der in Lem-
ma 3.21 beschriebenen Probleminstanz P™*, hinsichtlich der von Greedy’ verursachten
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sowie optimalen Losungskosten, entspricht. Daraus folgt die Korrektheit von Lemma 3.21.

g

Da sich im letzten Teil des Beweises die Groflen w;, x; und y; stets eindeutig auf die
Probleminstanz P™** beziehen, verzichten wir von nun an der Lesbarkeit wegen auf die
differenziertere Schreibweise w;"**

max
(2

und y"**

, T max,

Betrachten wir nun eine beliebige Probleminstanz P € II, zu deren Losung Greedy’ auf
insgesamt m € {1,...,k} ausfallende Kanten trifft, bevor ¢ erreicht wird. Die optimalen
Losungskosten seien OPT(P) =: . Nach Lemma 3.21 sind die Kosten von Greedy’ dann
beschrénkt durch:

Greedy’(P) < Greedy’ (P™) = wp, — | + " =" Wy — 1+t (4)

Dabei sei P™** € II wie in Lemma 3.21 definiert. Der letzte Schritt besteht nun darin, die
Kosten Greedy'(P™*) konkret zu berechnen. Da nach Lemma 3.21 fiir die Probleminstanz
P& = w; und y; = tx; ist, gilt insbesondere

tr; = w;, fir alle i € {1,...,m}. (5)

Zudem gilt nach Lemma 3.21 yy = wy. Damit kénnen wir z; wie folgt berechnen:

tr, = wy nach (5)
= wo + Yo — T1 nach Definition von w;
= 2wy — T Yo = wo (nach Lemma 3.21)
=2l — 1 wo = dg, (s,t) = [ (nach Definition)
o oo =2
t+1

Allgemein gilt fiir alle i € {0,...,m — 1}:

tri1 = Wiy nach (5)
=w; + Y — Tit1 nach Definition von w; 4
=w; +tx; — Tip y; = tz; (nach Lemma 3.21)
= 2tw; — i nach (5)
= Ti41 = %
t+1

21

Diese Rekursion lésst sich mit Hilfe des oben berechneten Startwertes z; = ; =1

geschlossene Formel {iberfiihren:
L2t
x=-—1".
t\t+1

in folgende
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Setzen wir diese Formel in Gleichung (5) ein, so erhalten wir:

w2
o\t +1)

Setzen wir die Werte fiir z; und w; in Ungleichung (4) ein, so folgt daraus:

Greedy’'(P) < Greedy'(P™)

=w,, — |+ tz,,
2t \" 1/ 2t \™
=0 =) —Il+4t-(—
t+1 t\t+1
2t \™
=2 — ) —1
(75)

Allgemein konnen wir daraus schlieflen: Trifft Greedy’ beim Losen einer beliebigen Proble-
minstanz P mit OPT(P) =: [ auf insgesamt m € {1,...,k} ausfallende Kanten, bevor ¢
erreicht wird, so gilt fiir die Kosten der Graph-Strategie Greedy':

2 m
Greedy'(P) < 21 (H—tl) .y

:(2(%)m_1)-1

_ (2( 2! )m ~1)-OPT(P).

t+1

Nach Definition 3.20 sind die Kosten Greedy'(P) fiir den Fall mehrdeutiger kiirzester Wege
maximal unter den Kosten aller Greedy-Graph-Strategien. Sind kiirzeste Wege stets ein-
deutig, verursachen alle Greedy-Graph-Strategien identische Kosten zum Lésen von P. Wir
konnen die Kosten der Greedy-Strategie also wie folgt abschétzen:

2t

< !/ < -
Greedy(P) < Greedy'(P) < (Q(t 1

) —1)- OPT(P).

Weil Greedy auf hochstens k ausfallende Kanten treffen kann, bevor ¢ erreicht wird, haben
wir folgende Aussage bewiesen: Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G
maximal £ Kanten so entfernt, dass der Restgraph Gy ein t-Spanner von G ist, so ist die
Strategie Greedy auf G fiir alle t > 1

2t \* "
(2 1) 1)-kompetitiv.

Zusammen mit der unteren Schranke von Seite 76 folgt daraus die Korrektheit von Satz
3.19.

g
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Um die Aussage von Satz 3.19 etwas greifbarer zu machen, moéchten wir noch darlegen,
wie der kompetitive Faktor konkret fiir bestimmte Stretch-Faktoren ¢ aussieht. Dazu be-
trachten wir das folgende Korollar, in dem die kompetitiven Faktoren der Greedy-Strategie
fiir ausgewéhlte t-Werte angegeben sind:

Korollar 3.24. Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G mazximal k Kan-
ten so entfernt, dass der Restgraph G’ ein t-Spanner von G ist, so ist die Strategie Greedy
auf G genau

o 1-kompetitiv firt =1,

o (2(§)k — 1)-kompetitiv firt =2,

° (2(%)k — 1)-kompetitiv fiir t = 10,

o (281 — 1)-kompetitiv fiir ,t beliebig grofs*.

Den kompetitiven Faktor 1 fiir ¢ = 1 kennen wir bereits aus Satz 3.18, und der kompeti-
tive Faktor 2! —1 fiir beliebig grofie ¢ ist uns bereits aus Kapitel 3.2.2 bekannt. Schlie8lich
ist ein beliebig grofler Stretch-Faktor gleichbedeutend damit, dass keine Einschrankungen
an den Restgraphen gestellt werden.

Insgesamt léasst sich festhalten, dass der kompetitive Faktor der Greedy-Strategie deut-
lich sinkt, wenn der Stretch-Faktor des Restgraphen stark eingeschrinkt ist. Dabei wird
der kompetitive Faktor umso kleiner, je mehr Kanten potentiell blockiert sind. Legen wir
den kompetitiven Faktor von Greedy auf allgemeinen Graphen auf 100% fest, so kénnen
wir an Abbildung 3.21 ablesen, wie dieser Wert fiir abnehmende ¢ und steigende k fallt.
Beispielsweise liegt der kompetitive Faktor auf allgemeinen Graphen fiir £ = 1 bei

o+l _q B33 gil g _ 3

Beschrinken wir den Stretch-Faktor des Restgraphen auf t = 2, so liegt der kompetitive

Faktor bei .
ot ata 2.2\
o =) —1 TP o 2 2)
t+1 241

Das macht nur noch rund 55, 5% des Ursprungswertes aus, vergleiche Abbildung 3.21. Mit
wachsendem k sinkt der kompetitive Faktor im Vergleich zum uneigeschrinkten Restgra-
phen zunehmend stark ab. Bereits fir £ = 12 (und ¢t = 2) liegt dieser bei unter 1% des
uneingeschrinkten Falls. Die Grafik zeigt weiter, dass das Einsparpotential besonders fiir
kleine Stretch-Faktoren mit der Anzahl moglicher Kantenblockaden stark ansteigt. Fiir
grofle ¢t hingegen ist der Unterschied des kompetitiven Faktors zwischen beiden Fillen
gering und hingt zunehmend weniger von k ab.

Q

1,6.
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Prozent

0 1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1

19 20

|—t=1 —t=2 t=3 ——t=4 —— =5 ——t=6 —— =7 ——1=8 —— t=0 —— t=10 —— =100 —— t=1000 Greedy allg. ‘

Abbildung 3.21: Verinderung des kompetitiven Faktors in Abhéngigkeit von ¢ und k
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Backtrack oder Greedy - welche Strategie ist im worst-case schneller?

Zusammenfassend wissen wir nach den letzten beiden Abschnitten iiber die Kompetitivitét
der Strategien Backtrack und Greedy folgendes: Diirfen nur solche Kanten blockiert werden,
dass der Restgraph ein ¢-Spanner des Ursprungsgraphen ist,

e hat das auf den kompetitiven Faktor von Backtrack fiir t > 1 keinen Einfluss,

e verkleinert sich der kompetitive Faktor von Greedy auf Z(ti—tl)k —1.

Daher mochten wir nun der Frage nachgehen, ob die Greedy-Strategie der Backtrack-
Strategie fiir gewisse Stretch-Faktoren hinsichtlich des kompetitiven Faktors nicht sogar
iiberlegen ist. Zur Erinnerung sei noch einmal darauf hingewiesen, dass im allgemeinen
Fall, wenn also beliebige Kanten blockiert werden diirfen, nach Kapitel 3.2 die folgenden
Aussagen gelten:

e Der kompetitive Faktor der Backtrack-Strategie ist 2k + 1.
e Der kompetitive Faktor der Greedy-Strategie ist 281 — 1.

Im worst-case ist Greedy also die deutlich unterlegene Strategie. Abbildung 3.22 zeigt,
wie sich die kompetitiven Faktoren von Backtrack (schwarzer Funktionsgraph) und Greedy
(roter Funktionsgraph) fiir steigende k-Werte entwickeln. Es ist deutlich zu erkennen, dass
der Greedy-Graph fiir alle £ > 1 iiber dem der Backtrack-Strategie liegt. Weiterhin sind in
der Abbildung die Funktionsgraphen der kompetitiven Faktoren der Greedy-Strategie fiir
t e {1, %, %, %, 2,3,5,100} dargestellt. Dabei wird deutlich, dass der jeweilige Graph umso
langsamer steigt, je kleiner ¢ ist. Einige Abschnitte dieser Funktionsgraphen verlaufen sogar
unterhalb des Backtrack-Funktionsgraphen. Das ist interessant, denn es bedeutet, dass die
Greedy-Strategie fiir bestimmte Kombinationen aus ¢ und & im worst-case schneller ist als
Backtrack. Daher wollen wir uns jetzt iiberlegen, fiir welche ¢ und k dies gilt. Offenbar ist
der kompetitive Faktor von Greedy genau dann kleiner als der von Backtrack, wenn gilt:
2t

k
2(————) 1< 2k+1.
Pt 1 +

Losen wir diese Ungleichung nach ¢ auf, erhalten wir:

k/
t<L,fﬁrk>1. (%)
2—Vk+1

Angenommen, es sei eine Instanz des k-Canadian Traveller Problem gegeben und es sei
bekannt, dass der Restgraph (aus dem bis zu k& Kanten entfernt wurden), in Bezug auf den
Ursprungsgraph, ein t-Spanner ist. Um die worst-case-Komplexitéit der Losung des k-CTP
unter Verwendung der Strategien Backtrack und Greedy zu minimieren, kénnte man beide
Strategien nach folgendem Schema einsetzen:

e ¢ und k erfiillen die Ungleichung (x)
= Benutze die Greedy-Strategie.
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Abbildung 3.22: Kompetitivitdt von Backtrack und Greedy in Abhéngigkeit von ¢ und k
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e ¢ und k erfiillen nicht die Ungleichung (x)
= Benutze die Backtrack-Strategie.

Der Funktionsgraph in Abbildung 3.23 reprisentiert genau die Werte von ¢ und k, fiir die
Backtrack und Greedy die gleichen kompetitiven Faktoren haben. Die Greedy-Strategie ist
also fiir alle Kombinationen von ¢ und k, die unterhalb des Funktionsgraphen liegen, zu
préferieren. Oberhalb des Graphen ist jedoch die Backtrack-Strategie die bessere Wahl.
Fiir kleine k-Werte besteht also durchaus die realistische Chance, dass Greedy im worst-

L
L

Stretch-Faktor (1)
h
"]

\ Backtrack(P) < Greedy(P)

\‘\.._

Greedy(P) < Backtrack(P)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
maximale Anzahl blockierter Kanten (%)

—— Backtrack(P) = Greedy(P)

Abbildung 3.23: Vergleich der kompetitiven Faktoren von Backtrack und Greedy

case schneller ist als Backtrack, zumindest dann, wenn ein relativ kleiner Stretch-Faktor fiir
den Restgraph garantiert werden kann. Ist beispielsweise bekannt, dass aus einem Graphen
ausschliellich Kanten entfernt werden, so dass sich die Lénge des kiirzesten Pfades zwischen
einem beliebigen Knotenpaar hochstens verdoppelt, so ist Greedy im worst-case fiir alle
k < 7 schneller als Backtrack. Fiir k — oo strebt der maximal zuléssige Stretch-Faktor,
fiir den Greedy im worst-case noch schneller ist als Backtrack, gegen 1. Fiir kK = 1 hingegen
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strebt der maximal zuléssige Stretch-Faktor erwartungsgeméafl gegen oo. Schliellich wissen
wir aus Kapitel 3.2, dass die kompetitiven Faktoren von Backtrack und Greedy identisch
sind, wenn hochstens eine Kante aus dem Ursprungsgraphen entfernt werden darf.

3.4.2 (t, l)-Self-Spanner

In diesem Abschnitt betrachten wir die Situation aus einem anderen Blickwinkel. Sind wir
beim t-Spanner davon ausgegangen, dass wir nur gewisse Teilgraphen betrachten, die un-
seren Reglementierungen entsprechen, betrachten wir nun eine verwandte Graphklasse, die
sich jedoch dadurch auszeichnet, dass sie bereits durch ihre Definition {iber ein gefordertes
Maf} an Robustheit verfiigt.

Unter einem (t, [)-Self-Spanner verstehen wir dabei einen Graphen, bei dem bis zu [ belie-
bige Kanten ausfallen diirfen und dabei ein Umweg maximal die ¢-fachen Ursprungskosten
verursacht. Formal bedeutet dies:

Definition 3.25. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine reelle Zahl t >
1 und eine nicht-negative Zahl 1 € N. G st ein (t, l)-Self-Spanner, wenn fir jeden
Teilgraphen G' = (V, E') von G mit |E'| > |E| — 1 und E' C E gilt:

de(u,v) <t-dglu,v), fir alle u,v € V, die in G' iiber einen Pfad verbunden sind.

Den kleinsten Parameter t, so dass obige Ungleichung gilt, bezeichnen wir wieder als
Stretch-Faktor.

Wir werden in den folgenden Abschnitten untersuchen, inwieweit die Einschrankung
auf die Klasse der (t,[)-Self-Spanner, mit ¢ > 1, die Giite der Strategien Backtrack und
Greedy verbessern kann.

Die Strategie Backtrack

Bei einem Stretch-Faktor ¢ = 1 sind keine Umwege zwischen zwei Knoten u, v € V' zuléssig
und eine mehrdeutige Strategie Backtrack kann nicht zu Umwegen gezwungen werden. Es
lasst sich jedoch auf Grund der Mehrdeutigkeit dieser Strategie nicht beweisen, dass sich
Backtrack in diesem Fall stets optimal verhélt:

Lemma 3.26. Jede Backtrack-Strategie ist auf (1,1)-Self-Spannern (2k + 1)-kompetitiv.
Jede eindeutige Backtrack-Strategie ist zudem mnicht c-kompetitiv fir alle ¢ < 2k + 1.

Es existiert jedoch zu jedem Szenario P € 11 eine eindeutige Graph-Strategie, so dass
Backtrack(P) = OPT(P) gilt.

Beweis. Gegeben sei ein ungerichteter, gewichteter Graph G = (V| E), eine Konstante
k € N, die die maximale Anzahl an ausfallenden Kanten angibt, und feste Start- und
Zielknoten s,t € V. Damit Backtrack zu einem kompetitiven Faktor > 1 gezwungen werden
kann, muss die Strategie mindestens einmal zur Umkehr zum Startknoten s gezwungen
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werden. Dies ist jedoch bei einer mehrdeutigen Strategie nicht moglich, da ein Gegenspieler
keine Kenntnis iiber den tatsdchlich gegangen Weg hat. Angenommen ein Gegenspieler
kennt die angewandte tie-breaking-rule nicht und will dennoch die Strategie Backtrack
an einem Knoten v € V durch eine Blockade einer an diesem Knoten inzidenten Kante
e € FE zur Riickkehr zwingen, so entsteht folgende Problematik: Wir wollen annehmen,
dass Backtrack direkt vor Ankunft am Knoten v den Knoten u € V besucht hat. Dann
gibt es am Knoten v die ausgehende Kante {u,v}, iiber die Backtrack bereits gelaufen
ist, und es existieren n weitere ausgehende Kanten {v,v;} € E. Er weifl nun, dass {iber
eine dieser Kanten ein kiirzester Pfad zum Zielknoten ¢ fithrt. Gibt es mehrere solcher
Kanten, iiber die ein kiirzester Weg von v zu t fiihrt, so weif§ er nicht, welche er blockieren
muss, um Backtrack zur Riickkehr zum Startknoten s zu zwingen. Angenommen es gibt
m viele solche Kanten: Wir gehen davon aus, dass auch noch mindestens m viele durch
einen Gegenspieler blockiert werden diirfen. Wére dies nicht der Fall, liele sich erst recht
nicht garantieren, dass Backtrack zur Umkehr gezwungen wird. Angenommen es gibt m
viele Kanten und ein Gegenspieler diirfte mindestens m viele blockieren, so miisste er alle
m Kanten blockieren, iiber die ein kiirzester Pfad von v zu ¢ fithrt. Es sei G' = (V, E') mit
E’ C E der Pfad, der entsteht, wenn alle Kanten am Knoten v, iiber die ein kiirzester Weg
zum Knoten ¢ fiihrt, entfernt wurden. Dann muss jedoch ein Knoten v; € V existieren, fiir
den dg/(v,v;) > 1-dg(v,v;) gilt. Gébe es diesen Knoten v; nicht, wére ¢ von s aus in G’
nicht mehr erreichbar, was wir eingangs ausgeschlossen haben. Damit kann aber G kein
(1, 1)-Self-Spanner sein.

Blockieren der Gegenspieler hingegen nur einen Teil der m Kanten so kénnen er um-
gekehrt nicht garantieren, dass die mehrdeutige Strategie Backtrack sich gemif ihrer tie-
breaking-rule fiir eine der unblockierten Kanten zur Traversierung entschieden hat. Er kann
also selbst bei einer unblockierten Kante, iiber die ein kiirzester Weg von s nach ¢ fiihrt,
nicht garantieren, dass Backtrack diesen verfolgt, wenn zugleich ein weiterer kiirzester
Weg iiber eine Kante e; zwischen den Knoten v und v existiert, wobei die e; blockiert ist.
Aus diesem Grund ldsst sich auch keine Optimalitat garantieren. Es gilt daher die obere
Schranke des allgemeinen Graphen von 2k + 1.

Im Falle mehrerer gleich langer kiirzester Wege, kann ein Determinismus nur dadurch
erreicht werden, dass eine tie-breaking-rule eingefithrt wird. Diese ldsst sich als Funktion
darstellen, die beispielsweise die Elemente der Kantenmenge aufsteigend durchnummeriert.
Wir wollen diese Kantennummerierung als Ordnungszahl bezeichnen. Falls nun zu einem
Zeitpunkt der Berechnung mehrere kiirzeste Wege berechnet wurden, kénnte man einen
Determinismus folgendermaflen garantieren: man traversiert stets den kiirzesten Pfad des-
sen Ordnungszahl der ersten Kante unter allen ersten Kanten aller kiirzesten Pfade minimal
ist. Da eine tie-breaking-rule beliebig permutierbar ist, existiert stets eine eindeutige Gra-
phstrategie aus der Menge aller Backtrack-Strategien, die dass Problem optimal 16sen.

g
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Fiir hohere Werte von ¢ léasst sich jedoch sehr wohl ein Szenario konstruieren, das die
Strategie zu Umwegen zwingt. Wir betrachten erneut einen ungerichteten gewichteten Gra-
phen G = (V| E), eine Konstante k£ € N, die die Anzahl maximal ausfallender Kanten an-
gibt, sowie zwei Knoten s,¢ € V', die einen festen Start- sowie Zielknoten darstellen. Im Fol-
genden werden wir zeigen, welche Auswirkungen die Einschrinkung auf (¢, [)-Self-Spanner
fiir die untere Schranke der Strategie Backtrack nach sich ziehen und betrachten zur Be-
griindung die Konstruktion aus Abbildung 3.24. Es sei die Anzahl [ € N an maximal aus-
fallenden Kanten geméfl Definition 3.25 fest vorgegeben. Wir mochten an dieser Stelle noch
einmal bemerken, dass die Kardinalitéit [ der Ausfallmenge nicht von der maximalen Kan-
tenausfallzahl k& abhéngt. Der Wert von [ ist lediglich beschrénkt durch die Kantenanzahl
|E| des betrachteten Graphen G. Fiir jedes k € N existiert eine Probleminstanz P, € II,
die ein worst-case-Szenario fiir die Strategie Backtrack reprasentiert. Fiir alle k£ € N, kon-

\
-

Abbildung 3.24: worst-case-Szenario fiir die Backtrack-Strategie auf (t,1)-Self-Spannern

(I+1)-viele

struieren wir nachfolgend eine konkrete Probleminstanz Py. Als Orientierung dient das
worst-case-Szenario des allgemeinen Graphen, an dem wir einige Anderungen vornehmen
miissen. Wir verwenden dazu am Startknoten s ausgehende k-viele roten Kanten {s,v;},
mit |{s,v;}]| :=1 fiir alle i € {1, ..., k}. Alle diese Kanten {s,v;} werden durch eine Kante
{vi, t}, die mit [{v;,t}| := € gewichtet ist, zu einem s-t-Pfad der Lange |(s,v;,t| =1+ ¢

mit ¢ € {1, ..., k} verlangert. Dariiber hinaus verwenden wir noch eine weitere rote Kante

{s,vp41}, die mit [{s,vp41}| =1+ % > 1 gewichtet ist. Desweiteren fiigen wir einen einfa-

chen Pfad (vy, ..., vk41) aus roten Kanten e; := {v;, v;11}, die mit |e;| := % gewichtet sind,
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hinzu. Die roten Kanten werden, wie in Abbildung 3.24 angedeutet, durch (I + 1)-viele
schwarze Kanten mit jeweils identischen Kostenmaflen beziiglich der roten Kante ersetzt.
Sie dienen ausschlielich der Ubersicht, die bei der verwendeten Anzahl von Kanten in einer
Zeichnung nicht mehr einzuhalten wire. Von jedem Knoten v; fithrt, wie zuvor bei der Kon-
struktion zur unteren Schranke fiir allgemeine Graphen, eine Kante ey 1,; = {v;, ¢}, mit
Kosten |egy144| := ¢, mit i € {1,...,k + 1}, zum Zielknoten t. Insgesamt ist gewihrleistet,
dass stets [-viele Kanten, die nicht inzident zum Zielknoten ¢ sind, ausfallen kénnen ohne,
dass hierdurch ein Umweg entsteht. Betrachten wir nun die Kosten des grofiten Umweges
zwischen zwei Knoten u,v € V, die bei einem Ausfall von [ beliebigen Kanten e € F
entstehen kénnen: Diese entstehen fiir den Graphen G z. B. zwischen den Knoten v; und
t, wodurch wir bei deren Ausfall den Graphen G’ = (V, E'\ {{v1,t}, ..., {vk, t}}) erhalten.
Sollte [ > k sein, so hat dies auf den grofften Umweg zwischen zwei Knoten keine Auswir-
kungen, da im Graphen G’, so wie er oben angegeben ist, nur noch rote Kanten und die
Kante {vg41,t} nicht blockiert sind. Rote Kanten sind jedoch stets (I + 1)-fach vorhanden
und durch die Blockade der Kante {vg1,¢} wiirden Start- und Zielknoten in unterschied-
lichen Zusammenhangskomponten liegen. Dann sind die beiden zu betrachtenden Knoten
im resultierenden Graphen aber nicht mehr miteinander verbunden und miissen fiir die
Berechnung des Stretch-Faktors nicht beriicksichtigt werden. In einem solchen Teilgraphen
G" .= (V,E\ Uy<;<ps1{vi,t}) ist der Stretch-Faktor ¢ = 1. Fiir den Stretch-Faktor ¢ in
unserem Szenario lasst sich nun folgender Wert ermitteln:

de
t < max{ dor(u,v) | u,v € V,u#v, und G' = (V, E') mit E' C E}
dg(u,’l))
, k.2
_der (v, t) ETC L.
dG<U17t> €

Durch die obige Konstruktion haben wir einen Graphen gefunden, der fiir ein beliebiges
k € N einen ((1 + ¢),1)-Self-Spanner darstellt, mit € > 0.

Betrachten wir nun die Backtrack-Strategie auf diesem Graphen Gy, so ist zu bemer-
ken, dass zu keinem Zeitpunkt ein kiirzester Weg vom Startknoten s zum Zielknoten ¢
iiber eine mit % gewichtete Kante verlauft. Das vorliegende Szenario P, dhnelt sehr stark
dem worst-case-Szenario fiir allgemeine Graphen aus Kapitel 3.2.1. Die Backtrack-Strategie
versucht sukzessive alle kiirzesten Wege vom Startknoten s zum Zielknoten t zu traversie-
ren. Dabei muss sie sich aufgrund der Konstruktion am Startknoten s k-mal fiir eine der
k-vielen roten Kanten entscheiden, die allesamt mit identischen Kosten 1 gewichtet und
zu den Knoten v;, mit i« € {1,...,k 4+ 1}, inzident sind. Da alle Pfade mit identischen
Kosten gewichtet sind, ist ein kiirzester Pfad nicht eindeutig. Jeder dieser roten Pfade
repréasentiert [ + 1 schwarze Pfade. Um an dieser Stelle eine eindeutige Strategie zu er-
halten kénnte man eine tie-breaking-rule einfithren, die mittels einer injektiven Abbildung
¢ E — N jeder Kante e; € E eine eindeutige Ordnungszahl zuweist. Dadurch wir ein
Determinismus garantiert, der die Strategie eindeutig werden lédsst. Die Strategie kénnte
dann ndmlich z. B. im Falle von mehreren kiirzesten Wegen die Kante mit der kleinsten
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Ordnungszahl traversieren. Fiir das worst-case-Szenario ist dies jedoch unerheblich. Ein
Gegenspieler blockiert im schlimmsten Fall die Kanten {vy,t}, ..., {vg, t}. Die Backtrack-
Strategie traversiert k£ mal einen Représentanten einer roten Kante und entdeckt dabei an
den Knoten v;, dass die Kante {v;,t} entfernt ist. Dadurch wird sie zum Riickweg zum
Startknoten s gezwungen, von wo aus sie weitere rote Kanten {s,v;} mit ¢ € {1,...,k}
durch Wahl eines Repréasentanten ausprobiert. Nachdem sie alle k roten Kanten traver-
siert hat, ist lediglich der Pfad (s, vk41,t) unblockiert und stellt auflerdem mit Kosten
|(8, vgs1, )] == 14 % = OPT(Fy) die Kosten einer optimalen Losung dar. Es ldsst sich nun
folgende Kostanabschétzung durchfiihren:

k
23 141+
Backtrack(FP) lzzl it e
OPT(F%) 1+%—|—5
2
C2k+1+5 e
- - _
L+ 5 +¢

Vke N3P, ell:

Da wir durch Skalierung des Graphen den optimalen Weg beliebig gro3 wéhlen kénnen,
ergibt sich nach Lemma 3.1 eine untere Schranke fiir einen kompetitiven Faktor auf ((1 4
g), )-Self-Spannern von
2
2k +1+ 5 + e
1+ & +¢

Dadurch ergibt sich mit der oberen Schranke fiir die Backtrack-Strategie auf allgemeinen
Graphen aus Kapitel 3.2.1 folgender Satz:

Satz 3.27. Die Strategie Backtrack ist fir e > 0 auf ((1 + ¢),1)-Self-Spannern (2k + 1)-
kompetitiv und nicht c-kompetitiv fiir
2k + 1+ +e¢

c< 5
1+ 5 +¢

Die Strategie Greedy

Gegenstand der Betrachtung ist erneut das k-Canadian Traveller Problem. Wir untersuchen
in diesem Abschnitt, inwieweit die Graphklasse der (t,1)-Self-Spanner die Bedingungen
fiir einen Gegenspieler einschrénkt, der gegen die Strategie Greedy spielt, und werden
dabei die enge Verbindung zwischen ¢-Spannern und (¢, 1)-Self-Spannern untermauern. Wir
werden nachfolgend zeigen, dass sich die Ergebnisse des ¢-Spanners auf den (¢,1)-Self-
Spanner iibertragen lassen, indem wir die untere Schranke fiir ¢-Spanner durch leichte
Modifikation zu einer unteren Schranke fiir (¢, 1)-Self-Spanner transformieren. Dabei nutzen
wir folgende Tatsache aus:

Ist G = (V, E) ein (t,1)-Self-Spanner, mit [ € N, so ist G' = (V, E’) ein ¢t-Spanner, fiir
alle B/ C F, mit |E'| > |E| — L.
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Fiir jedes | > k, wobei k € N, die Anzahl maximal ausfallender Kanten beziiglich des
k-Canadian Traveller Problem angibt, lassen sich die (t,[)-Self-Spanner als Teilmenge der
t-Spanner betrachten.

Zur Erinnerung: Ein Graph G’ C G, mit G' = (V,E'), G = (V,E) und E' C E,
wird als t-Spanner bezeichnet, wenn die Distanz eines beliebigen Knoten u,v € V, die in
G' verbunden sind, die t-fache Distanz im Ursprungsgraphen G nicht iiberschreitet. Da
die betrachteten Teilgraphen G’ C G durch Entfernen von maximal k£ Kanten entstehen,
gewihrleistet die Forderung [ > k, dass jeder solche Teilgraph G’ von G zugleich t-Spanner
von G ist.

Um fiir jedes k£ € N eine eigene Probleminstanz P, € II zu konstruieren, betrachten
wir Abbildung 3.25, die im Wesentlichen die Konstruktion unseres worst-case-Graphen aus
Abschnitt 3.4.1 zu t-Spannern darstellt. Um den Graphen aus Abbildung 3.17 jedoch in
einen (t,[)-Self-Spanner zu transformieren, miissen wir garantieren, dass es moglich ist,
beliebige | Kanten aus GG zu entfernen, so dass die Kosten eines kiirzesten Pfades zwischen
zwei Knoten u,v € V ein t-faches beziiglich ihrer Distanz im Ursprungsgraphen nicht
iibersteigen, sofern sie jetzt immer noch iiber einen Pfad verbunden sind. Diesem Problem
konnen elegant aus dem Weg gehen, indem wir an einigen Stellen (I 4 1)-viele Kopien
einer Kante mit identischer Gewichtung verwenden. Diese Mafinahme treffen wir fiir jede
Kante auf dem Pfad von Greedy, sowie dem einer optimalen Lésung. Zur besseren Ubersicht
benutzen wir in unserer Konstruktionsabbildung 3.25 rote Kanten, die erneut (I + 1)-viele
schwarze Kanten mit identischer Gewichtung reprasentieren. Somit wird der Weg, den die
Greedy-Strategie verfolgt, nicht unnétig durch die Konstruktionsbedingungen fiir einen
(t,1)-Self-Spanner in den Hintergrund geriickt. Es kann nun garantiert werden, dass sich
zwischen zwei Knoten auf einem dieser beiden Pfade kein Umweg erzeugen lésst, wenn [
beliebige Kanten ausfallen. Dies gilt auch fiir die Kanten {v;, ¢}, mit i € {1, ..., k}, die durch
den Gegenspieler entfernt werden. Die Konstruktion ist so ausgelegt, dass die Kosten fiir
die Traversierung des Pfades (v;, v;_1, ..., v1, 8,t) das t-fache von [{v;, t}| nicht iibersteigen
mit ¢ € {1,...,k}. Die exakte Argumentation ist analog zu der fiir die Konstruktion der
unteren Schranke auf ¢-Spannern und findet sich in Abschnitt 3.4.1 ab Seite 65.

Es wire an dieser Stelle auflerdem nicht sinnvoll, die Kanten zwischen den Knoten v; und
t,mit i € {1,...,k+1}, durch [+ 1 Hilfskanten selbiger Gewichtung zu versehen, da sich dies
zu Ungunsten der Strategie eines Gegenspielers auswirken wiirde. Die Begriindung ist darin
zu finden, dass alle {v;, t}-Kanten blockiert werden miissen, um die Greedy-Strategie daran
zu hindern, einen kiirzesten Pfad tiber eine unblockierte {v;, t}-Kante zum Zielknoten ¢ zu
nehmen. Eine Blockade von mehr als einer {v;,¢}-Kante an einem Knoten v; verringert
jedoch die Anzahl maximal moglicher Umwege zu weiteren Knoten v;. Dies verringert
den maximalen Gesamtumweg und somit den maximal erreichbaren kompetitiven Faktor.
Einen Sonderfall dieser Uberlegung werden wir jedoch am Ende dieses Abschnittes zu einer
alternativen Konstruktion eines worst-case-Szenarios betrachten.
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Wir wéhlen als Kosten fiir den optimalen Weg OPT(P;) := 1. Dies ist die rote Kante
{s,t}, mit |{s,t}| = 1 aus Abbildung 3.25, die den Startknoten s und den Zielknoten t
direkt miteinander verbindet. In der Absicht einen moglichst groen Umweg fiir Greedy zu
erzeugen, konstruieren wir ein Pfadsegment vom Knoten s zu einem Knoten vy, an dem
Greedy die erste ausgefallene Kante {v1,¢} bemerken wird. Fiir diese gilt [{v1,t}| =: z;.
Die beiden Pfadsegmente zusammen ergeben einen moglichen s-t-Pfad, der, um von Greedy
gewihlt zu werden, echt kleiner als die optimale Losung vom Startknoten s zum Zielknoten
t sein muss. Wir miissen garantieren, dass |(s,v1,t)| < 1 = OPT(P;) gilt. Somit wéhlen wir
die Kosten fiir die Kante |{s,v;}| = 1 —x; —¢ fiir ein £ > 0. Dadurch ist sichergestellt, dass
der Weg kiirzer als der letztlich optimale Weg ist und somit von Greedy traversiert wird. Da
ein Gegenspieler die Kante {vy,t} entfernt, muss sichergestellt sein, dass ein Pfad von v; zu
t existiert, der Kosten |(vq,t)| < t -2y garantiert, um die (t,)-Self-Spanner-Eigenschaft zu
erfiillen. Dies ist durch den Pfad (vy, s,t) gegeben. Dieser Pfad ist stets verfiigbar, da [+ 1-
fach vorkommt. Es ist daher durch Blockade von maximal [ Kanten nicht moéglich diesen
Pfad einzuschrianken. Greedy wird also im ersten Schritt gemé&fl unserer Konstruktion am
Knoten v; ankommen und die blockierte Kante {v;,t} entdecken. Die Strategie berechnet
nun den kiirzesten v;-t-Pfad und folgt diesem bis sie entweder ¢ erreicht oder an einem
Knoten v, eine weitere blockierte Kante {vs, t} entdeckt. Der angesprochene v;-t-Pfad muss
also echt kleiner als die Summe der Kosten fiir den Riickweg zu s und die Kosten OPT(FPy)
fiir den optimalen Weg sein. Es muss nun im Sinne einer Maximierung fiir die Kosten eines
worst-case-Szenarios der Strategie Greedy |(vq,ve,t)| < [(v1,s,t)| gelten. Die Konstruktion
kann nach diesem Schema beliebig erweitert werden. Wir haben somit unser worst-case-
Szenario fiir t-Spanner aus Kapitel 3.4.1 auf einem Graphen G angegeben, welches nun
auferdem die Eigenschaften eines (¢,1)-Self-Spanners erfiillt.

Die Strategie eines Gegenspielers kann nun die Strategie Greedy dazu zwingen,
den Pfad (s,v1,...,v511,t) zu traversieren. Es wurden somit alle gestrichelten Kanten
{{v1,t}, ..., {vk, t}} mit [{v;,t}| = x; aus Abbildung 3.25 blockiert, wéhrend sich ein op-
timaler s-t-Pfad mit Kosten 1 ergibt. Die exakten Kosten der Strategie Greedy ergeben
sich aus der Wahl der Langen fiir die x;. Somit gilt fiir den kompetitiven Faktor dieselbe
untere Schranke wie auf t-Spannern. Da der (¢,1)-Self-Spanner fiir [ > k iiberdies ein Son-
derfall des t-Spanners ist, gilt die obere Schranke aus Satz 3.19 fiir t-Spanner ebenfalls fiir
(t,1)-Self-Spanner. Aus beiden Aussagen ergibt sich:

Korollar 3.28. Ist G ein (t,1)-Self-Spanner, so ist die Strategie Greedy auf G fiir alle
t > 1 und fiir alle | > k c-kompetitiv mat

2t \"*
c=2 =) -1
t1

und nicht ¢ -kompetitiv fir alle ¢ < c.

Zusétzlich zur soeben vorgestellten unteren Schranke wollen wir eine alternative Kon-
struktion angeben, die die untere Schranke des kompetitiven Faktors der Strategie Greedy
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Abbildung 3.25: worst-case-Szenario fiir die Greedy-Strategie auf (t,[)-Self-Spannern
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auf (t,[)-Self-Spannern beeinflusst. Fiir sehr kleine Werte von [ ldsst sich némlich ein Sze-
nario angeben, in dem die untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor gegeniiber dem
Ergebnis aus Korollar 3.28 deutlich angehoben wird. Die Differenz ist dabei antipropor-
tional zum Stretch-Faktor ¢. Wir geben im Folgenden fiir jedes £ € N eine Instanz P an,
die eine untere Schranke fiir die Strategie Greedy auf (t,[)-Self-Spannern darstellt. Hierzu
betrachten wir Abbildung 3.26, die die Konstruktion verdeutlicht. Wir beschreiben nachfol-

(I+1)—viele
passierbar
__________ blockiert

7=l

Abbildung 3.26: worst-case-Szenario fiir die Greedy-Strategie auf (¢, [)-Self-Spannern (2)

gend den Aufbau eines ungerichteten, gewichteten Graphen G = (V| E), zu einer gegebenen
Konstante £ € N sowie eines Start- und Zielknotens s,t € V. Dazu konstruieren wir eine
Kante {s,t} mit Gewichtung [{s,t}| := 1+ ¢, die die Greedy-Strategie jedoch niemals be-
treten wird. Sie verfolgt ndmlich den um e > 0 kiirzeren Pfad von s zu t, der aus den beiden
roten Kanten {s,vo}, mit [{s,v0}| :=2° —2° - ¢, und {vy, t}, mit [{vo,t}| := ¢, besteht. Es
existieren weitere Kanten vom Knoten v; zum Knoten v; 1, mit [{v;, v;1}| := 28 — 20 - ¢,
fur alle i € {1, ..., Ll%j} Es sei s :=vp und ¢ := v;, mit j := Ll%j + 1. Die roten Kanten
reprisentieren (I + 1) schwarze Kanten und dienen ausschlieSlich der Ubersichtlichkeit. Ein
Gegenspieler blockiert nun alle Kanten {v;,t}, mit i € {1, ..., j}. Dadurch wird die Greedy-
Strategie gezwungen den Pfad (s, v1,...,vj,t) zu traversieren und verursacht dabei Kosten

K ) )
in Hohe von Greedy(Py) = ZZ-LEOlJ (2" — 2" - ¢). Die optimalen Kosten betragen jedoch nur
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OPT(P) := 1+ e. Damit ergibt sich folgende Kostenabschétzung:

L)

> (2i-2e)
Greedy(F) i=0
Vk e NJdP, ell: =
, OPT(P,) 1+e
olpyl+l _ 1 _ (QLZ%J‘H —1)-¢

1+¢

Dieser Term kann nun so umgeformt werden, dass fiir jedes § > 0 ein € > 0 existiert, so
dass gilt:

Greedy(P;) olmal+l _ 1 (2“%“1 —1)-¢
OPT(P,) l+e¢
> olmiltl _q 5,

Vke NdJP, ell:

Da wir den Graphen G beliebig skalieren konnen, ldsst sich ein beliebig hoher Wert fiir
die optimalen Kosten erreichen. Damit gilt nach Lemma 3.1 eine untere Schranke fiir den
kompetitiven Faktor von ot _ 1 §. Da § > 0 dariiber hinaus beliebig nah an Null
wéhlbar ist, gilt sogar eine untere Schranke von ol _ 1. Wir erhalten somit fiir [ = 0
den zu erwartenden Wert der unteren Schranke auf allgemeinen Graphen von 28! — 1.
Dann ergibt sich mit der oberen Schranke der Strategie Greedy auf allgemeinen Graphen
folgendes Korollar:

Korollar 3.29. Ist G ein (t,1)-Self-Spanner, mit | < k, so ist die Strategie Greedy (28 —
1)-kompetitiv und nicht besser als c-kompetitiv, mit

2t \" Lrkr 41
c:maX{Q _1, ola —1}.
Pt 1

Es stellt sich nun die Frage, fiir welche Werte [ diese untere Schranke einen hoheren
kompetitiven Faktor als den in Korollar 3.28 auf Seite 100 liefert. Dazu formen wir die
Gleichungen etwas um:

k
2(1) 1 <olmrltt g
t+1

= log, <2(tj——tl)k) < {%J +1
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Sei nun k:=n- (I +1):

= (I+1)- (log, (Q(ti—tl) )—1)<k
= (+1)- (logy(2) +log, (ﬁ) k—1)<k;

= k-(I+1)- (logy(2t) —logy(t+1)) <k
= (I+1)- (logy(2t) —logy(t +1)) < 1
1
= S m@ gt
N 1

I < -1
1+ log,(t) — log,(t + 1)

Abbildung 3.27 stellt dies noch einmal anschaulicher dar. Um den maximalen Wert fiir ¢ zu

31
29
27
25
23
21

Anzahl ausfallender Kanten /

Stretch-Faktor ¢

Abbildung 3.27: Gegeniiberstellung beider Varianten fiir die untere Schranke der Strategie
Greedy

berechnen, bei dem diese Schranke noch einen héheren kompetitiven Faktor liefert, formen
wir unsere Gleichung erneut um.
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Allgemein gilt:

k
2<i> 1 <ol g
t+1

t+1

t F Y
= t——. 2Ll+1J < — - 2Lz+1J

2 2

</ 9 L)

2 Volir)
Um eine bessere Vorstellung von diesem Wert zu bekommen berechnen wir exemplarisch
fiir den speziellen Wert [ := 1 den maximal moglichen Stretch-Faktor ¢, so dass sich fiir
diese alternative Konstruktion eine hohere untere Schranke als in Korollar 3.28 auf Seite
100 ergibt. Fiir das feste [ = 1 betrachten wir eine beliebige, jedoch gerade Anzahl k := 2n,
fiir n € N, an ausfallenden Kanten. Durch diese nur sehr geringe Einschrankung lassen sich
die unteren Gauflklammern ignorieren. Dann ergibt sich:

Vol k=on V2

t< =
9 _ /ol 2—1/2

~ 2, 41421356.

=

= t <

Falls der Stretch-Faktor kleiner als 21(2/5 ist, liefert das hier vorgestellte Szenario eine hchere

untere Schranke fiir die Strategie Greedy auf (¢, 1)-Self-Spannern.

3.4.3 t-Self-Spanner

In diesem Abschnitt betrachten wir die Klasse der t-Self-Spanner, die eine enge Ver-
wandtschaft mit den (t,1)-Self-Spannern aufweisen. Man kann sich einen ¢-Self-Spanner
als (t,1)-Self-Spanner vorstellen, bei dem die maximale Ausfallgrofie [ an Kanten, die fiir
den Stretch-Faktor ¢ beriicksichtigt werden muss genau der Kardinalitdt der Kantenmen-
ge des Graphen entspricht. Es muss also bei einer beliebigen Ausfallmenge an Kanten
gewahrleistet sein, dass die Léange des kiirzesten Weges zwischen zwei im Restgraphen noch
iiber einen Pfad miteinander verbundenen Knoten das ¢-fache der Lénge eines kiirzesten
Pfades im Ursprungsgraphen nicht iibersteigt. Es ist keine triviale Aufgabe ¢-Self-Spanner
mit kleinem ¢ zu finden, so dass dieses Szenario ebenfalls als Grundlage fiir das k-Canadian
Traveller Problem nutzbar ist, was in den folgenden Abschnitten verdeutlicht werden soll.

Definition 3.30. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine reelle Zahl
t > 1. G ist ein t-Self-Spanner, wenn fir jeden Teilgraphen G' = (V, E'), mit E' C E gilt:

dg(u,v) < t-dg(u,v), fir alle u,v €V, die in G’ iiber einen Pfad verbunden sind.

Den kleinsten Parameter t, so dass obige Ungleichung gilt, bezeichnen wir wieder als
Stretch-Faktor.
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Es lassen sich an dieser Stelle nicht die Ergebnisse des (¢, )-Self-Spanners aus Korollar
3.28 iibertragen, da die Anzahl an maximal ausfallenden Kanten [ im Vorhinein nicht
bekannt ist.

Lemma 3.31. Sei G = (V, E) und t > 1. Wenn G ein t-Self-Spanner ist, dann hat jeder
einfache Kreis C in G mazimal |t] + 1 Kanten.

Beweis. Sei G = (V, E) ein ungerichteter, gewichteter t-Self-Spanner, mit ¢t € R>y. Ange-
nommen, es gibe einen Kreis C' mit mehr als [¢| + 1 Kanten. Streiche alle Kanten aus G,
die nicht zu C' gehoren und konstruiere so einen Graphen G' = (V, E’), mit £’ C E. Wir
entfernen nun auf diesem Kreis eine Kante mit minimalen Kosten. Dann wissen wir, dass
die beiden inzidenten Knoten dieser soeben entfernten Kante noch iiber einen Pfad aus
t + 1 Kanten miteinander verbunden sind. Da wir jedoch die Kante mit minimalen Kosten
entfernt haben, muss die Uberquerung jeder einzelnen Kante auf diesem Pfad mindestens
die Kosten der Uberquerung der entfernten Kante verursachen. Formaler betrachten wir:
G" = (V,E'"\{e;}), mit | := |e;| = [{w,v}| und I < |e;| fiir alle e; € E’. Dann gilt:

dG//(U,U) > (LtJ +1) -l>t-l2t'dg(u,’l)).

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Annahme, dass G ein t-Self-Spanner ist.

Die Strategie Backtrack

1-Self-Spanner

Wir bezeichnen das k-Canadian Traveller Problem mit erneut II. Fiir jedes k € N geben
wir eine Instanz P, € Il an, die ein worst-case-Szenario fiir Backtrack auf 1-Self-Spannern
darstellt. Die Konstruktion einer Instanz P wie folgt: Es sei G = (V, E) ein ungerichteter,
gewichteter 1-Self-Spanner. In Abbildung 3.28 sehen wir ein Beispiel eines Graphen, der
bis auf Mehrfachkanten zwischen zwei Knoten u,v € V nach Lemma 3.31 zyklenfrei sein
muss. Existieren in G n Mehrfachkanten e; = {u,v}, mit ¢ € {1,...,n}, zwischen zwei
Knoten w und v, so gilt |e;| = |e;|, fiir alle 4,j € {1,...,n}. Auch ohne Mehrfachkanten,
wie z. B. zwischen den Knoten s und v; in Abbildung 3.29 liele sich durch Entfernen aller
m < n Kanten e;, mit |e;| < |e;| und e; = {u,v} = e, fiir alle ¢,5 € {1, ...,n} ein Umweg
zwischen den Knoten u und v erzeugen, so dass gilt dgr(u,v) > 1 - dg(u,v), womit G kein
1-Self-Spanner sein konnte. Bis auf Mehrfachkanten identischer Gewichtung zwischen zwei
Knoten u,v € V haben wir es also mit einer Baumstruktur zu tun.

Definition 3.32. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Hat ein grifiter einfacher
Kreis in G nicht mehr als 2 Kanten, so nennen wir G quasi-zyklenfres:.

In zyklenfreien Graphen ist der kiirzeste Weg von einem Startknoten s € V zu ei-
nem Zielknoten ¢ € V stets eindeutig. In quasi-zyklenfreien Graphen ist dies nicht mehr
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Abbildung 3.28: Beispiel eines 1-Self-Spanners

gewihrleistet, da Mehrfachkanten zwischen zwei Knoten u und v existieren kénnen. Der
Graph G aus Abbildung 3.28 ist quasi-zyklenfrei. Wir betrachten zunéchst zwei Knoten
u,v € V zwischen denen Mehrfachkanten existieren. Wie bereits oben erwahnt, miissen
alle diese Kanten identisch gewichtet sein.

Entfernt ein Gegenspieler nur eine echte Teilmenge dieser Mehrfachkanten, so wéhlt die
mehrdeutige Strategie Backtrack eine dieser Kanten. Da alle Kanten identisch gewichtet
sind, bedarf es einer tie-breaking-rule, um eine Eindeutigkeit fiir die Backtrack-Strategie zu
erreichen. Der Gegenspieler hat Kenntnis iiber diese tie-breaking-rule und weif§ somit fiir
welche Kante sich die Strategie Backtrack im Falle mehrerer kiirzester Wege entscheidet.
Betrachten wir dazu den Extremfall aus Abbildung 3.29. Ein Gegenspieler entfernt immer

g & &
A Vl € V2 P V3 v;zf 2 c 1

Abbildung 3.29: worst-case fiir die Strategie Backtrack auf 1-Self-Spannern

genau eine der beiden e-Kanten zwischen zwei Knoten v; € V und v;01 € V, mit @ €
{1,...,n — 1}. Dies seien die Kanten, die der genau der tie-breaking-rule entsprechen. In
diesem Fall hat Backtrack sich immer fiir eine durch den Gegenspieler entfernte Kante
entschieden und tritt auf Grund der Blockade den Riickweg zum Startknoten s an. Fiir k
Blockaden ergibt das Reisekosten von Backtrack(P;) = 2 Zf;ol (I1+i-e)+1+4+k-¢, die
optimalen Kosten von OPT(Py) := 1 + k - € gegeniiberstehen. In Fall einer eindeutigen
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Strategie ist Backtrack also (2k + 1)-kompetitiv und nicht besser. Es existiert jedoch fiir
jedes Szenario eine Graph-Strategie, bei der Backtrack sich optimal verhédlt und somit
1-kompetitiv ist.

Blockiert ein Gegenspieler hingegen alle Mehrfachkanten zwischen zwei Knoten u und
v, so zerfallt der Graph G in zwei Zusammenhangskomponenten G; 3 s und G > ¢, mit
G1 NGy = . In diesem Fall kann kein Weg mit endlichen Kosten mehr gefunden werden.
Andernfalls ergibt sich dieselbe Problematik. Betrachten wir ndmlich zwei Knoten u,v € V/,
die durch genau eine Kante miteinander verbunden sind, so stellt dies den Sonderfall von
obiger Betrachtung mit Mehrfachkanten dar, wobei alle Kanten - das ist in diesem Fall
genau eine - blockiert werden. Da hierbei jedoch kein kiirzester Weg 7 von s nach ¢ mit
|7(s,t)| < 0o existieren kann und somit die Betrachtung des k-Canadian Traveller Problem
sinnlos wird, kénnen wir davon ausgehen, dass solche Kanten nicht entfernt werden.

Korollar 3.33. FEs lisst sich fiir jede eindeutige Strategie Backtrack auf 1-Self-Spannern
mit Mehrfachkanten eine obere Schranke angeben, so dass Backtrack (2k + 1)-kompetitiv
und nicht c-kompetitiv fir ¢ < 2k + 1 ist. Fiir jedes dieser Szenarien ezistiert jedoch
eine Graph-Strategie aus der Menge der Backtrack-Strategien, die auf diesem Graphen 1-
kompetitiv ist.

(1+4-¢)-Self-Spanner

Wir werden im Folgenden ein Szenario angeben, das die Strategie Backtrack auf t-Self-
Spannern, mit ¢ > 1, zu maximalen Kosten zwingt. Betrachten wir das k-Canadian Tra-
veller Problem in Verbindung mit der Strategie Backtrack, so gibt uns die obere Schranke
des allgemeinen Graphen fiir einen kompetitiven Faktor mit 2k + 1 den Berg an, den es
fiir die untere Schranke zu erklimmen gilt. Wir werden eine Konstruktion angeben, die
dies fiir ¢-Self-Spanner, mit ¢t > 1, leistet. Es sei k£ € N eine Konstante, die die Anzahl an
maximal ausfallenden Kanten angibt. Wir geben nun fiir jedes £k € N die Konstruktion
einer Instanz Py € II an, fiir die eine untere Schranke des kompetitiven Faktors von 2k + 1
erreicht wird. Zum besseren Verstéindnis verweisen wir auflerdem auf Abbildung 3.30, die
die Konstruktion fiir beliebiges k andeutet.

(I+g)e, ((I+g)s, (1+¢)s,
1 OOOO. O
@ i
S V) e, V, e, Vs, V-2 e, {

Abbildung 3.30: Beispiel eines (1 + £1)-Self-Spanners
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Es sei G = (V, E) ein ungerichteter, gewichteter ¢-Self-Spanner. Weiter sei V' die Knoten-
menge mit |V| := k+2. Wir definieren einen Startknoten s € V', von dem eine erste Kante
eo := {s,v1} mit Kosten |eg| := 1 ausgeht. Vom Knoten v; € V und spéter von allen Kno-
ten v; € V, mit ¢ < k+ 1, gehen stets zwei Kanten e; ; := |[{v;, vi11}| und e;2 := [{v;, vis1}|
mit Gewichtung |e; ;| := 3 und |e; 2| := (14¢1)e2 zum néchsten Knoten v;41 € V. Letztlich
fithren auf diese Weise zwei Kanten ej; und ey o in den Zielknoten ¢ € V. Ein Streichen
der ersten Kante eg aus dem Graphen G, wiirde fiir keine zwei Knoten u,v € V', die jetzt
noch in G’ := (V, E'\ {ep}) verbunden sind, eine Verldngerung des Weg zwischen ihnen
bedeuten.

Als néchstes untersuchen wir, was bei Entfernen einer der beiden Mehrfachkanten zwi-
schen zwei Knoten v; und v;;; passiert. Es macht auch hier nur Sinn, die Entfernung der
Kante mit den geringen Kosten zu betrachten. Andernfalls bliebe die minimale Distanz
zwischen allen Knotenpaaren erneut konstant. Streichen wir also eine beliebige Kante e; 1,
mit ¢ € {1,...,k}. Wir erhalten damit einen Stretch-Faktor zwischen den Knoten v; und
V1 Vo

o der(vi,vip1) (1 +€1)er

t= = =1+¢&.
dg (% Uz‘+1) €2 !

Ein weiteres Entfernen einer Kante e;; € Ey := {e11, ..., €51}, mit i # j, ist unabhéngig
von allen zuvor entfernten Kanten zu betrachten. Der Stretch-Faktor des Graphen G wird
dadurch nicht beeinflusst. Der Stretch-Faktor zwischen zwei beliebigen Knoten v; und v; 4,
mit m > 1, wird nicht gréfler, wenn weitere Kanten e; zwischen zwei Knoten v; und v,

der (Vi,Vigm)
da (vi,Vitm)

% = 1 4 £;. Somit liefert obige Konstruktion tatséchlich einen t-Self-Spanner, der

einen Wert 1 + ¢; beliebig nah an 1 annehmen kann.

mit |e;| = ¢ blockiert werden. Der Stretch-Faktor ist nédmlich durch ¢t <

Wir zeigen nun, wie sich die Strategie Backtrack auf diesem Graphen verhélt und welche
Kosten sie dabei verursacht. Sie startet wie gewohnt am Startknoten s und traversiert
einen kiirzesten Pfad in Richtung des Zielknotens t. Dieser Pfad fiihrt sie geméf ihrer
aktuellen Berechnung eines kiirzesten Weges von s zu ¢ iiber die Kante ey und weiter {iber
die Kanten e; 1, mit ¢ € {1,...,k}, bis hin zum Zielknoten ¢. Am Knoten v; blockiert ein
Gegenspieler jedoch die Kante e;; und zwingt die Strategie Backtrack somit zum Riickweg
zum Startknoten s. Mit jeder Iteration durchlauft sie einen weiteren Knoten v; bis sie durch
Blockade der Kante e; 1, mit i € {1, ..., k}, tiber die der aktuelle kiirzeste Pfad zu ¢ fithrt, zur
Umkehr gezwungen wird. Ein Gegenspieler darf insgesamt k& Kanten entfernen und kann die
Strategie somit genau k mal zur Riickkehr zwingen. Die daraus resultierenden Kosten lassen
sich fiir ein beliebiges & € N mit Backtrack(Fy) := 2 Zi:ol (144-(14e1)e2) +1+k-(1+e1)es
angeben. Die optimalen Kosten belaufen sich auf OPT(Fy) := 1 + k- (1 + &;1)e,. Damit
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lasst sich folgende untere Schranke angeben:

Backtrack(P,) 2310 (14 (1+e)ee) +1+k- (1+e1)e

Vke NdP, e1l: =
F OPT(P]Q 1+]€ (1+€1)82

_2k+2@(1+51)62+1+k-€2+k-5152

1+ k-eg+k-e169
C2%k+ (B —k)(Q—e)ea+14k-eo+k-cie
N 1+ k- -9+ k- 169
_2k:+1+k:2-52—l{;2-5152+2k-5152
N l+k-eg+k-e169

Fiir jedes t > 1 + ¢; lasst sich fiir jedes 6 > 0 ein €5 > 0 angeben, so dass gilt:

Backtrack(Py) 2k +1+ k%o + (2k — k?) - £169
OPT(P,) l+k-eat+k-eie
2k 14 (kP — ke + 2k )
B L+ea(k+k-ep)
>2k+1-0.

Vke N3dP, elIl:

Die Kosten der Kante ey und somit die Kosten des optimalen Weges, die in obiger Konstruk-
tion mit |eg| = 1 angegeben wurden, lassen sich beliebig hoch wihlen, wodurch Lemma 3.1
anwendbar ist. Da auflerdem der Wert fiir § beliebig nah an Null wahlbar ist, gilt sogar eine
untere Schranke von 2k + 1. Da fiir jeden grofleren Wert von ¢ der Gegenspieler hochstens
mehr Moglichkeiten hat ein Szenario mit, fiir die Strategie moglichst ungiinstigen Kondi-
tionen, zu konstruieren, kann der Wert der unteren Schranke héchstens steigen. Da jedoch
fiir den Wert t = 1 + €1, mit 1 > 0 bereits der Wert der oberen Schranke des allgemeinen
Graphen angenommen wird gilt folgende Uberlegung. Der allgemeine Graph kann dabei
als t-Self-Spanner mit ¢ — oo angesehen werden. Verkniipfen wir nun dieses Ergebnis mit
der oberen Schranke des kompetitiven Faktors fiir allgemeine Graphen aus Satz 3.2, so
erhalten wir folgenden Satz:

Satz 3.34. Die Strategie Backtrack ist auf t-Self-Spannern mit Mehrfachkanten, firt > 1,
(2k + 1)-kompetitiv und nicht c-kompetitiv mit ¢ < 2k + 1.

Das oben konstruierte Szenario basiert auf der Annahme, dass der Graph G = (V| E)
Mehrfachkanten zwischen zwei Knoten w,v € V enthalten darf. Das bedeutet, es gibt
ein 7 # 7, so dass gilt e; = e, fiir e;,e; € E. Unter Beriicksichtigung einer mdglichen
Anwendung des Canadian Traveller Problem, namlich der fehlertoleranten Versendung von
Informationen iiber ein Netzwerk G = (V| F), bei dem die Kanten von G beispielsweise
Glasfaserkabel repréasentieren, so ist aus ¢konomischer Sicht die Annahme sinnvoll, dass
jeweils nur ein solches Kabel zwei Serverknoten miteinander verbindet. Wir untersuchen
daher im Folgenden die Eigenschaften der Strategie Backtrack fiir das Canadian Traveller
Problem auf ¢-Self-Spannern ohne Mehrfachkanten.
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Die Strategie Backtrack (auf schlichten Graphen)

Da alle t-Self-Spanner auf schlichten Graphen mit ¢t < 2 zyklenfrei sind, ist die Strategie
Backtrack auf diesen Graphen stets 1-kompetitiv. Wir beginnen daher unsere weitere Un-
tersuchung mit ¢ = 2. Nach Lemma 3.31 verfiigt ein Kreis in einem 2-Self-Spanner stets
iiber genau 3 Kanten.

Definition 3.35. Es sei G = (V, E) ein ungerichteter, gewichteter Graph. Als Grife
eines Kreises C in G bezeichnen wir die Anzahl seiner Kanten. Ist C' der minimale Pfad
(V1, ey U,y 01), SO hat C die Grofie n. Wir schreiben dies auch als #C = n.

Sie bestehen also ausschlieflich aus einer Konkatenation von gleichseitigen Dreiecken -
das sind Kreise C' mit Kantenanzahl #C = 3, bei denen alle Kanten identisch gewichtet
sind - und Briicken - das sind einfache Pfade, die Dreiecke miteinander verbinden. Die
einzelnen Kanten e; € E dieser Briicken konnen eine beliebige Gewichtung |e;| > 0 anneh-
men, da eine Blockade dieser Kanten den Graphen in zwei Zusammenhangskomponenten
zerfallen lieBe und demnach kein Stretch-Faktor zwischen den betreffenden Knoten mehr
eingehalten werden miisste. Eine Konkatenation zweier dieser beiden Grundbauelemente
ist genau dann erlaubt, wenn durch diese kein einfacher Kreis #C > 3 entsteht und je-
der Kreis C' ausschliefllich aus Kanten identischer Gewichtung aufgebaut ist. Im Hinblick
auf das k-Canadian Traveller Problem werden wir nun eine untere Schranke fiir die Back-
track-Strategie angeben. Dazu werden wir fiir die Strategie Backtrack die Konstruktion
eines Szenarios P, angeben, das fiir ein £ € N ein worst-case-Szenario auf 2-Self-Spannern
darstellt. Abbildung 3.31 soll die Konstruktion der unteren Schranke eines 2-Self-Spanners

Vv Vv
w1 g 2%
& £
1
b z
§ v Vy Vs Vs Y Varos Vot Vopn =1

Abbildung 3.31: worst-case eines 2-Self-Spanners fiir die Strategie Backtrack

ohne Mehrfachkanten fiir die Backtrack-Strategie verdeutlichen. Wir konstruieren einen
ungerichteten, gewichteten 2-Self-Spanner G = (V| E') und erldutern die Konstruktion einer
Instanz Py € II. Da die Strategie Backtrack alle ausfallenden Kanten sieht, die zum Knoten
v; € V inzident sind, an dem sie sich befindet, beginnen wir mit einer Kante ey := {s, v1},
die den Startknoten s mit einem ersten Knoten v; € V' verbindet, an dem die Strategie die
erste ausfallende Kante bemerkt. Von nun an werden nur noch Dreiecke verwendet, die die
Strategie durch Blockade der einzelnen Kanten auf dem kiirzesten Pfad zum Zielknoten ¢
zur Umkehr zum Startknoten s zwingen. Eine Verwendung von Briicken wiirde die Strate-
gie nicht zu héheren Kosten zwingen. Das zweite und alle weiteren Dreiecke werden jetzt
so an das zuletzt hinzugefiigte Dreieck angehéngt, dass kein Knotengrad > 4 entsteht und
sich der ldangste einfache Pfad zwischen zwei maximal entfernten Knoten stets verléangert.
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Zur Konstruktion ist es wichtig, dass alle Kanten, die h#ufig durchlaufen werden,
moglichst grofle Kosten verursachen, wiahrend Kanten, die seltener iiberschritten werden,
mit geringen Kosten versehen werden. Die Kosten der ersten Kante eg sollen verglichen
mit den iibrigen Kanten mdoglichst hoch sein, da diese am héufigsten iiberquert wird. Wir
wéhlen deshalb |eg| := 1. Fiir alle iibrigen Kanten ey # e; € E wihlen wir |e;| := . Somit
haben alle drei Kanten eines Dreiecks stets dieselbe Lénge, wodurch wir die 2-Self-Spanner-
Eigenschaft gewahrleisten, da der Umweg zwischen zwei Knoten, die im betrachteten Teil-
graphen verbunden sind, so maximal die doppelte Distanz beziiglich des Ursprungsgraphen
aufweist. Dadurch ergibt sich die Konstruktion aus Abbildung 3.31. Ein Gegenspieler blo-
ckiert nun die Kanten e; = {vg;_1,v2;11}, mit ¢ € {1, ..., k}, die zwei Knoten mit aufeinan-
der folgenden ungeraden Knotenindizes miteinander verbindet. Dadurch wird die Strategie
Backtrack dazu gezwungen an jedem Knoten vg;_1, mit ¢ € {1, ..., k}, an einer blockierten
Kante zu stoppen und zum Startknoten zuriickzukehren. Ein Gegenspieler darf bis zu k
Kanten entfernen, wodurch die Strategie k£ mal zur unplanméfligen Umkehr zum Startkno-
ten s gezwungen werden kann. Der kiirzeste Pfad von s zu t verlauft dabei genau iiber die
Knoten s, vy;_1 und ¢, mit i € {1, ..., k}. Die Kosten eines optimalen Weges, der genau iiber
die Kanten zwischen Knoten mit ungeradem Index verlauft, betragen OPT(Fy) := 142k -¢.
Somit ergibt sich fiir die Berechnung des kompetitiven Faktors der Strategie Backtrack auf
2-Self-Spannern folgende Abschéitzung:

k—1

2 1+7- 142k -
Backtrack(P,) z;o( tie)+l4 ©

OPT(P,) 1+2k-¢

2k + 14+ 28 e g0k ¢

1+2k-¢
_2k—|—1+k2€+k€

1+2k-¢

Vke NdP, ell:

Fiir jedes 0 > 0 lésst sich ein € > 0 finden, so dass gilt:
Backtrack(P,) 2k + 1+ k% + ke
OPT(PR,) 1+2k-¢
>2k+1-0.

Vke NdP, eIl :

Da die Kosten des optimalen Weges von s zu t durch Skalierung der Kante ey beliebig grof3
gewihlt werden konnen, ist nach Lemma 3.1 bewiesen ist, dass die Strategie Backtrack auf
2-Self-Spannern nicht c-kompetitiv fiir ¢ < 2k + 1 — ¢ ist. Da der Wert fiir §, wie oben
beschrieben, beliebig nah an Null gewahlt werden kann, gilt sogar eine untere Schranke von
2k + 1. Mit der oberen Schranke fiir allgemeine Graphen, die nach Satz 3.2 gilt, kénnen
wir folgendes Resultat festhalten:

Satz 3.36. Die Strategie Backtrack ist auf t-Self-Spannern ohne Mehrfachkanten, mit t >
2, (2k + 1)-kompetitiv und nicht c-kompetitiv mit ¢ < 2k + 1.
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Die Strategie Greedy

Die Greedy-Strategie ldsst sich auf 2-Self-Spannern in der soeben vorgestellten Weise nicht
zu Umwegen zwingen.

Satz 3.37. Die Strategie Greedy ist auf t-Self-Spannern, mit t < 3, stets optimal, d.h.
1-kompetitiv.

Beweis. Es sei Il das k-Canadian Traveller Problem auf ¢-Self-Spannern, mit ¢ < 3. Weiter
sei G = (V, ) ein ungerichteter, gewichteter t-Self-Spanner, mit ¢ < 3. Dann existiert nach
Lemma 3.31 kein Kreis C' in G mit #C' > 4. Wir zeigen, dass sich die Strategie Greedy auf
einem Kreis C' mit #C' < 3 und damit auf allen ¢-Self-Spannern mit ¢ < 3 optimal verhélt.
Betrachten wir hierfiir zunéchst einen Kreis C', mit #C = 3. Ein Kreis mit drei Kanten ist
ein Dreieck, wie es in Abbildung 3.32 zu sehen ist. Dieses Dreieck sei aus den drei Knoten

(s, v;) H

Tc(‘}k :t)

Abbildung 3.32: eindeutiger Pfad durch zwei Knoten eines Dreiecks

{vi,vj,v} €V und den drei Kanten {e;,e;,e;} C E aufgebaut. Damit Greedy zu einem
Umweg gezwungen werden kann, muss ein kiirzester Weg iiber den Knoten v; fithren. Dann
kann Greedy durch Blockade der Kanten e; zur Riickkehr zum Knoten v; gezwungen werden
und hat dabei die Kante e; doppelt traversiert, ohne sich dem Ziel gendhert zu haben. Sie
wiirde nun ihren Weg iiber die unblockierte Kante ¢, fortsetzen und hétte so Mehrkosten
gegeniiber einer optimalen Losung verursacht. Wir wollen nun erldutern, warum dies nicht
moglich ist: Damit die Strategie Greedy iiberhaupt die Traversierung iiber den Knoten v;
in Betracht zieht, muss

il +lej] < fex| (1)
gelten. Dariiber hinaus gilt die ¢-Self-Spanner-Eigenschaft aus der

ler] + [ei] < 3 ej (2)
lex] + [ej] < 3 |ei] (3)
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folgt. Wir kénnen nun durch Umformung von Ungleichung (2) folgendes zeigen:

lex] + lei] < 3+ el (2)
= lex| + el + [e5] < 3 [ej| + e
———
<lex|
= 2 |ex| < 4- e
1
= lej] > §|€k| (4)
1
analog gilt: le;| > §‘€k| (5)

Nun betrachten wir Ungleichung (1) und zeigen, dass diese mit den Ungleichungen (4) und
(5) zu einem Widerspruch gefiihrt werden kann:

Damit ist gezeigt, dass die gewiinschte Konstruktion nicht konstruierbar ist. Deshalb kann
Greedy auf ¢-Self-Spanner mit ¢ < 3 durch einen Kreis der Grole 3 nicht zu einem Um-
weg gezwungen werden. Fiir einen Kreis C', mit #C = 2, oder eine Briicke zwischen zwei
Knoten v; und vj, iiber die ein kiirzester Pfad in G’ fithrt, kann Greedy erst Recht nicht zu
einem Umweg gezwungen werden, da der Strategie stets alle benotigten Informationen zur
Verfiigung stehen. Erreicht die Strategie Greedy namlich einen Knoten v;, an dem mehrere
Pfade zum Zielknoten ¢ fithren, wobei nur Kreise C' mit #C' = 2 verwendet werden, so hat
die Strategie bei Erreichen von v; Kenntnis iiber alle Kanten, die von v; zu einem Knoten
v; fithren und wahlt eine kiirzeste. Damit verhilt sie sich ebenfalls optimal. Insgesamt gilt
somit die Behauptung.

g

Wir untersuchen im Folgenden die Greedy-Strategie auf ¢-Self-Spannern mit groflerem
Stretch-Faktor: Dazu konstruieren wir eine Problemteilklasse IT" C II, die das Problem aus-
schliefllich auf t-Self-Spannern, mit ¢ > 3, definiert. Gegeben sei daher ein ungerichteter,
gewichteter Graph G = (V| E) und eine Konstante k£ € N, die die Anzahl maximal ausfal-
lender Kanten beziiglich des k-Canadian Traveller Problem angibt. Auf Grund der strengen
Restriktion durch die Definition eines ¢-Self-Spanners existieren nicht viele Moglichkeiten
ein Szenario anzugeben, das fiir die Strategie Greedy einem worst-case gleichkommt. Die
Konstruktion, so wie sie in Abbildung 3.33 dargestellt ist, erfolgt dabei durch £ + 1 dis-
junkte Pfade vom Startknoten s € V' zum Zielknoten ¢ € V. Jeder dieser Pfade besteht aus

zwei Kantensegmenten. Einem Kantensegment e; := {s,v;}, sowie einem Kantensegment
err1vi i= {v;,t}, miti € {1,....k+1} und e;, ex114; € E. Die Kanten von s zu den Knoten
v; sind dabei mit |e;| := [ gewichtet, wiahrend die Traversierung der Kanten zwischen den

Knoten v; und ¢ mit |ex4144| := 1, fiir alle ¢ € {1, ..., k+ 1}, identische Kosten verursachen.
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Abbildung 3.33: worst-case-Szenario fiir Greedy auf t-Self-Spannern

Der grofitmogliche Stretch-Faktor ¢ entsteht nun, wenn eine Kante egi14,, mit ¢ €
{1, ...,k + 1} ausfiillt. Betrug die Distanz zwischen v; und ¢ zuvor |exi14;| = 1, fir al-
le i € {1,...,k + 1}, so ergibt sich nach Ausfall obiger Kanten ein Stretch-Faktor von

t = gggzg = 20 + 1, fiir ein ¢ € {1,...,k + 1}. Bei allen anderen Kombinationen ist der
Stretch-Faktor entweder nicht grofier, oder die beiden Knoten sind in G’ nicht mehr mit-
einander verbunden. Eine Distanz von dg;(u, v) = oo zwischen zwei Knoten u,v € V muss

jedoch nach Definition 3.30 nicht beriicksichtigt werden muss.

Fiir die Strategie sind nun alle Pfade vom Startknoten s zum Zielknoten ¢ gleich lang.
Alternativ kénnte man durch den Einsatz von € den Graphen fiir jede Strategie Greedy
eindeutig konstruieren, worauf wir an dieser Stelle zur besseren Ubersicht verzichten wollen.
Sie muss sich daher anhand einer tie-breaking-rule fiir einen kiirzesten Pfad entscheiden und
beginnt die Traversierung iiber eine Kante e; € E, mit ¢ € {1,..., k+1}, mit Kosten |e;| = [.
Ein Gegenspieler blockiert die auf diese Kante folgende Kante e, 1,; und verhindert somit
das Erreichen des Zielknotens ¢ iiber den Pfad (s,v;,t). Da keine weiteren Kanten zum
Knoten v; inzident sind, ist die Strategie Greedy an dieser Stelle zum Riickweg gezwungen.
Sie erreicht nun nach weiteren Kosten |e;] = [ den Startknoten s, an dem sie erneut
eine Entscheidung treffen muss. Die Strategie Greedy berechnet nun auf dem Restgraphen
G1:=(V,E C {egy11:}) einen kiirzesten Weg. Wir gehen also davon aus, dass die Strategie
einen der k iibrigen Pfade auswéhlt, um von s zu ¢ zu gelangen. Ein Gegenspieler kann
insgesamt k mal eine Kante {v;, t} entfernen und die Strategie zur Umkehr zum Startknoten
zwingen. Erst im (k+1)-ten Schritt ist der Graph mit all seinen blockierten Kanten bekannt.
In diesem seien die Kanten e; und eyiq144, fiir ein j € {1,...,k + 1}, unblockiert und die
Strategie wahlt final den {ibrig gebliebenen Pfad (s, v;,t) vom Startknoten s zum Zielknoten
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t und hat bis hierhin folgende Kosten verursacht:

k—1

Vk € N3P, € I1: Greedy(Py) =2) 1+1+1
=0

= (2k+ 1)l + 1.

Der optimale Weg verldauft ebenfalls iiber den Pfad (s, v;,t) und seine Kosten belaufen sich
auf OPT(Py) := 1+ 1, VP, € II. Damit ergibt sich eine untere Schranke des kompetitiven

Faktors von:
Greedy(Pr) (2k+1)I+1

OPT(P,) [+1

Vk e NJP, ell:

Formen wir nun den Stretch-Faktor ¢ nach [ um, erhalten wir [ = % Setzen wir dies in
obige Formel ein, erhalten wir:

Greedy(Py)  (2k+1)5 +1

VkeN3P, €1 : -

k OPT(P,) S
Ck+ 1+

= E5)
2

t—1 2

= (2k+1)— + ——.

R s

Da in unserer Konstruktion durch Skalierung des Graphen die Kosten fiir einen optimalen
Weg von s zu t beliebig grofl wéhlbar sind, erhalten wir nach Lemma 3.1 folgenden Satz:

Satz 3.38. Die Strategie Greedy ist auf t-Self-Spannern, mit t > 3, (281 — 1)-kompetitiv
und nicht ¢ -kompetitiv fir alle ¢ < ¢ mit

t—1 2

Als obere Schranke dient uns hier erneut die des allgemeinen Graphen, welche aus Satz
3.3 hervorgeht.
Fiir den speziellen Wert ¢t = 3 kénnen wir mit

3—1 2
C:(2k+1)m+3+—12k+1

auBerdem folgendes festhalten:

Die Strategie Greedy ist auf 3-Self-Spannern nicht c-kompetitiv fiir alle ¢ < k + 1.
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Abbildung 3.34: obere Schranke fiir 3-Self-Spanner

Abbildung 3.34 zeigt einen Graphen, der diese Konstruktion fiir beliebiges k zeigt. Diese
Instanz Py lédsst sich anschaulich durch eine geometrische Interpretation als k + 1 Pfade
vom Nordpol s zum Siidpol ¢ auf der Oberfliche einer Kugel mit Umfang 2[ darstellen.
Die Pfade sind dabei alle bis auf Start- und Zielknoten disjunkt und jeder Pfad besteht
aus 2 Kanten der Lénge [. Die Pfade bestehen dabei alle aus 2 Kantensegmenten die iiber
Knoten v; € V verlaufen, welche simtlich auf dem Aquator liegen. Die Strategie Greedy
verhilt sich auf Grund der Konstruktion analog zur Strategie Backtrack. Sie muss sich,
da alle Wege vom Startknoten s zum Zielknoten ¢ dieselbe Lange haben, mittels einer tie-
breaking-rule fiir einen ersten zu traversierenden Pfad entscheiden. Dieser besteht jedoch,
wie alle anderen Pfade von s nach t auch, aus zwei Kanten, wovon der Gegenspieler die zu
t inzidente sperrt und die Greedy-Strategie zum Riickweg zwingt.

Die Strategie Greedy entscheidet sich in den nun folgenden Traversierungsschritten fiir
Kanten, die ihr noch unbekannt sind. Der Gegenspieler kann auf diese Weise die ersten k
Traversierungsversuche eines kiirzesten Pfades vom Startknoten s zum Zielknoten t ver-
hindern und muss die Strategie frithestens im (k 4 1)-ten Versuch passieren lassen. Dann
hat sie bis hierhin jedoch k mal eine Kante {s,v;} doppelt iiberquert. Der optimale Weg
fithrt iiber die beiden unblockierten Kanten {s,v;} und {v;, ¢}, fir ein j € {1,....,k + 1}.
Seine Kosten betragen OPT(P;) := |{s,v;}| + |{v;,t}| = 2{. Fiir die Kosten einer unte-
ren Schranke der Strategie Greedy auf 3-Self-Spannern gilt, bereits aus der allgemeineren
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unteren Schranke aus Satz 3.38 bekannt:

k
20+ 21
~Greedy(Pr) =
Vke N3P, ell: OPT(Pk) = 5
2kl + 21
2
=k+1

Wir zeigen nun, dass k + 1 auch eine obere Schranke darstellt und somit folgender Satz
gilt:

Satz 3.39. Die Strategie Greedy ist auf 3-Self-Spannern (k + 1)-kompetitiv und nicht c-
kompetitiv fiir alle ¢ < k + 1.

Beweis. Wir betrachten das k-Canadian Traveller Problem auf ¢-Self-Spannern, mit ¢ = 3.
Gegeben sei ein ungerichter, gewichteter 3-Self-Spanner G = (V| E), sowie eine Konstante
k € N, die die Anzahl maximal ausfallender Kanten beziiglich des k-Canadian Traveller
Problem angibt. Es seien ferner ein Startknoten s € V' und ein Zielknoten t € V' gegeben.
Fiir unsere Argumentation ist P € II eine Instanz des k-Canadian Traveller Problem
auf 3-Self-Spannern. Alle Pfade, die am Startknoten s beginnen und zum Zielknoten ¢
fithren konnen sich nicht beliebig unterscheiden. Die 3-Self-Spanner-FEigenschaft schrankt
die Moglichkeiten hierzu sehr stark ein. Immer dann, wenn sich zwei Pfade an einem Knoten
v; trennen und an einem Knoten v; wieder zusammenfiihren, kann zwischen v; und v;
kein Kreis mit mehr als 4 Kanten existieren. Knoten an denen sich verschiedene s-t-Pfade
trennen oder wieder zusammen finden bezeichnen wir im Folgenden mit wq, ..., wy,.

Definition 3.40. Den Teilgraph von G, der aus allen Pfaden zwischen zwei Knoten w; und
wiy1 besteht, nennen wir i-te Gruppe von G und schreiben dies kurz als Gruppe;(G).
Dabei sind die Knoten w; und w;y1 so gewdhlt, dass alle Pfade der i-ten Gruppe mit Aus-
nahme von w; und w;y, knotendiskunkt sind.

Sowohl die Strategie Greedy als auch eine optimale Losung traversieren die Knoten
w; in aufsteigender Reihenfolge wy, ..., w,,. Dabei féllt auf, dass nur die Gruppe, die den
hochsten kompetitiven Faktor erzielt betrachtet werden muss. Eine Hinzunahme von wei-
teren Gruppen kann den kompetitiven Faktor nur noch verschlechtern. Es gilt ndmlich

Greedy(P) < max Greedy(Gruppe;(G))
OPT(P) — i OPT(Gruppe;(G))

Das Pfadsegment zwischen s und w; sowie zwischen w,, und ¢ kann ebenfalls vernachléssigt
werden, da die Pfadsegmente von Greedy und einer optimalen Losung identisch sind und
Greedy auf diesen Teilstiicken nie zuriick geht. Betrachten wir nun, was in einer einzelnen
Gruppe im schlimmsten Fall passieren kann:
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Wir betrachten die Gruppe, fiir die das Verhéltnis aus dem durch die Strategie Greedy
zuriick gelegten Weg zum optimalen Weg maximal ist. Dabei nehmen wir an, es existieren in
einer solchen i-ten Gruppe mindestens zwei Pfade m (w;, wiy1) # mo(w;, wi41) von w; nach
w;y1. Anderenfalls liee sich die Greedy-Strategie nicht zu Umwegen zwingen. Dann gibt es
einen Knoten w;, an dem sich die beiden Pfade trennen und einen Knoten w;,; an dem sie
wieder aufeinander treffen. Wir wissen nach Lemma 3.31, dass ein einfacher Kreis zwischen
den Knoten w; und w;;; aus maximal 4 Kanten besteht. An einem einfachen Kreis mit 2
Kanten verhilt sich die Strategie Greedy nach unseren bisherigen Uberlegungen optimal.
Wir werden im Folgenden die Fille betrachten, in denen ein einfacher Kreis aus 3 bzw. 4
Kanten besteht. Dieser Kreis, interpretiert als Teilgraph, muss selbst wiederum ein 3-Self-
Spanner sein. Betrachten wir zuerst Abbildung 3.35, in der der Fall fiir drei Kanten auf

T, (wi> wm) — (Wwvw wi+1)

(W W) =(w.w,,)

Abbildung 3.35: Einschrankung fiir einen 3-Self-Spanner mit Kreis aus 3 Kanten

einem einfachen Kreis dargestellt ist. Wir betrachten eine i-te Gruppe in einem Graphen
G = (V,E), so wie sie in Abbildung 3.35 dargestellt ist. Auf Grund der 3-Self-Spanner-
Eigenschaft muss gelten:

[b] + Je| <3 - a (1)
jal + lef < 3- 1] (2)
jal + o] < 3-|c]. (3)

Damit Greedy den alternativen Weg 7y einschligt, auf dem eine Kante blockiert werden
kann, muss gelten:

lal +[b] < ¢ (4)

Wir zeigen nun, dass |a| = |b| gilt. Angenommen, die Werte fiir |a| und |b| wéren ver-
schieden, so konnten wir auf Grund der Symmetrie ohne Beschrankung der Allgemeinheit
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annehmen, dass |a| > |b| ist. Dann ergibt sich fiir Ungleichung (3):
>a|+[0|
PN
] <3-[b] - lal
= la +[b] <3 - [b] — |a]
= la| < |b].

Da dies zu einem Widerspruch fiihrt gilt mit |a| = |b| in Verbindung mit Ungleichung (4):

jal = 18] < 5lel.

Fiir den Fall, dass der Kreis wie in Abbildung 3.36 aus genau 4 Kanten besteht,
konnen wir wie folgt argumentieren: Wir betrachten nun eine Gruppe, bei der zwei Pfade

Ty (W, W, )= (W, v, W)

(W, W) = (wi"vj’wiﬂ)

Abbildung 3.36: Einschrankung fiir einen 3-Self-Spanner mit Kreis aus 4 Kanten

71 (w;, wiyq) # mo(w;, w;y1) einen Knoten w; mit einem Knoten w;,; verbinden. Der erste
Pfad 7 (w;, w;+1) verlduft dabei iiber die Kanten ¢ := {w;, v;} und d := {v;, w;11 }, wihrend
der zweite Pfad mo(w;, w;11) tiber die Kanten a := {w;,v;} und b := {v;, w; 41} verlauft.
Wir wollen weiter annehmen, dass 7 (w;, w;41) der optimale Pfad sei, und untersuchen im
Folgenden, wie die Kanten a,b € E auf dem Pfad my(w;, w;y1) beschaffen sein miissen,
damit die 3-Self-Spanner-Eigenschaft eingehalten wird. Es gilt in jedem Fall:

0] + [c] + [d] < 3 a

la| + |c| + |d| < 3-1b]

af + o] +1d] < 3|

la| + (0] + |e| < 3-1d].

Damit Greedy sich tiberhaupt fiir den Pfad mo(w;, w;11) entscheiden kann, muss gelten:

lal + b < |e] +[d]. (1)
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Wir kénnen nun folgern, dass gilt:
|a + 16 < |e| + [d] < 3 |a] — |b]
= la] + b <3 - |a] — [b]
= 1b] < al.

Nach symmetrischer Argumentation gilt |a| < |b| und somit |a| = |b].

Nach Ungleichung (1) gilt |a| + |b] < |c| + |d|. Damit der Umweg fiir die Strategie Greedy
moglichst grofl ausfillt, wihlen wir |a| + |b] = |c| + |d|. In allen anderen Fillen verursacht
Greedy hochstens geringere Kosten.

Wir konnten also fiir beide Fille nachweisen, dass die zwei Kanten, iiber die die Strategie
Greedy zu einem Umweg gezwungen werden soll, identische Kosten haben miissen, damit
der Graph ein 3-Self-Spanner sein kann.

Eine Erweiterung des Graphen durch eine zusétzliche Kante am Knoten v; ist nicht
sinnvoll. Von hier aus wére auf Grund der 3-Self-Spanner-Eigenschaft einzig eine Kante
mit identischen Kosten der soeben blockierten Kante denkbar. Dann wire der Effekt der
Blockade jedoch génzlich verloren gegangen. Eine Erweiterung des Graphen am Knoten
v; durch einen Pfad aus zweir Kanten e, f € E, die zu Knoten w;,; fithren, so wie es in
Abbildung 3.37 dargestellt wird, ist ebenfalls nicht moglich, da dann, wie folgt, die 3-Self-
Spanner-Eigenschaft verletzt wird: Fiir die folgende Argumentation kénnen wir annehmen,

t

Abbildung 3.37: Erweiterungsmoglichkeiten des Graphen am Knoten v,

dass |c| > |a| + |b| sowie |a| = |b| gelten. Wir betrachten den Graphen G’ := (V, E\ {b, f}).
In diesem Graphen existiert ein Pfad von vy, zu w; 1 mit |73 (v, wi1)| = le] + |a| + |¢] >
le] + 3 - |a|. Da fiir die Kosten der Kante e nach Voraussetzung |e| > 0 gilt, muss fiir die
Kosten der Kante f |f| > |a| gelten. Andernfalls wire G’ mit

der (v, wiy1) = le[ +3 - [a] > 3+ |a| = 3 - dg(vk, wit1)

kein 3-Self-Spanner. Analog muss fiir einen Graphen G” := (V, E \ {b,e}) gelten, dass
le] > |a| ist. Mit |e| > |a| und |f| > |a| gilt dann aber fiir den Graphen G := (V, E\{a, b}):

dg(wi, vi) = lel + |f| + e[ > 4-[a] > 3 - dg(wi, vi).
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Wir konnten also zeigen, dass Greedy nach Entdecken der ersten blockierten Kante
{vi, wiy1} zum Knoten w; zuriickkehrt. Wir bezeichnen mit G; den Graphen, in dem ¢ Kan-
ten entfernt wurden. Dann kénnen wir durch vollstéandige Induktion folgende Abschétzung
durchfiihren:

1
Greedy(Gi) < 2 §OPT(Gk) + Greedy(GiH)

Wie oben bereits gezeigt wurde, gilt die Behauptung fiir Gy, den Graphen, in dem noch
keine Kante entfernt wurde.

Der Induktionsschritt 7 — i + 1 gelingt durch folgende Uberlegung: Die Strategie Greedy
kann nur durch eine weitere blockierte Kante zu zusétzlichen Kosten gezwungen werden.
Dies wird erreicht, falls die Strategie eine Kante {w;, v}} traversiert und so einen Knoten
vi # v; erreicht. An diesem entdeckt sie eine weitere Blockade und kehrt zum Knoten wj
zuriick. Dadurch hat sie Kosten < 2- %OPT(Gk) verursacht. Damit ist der Induktionsschritt
gezeigt und die Aussage gilt fiir alle ¢ > 0

Fiir eine maximale Ausfallmenge von £ entfernten Kanten ergibt sich:
1
Greedy(G;) < 2- QOPT(Gk) + Greedy(Gliq1)-

Damit erhalten wir:

Greedy(Gy) < OPT(Gy) + Greedy(Gh)
< OPT(Gy) + OPT(Gj) + Greedy(G»)

S OPT(Gk) + ...+ OPT(Gk) +Greedy(G’k)

~
k-mal

= k- OPT(G)) + Greedy(Gy,)

Im Graphen Gj in dem alle maximal entfernbaren Kanten bekannt sind, berechnet die
Strategie Greedy einen kiirzesten Weg und kann nicht durch weitere Blockaden zu Umwegen
gezwungen werden. Sie verhilt sich in Gy, stets optimal, wodurch Greedy(Gy) < OPT(Gy)
gilt. Daraus folgt somit:

Greedy(Gy) < k- OPT(Gy) + Greedy(Gy)
k- OPT(G}) + OPT(G),)
(k

+1)-OPT(Gy)

VAN VANVA

Wie wir oben gezeigt haben, existiert kein Graph G’, der die Strategie Greedy auf 3-Self-
Spannern zu hoheren Kosten zwingen kann. Es gilt:

~ Greedy(P)

" < .
VP el OPT(P) <k+1
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g

Fiir einen Stretch-Faktor ¢, der gegen unendlich strebt, erhalten wir eine Graph-Klasse
ohne Restriktionen und koénnen problemlos das worst-case-Szenario fiir Greedy auf allge-
meinen Graphen verwenden. Es ergibt sich die bereits bekannt obere Schranke aus Satz
3.3 von 2F1 — 1.

Damit sind unsere Untersuchungen zu speziellen Graphklassen fiir die beiden konkreten
Strategien abgeschlossen. In Abbildung 6.1 auf Seite 151 werden die in diesem Kapitel
beschriebenen Ergebnisse noch einmal zur besseren Ubersicht in einer Tabelle zusammen-
getragen.
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Kapitel 4

Untere Schranken deterministischer
Strategien

In diesem Kapitel untersuchen wir das k-Canadian Traveller Problem in einem allgemeine-
ren Zusammenhang. Wir 16sen uns von den beiden in Kapitel 3.1 vorgestellten Strategien
Backtrack und Greedy und untersuchen das Problem in Hinblick auf eine beliebige deter-
ministische Strategie. Dabei verstehen wir unter einer Menge ¥ die Menge aller Strategien,
die das k-Canadian Traveller Problem korrekt 16sen, und bezeichnen die Kosten einer Stra-
tegie S € ¥ auf einer Instanz P € II des k-CTP mit S(P). Analog seien die Kosten einer
optimalen Losung mit OPT(P) angegeben. Auch in diesem Kapitel weiten wir unsere Un-
tersuchungen auf die aus Kapitel 3 bekannten Graphklassen aus.

4.1 Allgemeiner Graph

Fiir jede beliebige deterministische Strategie gilt auf allgemeinen Graphen der folgende
Satz:

Satz 4.1. Keine eindeutige deterministische Strategie ist auf allgemeinen Graphen mit k
ausfallenden Kanten besser als (2k + 1)-kompetitiv.

Da die Beweisfithrung zu der fiir Backtrack auf allgemeinen Graphen identisch ist,
wollen wir an dieser Stelle lediglich auf Abbildung 4.1 verweisen, die das Szenario noch
einmal kurz in Erinnerung ruft. Jede Strategie kann k& mal zur Riickkehr zum Startknoten
s gezwungen werden und versucht damit Wegkosten von insgesamt 2kl+1+-¢, die Wegkosten
von [ + € gegeniiberstehen. Dadurch ergibt sich obiger Satz.

Durch diese Kenntnis ist die Backtrack-Strategie beziiglich des kompetitiven Faktors
im worst-case als optimale deterministische Online-Strategie zur Losung des k-Canadian
Traveller Problem auf allgemeinen Graphen zu betrachten. Dies bedeutet jedoch nicht, dass
die Greedy-Strategie auf einer Teilmenge I1" C II von Problemen des k-Canadian Traveller
Problem keine bessere Losung finden kann.

125
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Abbildung 4.1: allgemeine untere Schranke

Nach Fertigstellung des Beweises zu Satz 4.1, wurden wir darauf aufmerksam, dass S.
Westphal in seiner Arbeit [SWO07], die im Mérz dieses Jahres verfasst wurde, die gleiche
Problemstellung untersucht und ebenfalls oben genanntes Ergebnis vorstellt.

4.2 Vollstandiger Graph

Mit dem Wissen aus Abschnitt 4.1 konnen wir die Klasse der vollstéindigen Graphen relativ
schnell abhandeln. Wir erweitern den Graphen aus Abbildung 4.1 zu einem vollstéindigen
Graphen, indem wir fiir alle Knoten, die noch nicht direkt durch eine Kante verbunden
sind, eine neue Kante mit Gewicht unendlich einfiigen. Den Beweis zu Satz 4.1 kénnen wir
dann uneingeschrankt auf das neue Szenario anwenden. Sollte eine Strategie eine der neuen
Kanten verwenden, um ins Ziel zu gelangen, kann sie auf Grund des hohen Kantengewichts
sicher nicht besser als (2k + 1)-kompetitiv sein. Es gilt also der folgende Satz:

Satz 4.2. Keine eindeutige deterministische Strategie ist auf vollstindigen Graphen mit k
ausfallenden Kanten besser als (2k + 1)-kompetitiv.

Weil Satz 4.2 fiir jede beliebige deterministische Strategie gilt, kennen wir mit Backtrack
bereits eine beziiglich des kompetitiven Faktors im worst-case optimale Online-Strategie
zur Losung des k-Canadian Traveller Problem auf vollstdndigen Graphen. Daraus folgt
unmittelbar, dass sich keine groflere untere Schranke als die aus Satz 4.2 finden lésst.

4.3 Vollstiandiger (m,n)-Gittergraph

Fiir die aus Kapitel 3.3.2 bekannten vollstandigen (m,n)-Gittergraphen gilt hinsichtlich
einer beliebigen deterministischen Strategie der folgende Satz:
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Satz 4.3. Keine eindeutige deterministische Strategie ist auf wvollstindigen (m,n)-
Gittergraphen mit k ausfallenden Kanten besser als c-kompetitiv mit

1 1
c NMJF?JFZL\/EJ'

Beweis. Es sei II das k-Canadian Traveller Problem auf vollstindigen (m,n)-
Gittergraphen, > die Menge aller deterministischen Strategien, die jede Instanz P € 1I
korrekt losen und k£ € N die Anzahl maximal ausfallender Kanten. Um eine untere
Schranke des kompetitiven Faktors einer beliebigen deterministischen Strategie S € X
zum Losen der Problemklasse II anzugeben, konstruieren wir fiir jedes k£ eine worst-case-
Instanz Py € II. Gegeben sei ein gewichteter vollstéandiger (m, n)-Gittergraph G = (V, E),
mit m = n = |Vk| + 1 und |e| = 1, fiir alle ¢ € E. Den Knoten in der i-ten Zeile und
Jj-ten Spalte bezeichnen wir mit v, ;, fir i, 5 € {1, ..., | V] +1}. Start- und Zielknoten seien
durch s := vy, und ¢ := v, v gegeben, wobei x und z’ folgende Werte représentieren:

° x:L@J—I—l

o o/ = [T 41

Ist L\/Ej gerade, so gilt * = 2’. Dann befinden sich s und ¢ also in derselben Spalte. Der
Startknoten markiert exakt die Mitte der ersten Zeile, der Zielknoten die Mitte der letzten
Zeile (vgl. Abbildung 4.2). Ist |v/k| jedoch ungerade, existiert kein Knoten in G, der exakt

W1 V12 S=EV

x= L/EJ +1
- 2 -
I I { I
x'= —L\/EJ +1
vm—l.l I l II I vm—l.n 2
I
vm.l Vm.z t= vn,x' vm.n

Abbildung 4.2: V] gerade = s und ¢ sind in derselben Spalte

die Mitte einer Zeile markiert. Definitionsgeméaf gilt dann = = 2’ — 1, woraus folgt, dass
s in der ersten Zeile gegeniiber ¢t in der letzten Zeile um eine Spalte versetzt ist, siehe

Abbildung 4.3.
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N1 Via S =W, Vin
vZ.l I l !. || I VZn m=n=tﬁj+1
| | | | |
I | | | I
JE]
xX= \/2_ +1
| | | | |
I T T I I _ _
[l
x'=| B +1
vm—l.l I I( |1 ! I vm—l.rz 2
I
vm,l vm.z L= vn,x' vm.n

Abbildung 4.3: V& | ungerade = die Spalten von s und ¢ sind um 1 versetzt

Ein Gegenspieler blockiert in dem vorliegenden Szenario genau (|vk])? < k Kanten.
Davon stehen (|Vk])? — |Vk| ausfallende Kanten a priori fest. Diese sind in den Abbil-
dungen 4.2 und 4.3 durch schwarze Markierungen angedeutet. Die {ibrigen L\/EJ Blocka-
den wahlt ein Gegenspieler in Abhéngigkeit von der Strategie S € . Eine von mehreren
Moglichkeiten fiir die Wahl dieser Blockaden ist in den beiden Abbildungen durch die ro-
ten Markierungen dargestellt. Da sich das allgemeine Szenario etwas einfacher beschreiben
ldasst, wenn k& > 4 vorausgesetzt werden kann, betrachten wir zunéchst das Szenario fiir
k € {1,2,3}. Wir benutzen fiir alle diese k-Werte die gleichen 2x2-Instanzen mit nur einer
ausfallenden Kante, wie in Abbildung 4.4 dargestellt. Der Graph ist hierbei also genauso
aufgebaut, wie oben fiir den allgemeinen Fall beschrieben. Auch die Anzahl ausfallender
Kanten ist analog zum allgemeinen Fall. Einzig die Gegenspieler-Strategie lisst sich einfa-
cher beschreiben, wenn diese k-Werte gesondert betrachtet werden.

S = vlwl V]’2

| —
V2>] T = V2’2

Abbildung 4.4: Darstellung des Szenarios fir k € {1,2,3}
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Es sei P, € II, mit P, = P, = P3, die in Abbildung 4.4 dargestellte Probleminstanz. Jede
deterministische Strategie S € X hat zu Beginn einzig die Moglichkeit, einer der Kanten
{s,v12} oder {s,vy1} zu folgen, um sich dem Zielknoten ¢ zu nahern. In Abhéngigkeit von
der Priferenz der Strategie S blockiert ein Gegenspieler entweder die Kante {v;2,¢} oder
{v21,t}. Abbildung 4.4 zeigt also den Fall, in dem S zunéchst die Kante {s, vy} traversiert
und ein Gegenspieler darauf durch Blockieren der Kante {vy1,t} reagiert. Fiir die von S
verursachten Kosten vom Start bis ins Ziel gilt in jedem Fall:

S(P) >4=2|VE|+1)[Vk] + 1.
Fiir die Kosten einer optimalen Losung gilt jedoch:
OPT(P,) =2 = 2|Vk].

Wir geben hier die Kosten S(P;) und OPT(Py) bereits zusétzlich in der allgemeinen Schreib-
weise an. Wie wir spéter sehen werden, behalten diese Formeln auch bei den worst-case-
Szenarien fiir k£ > 4 Giiltigkeit.

Kommen wir nun zur Komplexitidtsanalyse der iibrigen Fiélle. Die Probleminstanzen
P, € II, mit k > 4, sind dann wie in den Abbildungen 4.2 und 4.3 aufgebaut. Da ein
Gegenspieler a priori alle Kanten {v; ;,v; j41}, mit i € {2,...,m —1} und j € {1,...,n —1},
blockiert (in den Abbildungen durch schwarze Markierungen dargestellt), konnen wir davon
ausgehen, dass eine beliebige deterministische Strategie S geméfl ihrer Préferenz zunéchst
einem der Pfade (s,...,v1j,...,Um ,...t), mit 7 € {1,...,n}, von s nach ¢ folgt, um sich
dem Ziel zu ndhern. Da ein Gegenspieler die Schritte der Strategie kennt, kann er durch
Blockieren einer der folgenden Kanten darauf reagieren:

hd {Um,lyvm,Z}a fiir ] =1
[ ] {Um—l,j7vm,j}7 fur ] € {2, = 1}
o {Um,nfla Um,n}? fur ] =n

Wiirde S nicht dem Pfad (s,...,v1 ..., Umj, ...t) bis v,_1; (fir j € {2,...,n — 1}) bzw.
vm; (fiir 7 € {1,n}) folgen, sondern bereits zu einem fritheren Zeitpunkt umkehren, so
wiirden sich die Wegkosten von S hochstens vergréflern. Denn dann hétte die Strategie
bereits Kosten verursacht, ohne an neue Informationen gelangt zu sein, also ohne eine
ausfallende Kante entdeckt zu haben. Erféhrt die Strategie S an Knoten v,,_; ; bzw. v, ;
von der ausfallenden Kante, konnen wir annehmen, dass sie auf dem kiirzesten Weg zum
Knoten v ; zuriickkehrt. Denn unabhéngig von der Vorgehensweise der Strategie ist zu
diesem Zeitpunkt bereits bekannt, dass ein freier Weg von v,,—1,; bzw. v,, ; nach ¢ nur iiber
vy,; fiihren kann. Wenn wir im Sinne der Strategie S annehmen, dass sie keinen der Pfade
(v1,4, V2,5, ..., Um ;) €in zweites Mal betritt, von dem sie bereits weif}, dass er in eine Sackgasse
fithrt, kann ein Gegenspieler die Strategie nach obigem Schema genau m — 1 mal zum
Umkehren zwingen. Danach sind S alle ausfallenden Kanten bekannt und ein Gegenspieler



130 KAPITEL 4. UNTERE SCHRANKEN DETERMINISTISCHER STRATEGIEN

hat keine Moglichkeit mehr, die Strategie auf ihrem Weg nach ¢ zu aufzuhalten. Dabei
minimiert S die Wegkosten, wenn sie die insgesamt n Pfade (vy ;,v2,;, ..., Um, ;) beispielsweise
in der Reihenfolge j = 1,2, ....,n besucht, da dann keine Kante o6fter als notig traversiert
wird.

Unabhéngig davon, nach welcher Vorgehensweise S eine Losung einer Probleminstanz
Py, ermittelt, gilt fiir die von der Strategie S verursachten Kosten:

S(P) > 2(|Vk] = D)(|VE] = 1)+ 2|VE]| +2|VE] — 1+ |VE]
= 2|VE] +1)|[VE] + 1.

Die Kosten S(P) setzen sich aus folgenden Teilkosten zusammen, vergleiche Abbildung
4.2 und 4.3:

e Besuch von 2(|vk| — 1)(|vk] — 1) Kanten in der zweiten bis (n — 1)-ten Spalte
e Besuch von 2|k | Kanten in der ersten Spalte
e Besuch von 2|vk| — 1 Kanten in der ersten und m-ten Zeile (%)

e Besuch von |vk| Kanten in der n-ten Spalte

Ist [v/k] gerade, so ist die Anzahl der Kanten in (%) sogar 2| vk |, nicht aber im allgemeinen
Fall. Dieser Zusammenhang wird durch den Vergleich der Abbildungen 4.2 und 4.3 deutlich.
Die Kosten einer optimalen Losung lassen sich durch

OPT(P,) < 2|Vk].
abschéitzen und setzen sich wie folgt zusammen:

e Besuch von |vk| Kanten in der ersten und m-ten Zeile

e Besuch von |vk| Kanten in der n-ten Spalte

Vergleiche auch dazu wieder Abbildung 4.2 und 4.3. Insgesamt kénnen wir also festhalten:

S(P) . 2IVE+DIVE]+1
OPT(P:) — 2|Vk]
1 1
= |[Vk| + 5t ST

In obiger Ungleichung koénnen die Kosten einer optimalen Loésung durch Skalierung aller
Kantengewichte mit demselben grofien Faktor beliebig hoch gew#hlt werden. Nach Lemma
3.1 ist also gezeigt, dass keine deterministische Strategie S € ¥ auf vollstdndigen (m,n)-
Gittergraphen besser als c-kompetitiv ist, mit

czb/EjJr%Jr

Vke N3dP, eIl:

1
2|Vk]

Damit ist Satz 4.3 bewiesen.
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In den oben beschriebenen Szenarien zum Beweis der unteren Schranke bedient sich ein
Gegenspieler, falls k keine Quadratzahl ist, stets weniger als k ausfallender Kanten. So
gesehen nutzt er seine Mdéglichkeiten nicht immer vollsténdig aus. Das hat zur Folge, dass
fiir bestimmte k, insbesondere wenn k dicht an der néchst gréferen Quadratzahl liegt,
Szenarien existieren, in denen die untere Schranke grofier ist als in Satz 4.3 angegeben.
Da die untere Schranke jedoch mafigeblich von den Dimensionen des Graphen beziiglich k
abhéngt, ldsst sich fiir beliebige k£ nur sehr schwer ein allgemeingiiltiges worst-case-Szenario
angeben. Zudem ist das Ergebnis aus Satz 4.3 auch fiir ungiinstige k£ (wenn k& dicht an der
nichst groferen Quadratzahl liegt) nicht weit von der jeweiligen groBiten, uns bekannten
unteren Schranke entfernt. Fiir den Fall, dass k£ eine Quadratzahl ist, ist kein Szenario
bekannt, dass eine hohere untere Schranke als die aus Satz 4.3 liefert.

Abschlieend wollen wir noch die untere Schranke einer beliebigen deterministischen
Strategie S € X auf vollstdndigen (m,n)-Gittergraphen mit den aus Kapitel 3.3.2 be-
kannten unteren Schranken der Strategien Backtrack und Greedy auf dieser Graphklasse
vergleichen. Dazu betrachten wir Abbildung 4.5. Der griine Funktionsgraph représentiert
den kompetitiven Faktor von Backtrack (2k+1) in Abhéngigkeit von k. Die unteren Schran-
ken der kompetitiven Faktoren von Greedy (k— 1) und S ([Vk] + 3+ 2L\1/Ej) sind rot bzw.
blau dargestellt. Auffillig ist das kostruktionsbedingte stufenweise Wachstum des blauen
Funktionsgraphen. Betrachten wir fiir £ zwei aufeinanderfolgende Quadratzahlen, so ist
die untere Schranke von S in diesem Intervall fiir alle Werte konstant. Asymptotisch be-
trachtet wéchst der Funktionsgraph von S fiir steigende k£ zunehmend langsamer als die
Funktionsgraphen von Backtrack und Greedy.

4.4 Allgemeiner (m,n)-Gittergraph

In diesem Abschnitt wenden wir uns wieder den aus Kapitel 3.3.3 bekannten allgemei-
nen (m,n)-Gittergraphen zu. Fiir jede beliebige deterministische Strategie gilt auf dieser
Graphklasse der folgende Satz:

Satz 4.4. Keine eindeutige deterministische Strategie ist auf allgemeinen (m,n)-
Gittergraphen mit k ausfallenden Kanten besser als (2k + 1)-kompetitiv.

Beweis. Es sei II das k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen (m,n)-
Gittergraphen, > die Menge aller deterministischen Strategien, die jede Instanz P € 1l
korrekt losen und k£ € N die Anzahl maximal auftretender Blockaden. Um eine untere
Schranke des kompetitiven Faktors einer beliebigen deterministischen Strategie S € ¥ zum
Losen der Problemklasse I anzugeben, konstruieren wir fiir jedes k eine worst-case-Instanz
Py, € TI. Gegeben sei der gewichtete allgemeine (m,n)-Gittergraph G = (V, E') aus Abbil-
dung 4.6, mit m = k+ 1, n = %—l— 2 und le| = ¢ > 0, fiir alle e € E. Abbildung 4.6
zeigt dariiber hinaus die Knoten u;, u}, v;,w; € V| fiir i € {1,...,k + 1}, wobei Start- und
Zielknoten durch s := u; und t := w; gegeben seien. Die maximale Anzahl ausfallender
Kanten sei k£ € N. Fiir die Lange der Pfade m;(u;, v;) := (uj, w}, ..., v;), mit i € {1,...,k+ 1},
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komp etitiver Faktor

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
E

=—— S —— Backtrack —— Greedy ‘

Abbildung 4.5: Kompetitivitdt von S, Backtrack und Greedy im Vergleich
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Abbildung 4.6: worst-case-Szenario fiir eine beliebige deterministische Strategie
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gilt:
|7ri(ui, U2>| =1.

Wir konnen nun davon ausgehen, dass eine beliebige deterministische Strategie S
zunéchst versucht, sich iiber einen der Pfade (s, ..., u;) om; dem Zielknoten ¢ zu néhern. Die-
ser Versuch endet allerdings an Knoten v;, da ein Gegenspieler die Strategie S kennt und
durch Blockieren der Kante {v;, w;} darauf reagiert. Wiirde S nicht dem Pfad (s, ..., u;)om;
bis v; folgen, sondern bereits zu einem fritheren Zeitpunkt umkehren, so wiirden sich die
Wegkosten von S hochstens vergrofiern, da die Strategie dann bereits Kosten verursacht
hétte, ohne eine noch unbekannte Blockade entdeckt zu haben. Erfihrt die Strategie S an
Knoten v; von der ausfallenden Kante, konnen wir annehmen, dass sie auf dem kiirzesten
Weg zum Knoten w; zuriickkehrt. Denn unabhingig von der weiteren Vorgehensweise der
Strategie ist zu diesem Zeitpunkt bereits bekannt, dass ein freier Weg von v; nach ¢ in
jedem Fall iiber wu; fithrt. Wenn wir im Sinne der Strategie S annehmen, dass sie keinen
Pfad (u;,u}, ..., t) ein zweites Mal betritt, von dem sie bereits weifl, dass er blockiert ist,
kann ein Gegenspieler die Strategie nach obigem Schema genau k mal in eine Sackgasse
locken. Danach sind S alle ausfallenden Kanten bekannt und ein Gegenspieler hat keine
Moéglichkeit mehr die Strategie auf ihrem Weg nach ¢ zu hindern. Dabei minimiert S die
Wegkosten, wenn sie die insgesamt k + 1 Pfade m;(u;, v;) beispielsweise in der Reihenfolge
1 =1,...,k 4+ 1 besucht.

Unabhéngig davon, nach welcher Vorgehensweise eine Strategie S eine Losung der Pro-
bleminstanz P, ermittelt, gilt fiir die von S verursachten Kosten:
S(Py) >2k+1+ (2k+1)e > 2k + 1.
Die Kosten einer optimalen Losung lassen sich wie folgt abschétzen:
OPT(P,) <1+ (2k+ 1)e.

Fiir jedes 0 > 0 existiert ein € > 0, so dass gilt:

S(Py) S 2k +1
OPT(P) — 14 (2k+1)e
>2k+1-0.

Vke N3IP, ell:

In obiger Ungleichung kénnen die Kosten einer optimalen Losung beliebig hoch gewé&hlt
werden. Dazu skalieren wir einfach alle Kantengewichte mit demselben grofien Faktor. Nach
Lemma 3.1 ist also bewiesen, dass jede additive Konstante o > 0 ausgestochen werden
kann, womit keine deterministische Strategie S € ¥ auf allgemeinen (m,n)-Gittergraphen
besser als (2k + 1 — §)-kompetitiv ist. Da der Wert fiir 0 jedoch beliebig nah an 0 gewé&hlt
werden kann, existiert sogar keine Strategie, die auf allgemeinen (m, n)-Gittergraphen bes-
ser als (2k + 1)-kompetitiv ist.

g
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Weil Satz 4.4 fiir jede beliebige deterministische Strategie gilt, kennen wir mit Backtrack
bereits eine beziiglich des kompetitiven Faktors im worst-case optimale Online-Strategie
zum Losen des k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen (m,n)-Gittergraphen. Das
verschafft uns gleichzeitig die Gewissheit, in Satz 4.4 die groftmogliche untere Schranke
fiir diese Graphklasse angegeben zu haben.

4.5 t-Spanner

In diesem Abschnitt geht es uns um die Bestimmung einer unteren Schranke fiir den kom-
petitiven Faktor einer beliebigen deterministischen Strategie zum Losen des k-Canadian
Traveller Problem. Dabei fordern wir fiir den Restgraph, der durch Streichen von maximal

k Kanten entsteht, dass er ein ¢-Spanner seines Ursprungsgraphen ist, vergleiche Definition
3.15 auf Seite 65.

In Kapitel 3.4.1 haben wir bereits die beiden Strategien Backtrack und Greedy auf dieser
Graphklasse untersucht und herausgefunden, dass Backtrack fir t > 1 genau

(2k + 1)-kompetitiv

und Greedy fiir t > 1 genau

2t \* o
(2 1) 1)-kompetitiv

ist. Der Wert fiir Backtrack liefert uns die Erkenntnis, dass eine untere Schranke fiir den
kompetitiven Faktor einer beliebigen Strategie selbst fiir beliebig grofie ¢ keinesfalls 2k + 1
iiberschreiten kann. Auf der anderen Seite stellt der Wert fiir Greedy sicher, dass eine
untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer beliebigen Strategie fiir ¢ — 1 in jedem
Fall gegen 1 strebt. Dies sind die vorab bekannten Rahmenbedingungen.

Es sei II das k-Canadian Traveller Problem auf allgemeinen Graphen, in denen Kanten
ausschliellich der Art entfernt werden, dass die entstehenden Restgraphen ¢-Spanner ihrer
Ursprungsgraphen sind. Mit ¥ bezeichnen wir die Menge aller deterministischen Strategi-
en, die jede Instanz P € II korrekt 16sen und mit k£ € N die Anzahl maximal ausfallender
Kanten. Um eine untere Schranke des kompetitiven Faktors einer beliebigen deterministi-
schen Strategie S € X zum Losen der Problemklasse II anzugeben, konstruieren wir fiir
jedes k eine worst-case-Instanz P, € II. Wir beschreiben zunéchst den Aufbau der Szena-
rien und erlautern welche Gleichungen die Kantenldngen erfiillen miissen, bevor wir zur
Berechnung dieser Werte iibergehen. Dazu betrachten wir Abbildung 4.7. Der dort darge-
stellte Graph G = (V, E) spaltet sich am Startknoten s € V' in k +1 kiirzeste Pfade m;(s, t)
zum Zielknoten ¢ € V. Der i-te Pfad m;(s,t) beginnt in s, endet in ¢ und fiithrt iber die
Knoten v;; € V, mit j € {1,....;k + 1} und v; 441 = t. Wie wir spéter sehen, blockiert ein
Gegenspieler stets k der insgesamt k(k + 1) Kanten {v; ;,v; j4+1}, mit i € {1,...,k+ 1} und
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2 (t+1Y
xj.:m(mj ‘txj‘=‘wf=2(xj_1+...+x1+1)+xj‘

Abbildung 4.7: worst-case-Szenario einer beliebigen deterministischen Strategie
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Jj €{1,...,k}. Damit der Restgraph G’ := (V, E’) in jedem Fall ein ¢-Spanner von G ist,
fiigen wir in G fiir jede potentielle Ausfallkante {v; ;, v; ;+1} der Lénge x; eine alternative
Kante der Lénge tx; ein. Alle Kanten zwischen s und v; ;, mit ¢ € {1, ...,k + 1}, haben die
Lange |{s,v;1}| = 1. Fiir die {ibrigen Kantenldngen w1, ..., 7, gilt:

tej = wj, mit w; =2z + ...+ 21+ 1) + 5. )

Um auf dem Pfad 7;(s, t) von einem Knoten v; ; zum Knoten v; ;44 iiber die Kante der Lange
tx; zu gelangen, verursacht also héchstens die gleichen Kosten wie die Traversierung eines
Pfades (v;j, ..., S, ..., Vi j+1) von v; ; nach vy jy1, der auf dem Pfad 7,/ (s, t) liegt. Abbildung
4.7 veranschaulicht diesen Zusammenhang am Beispiel txs = wq (die rote Kante hat genau
die Lange des blauen Pfades).

Zunéchst einmal werden wir die Parameter z1, ..., x; berechnen. Fiir x; gilt nach Glei-
chung (1):

try = w;
Sty =2+
2
@xl_m.

Mit Hilfe von z; konnten wir nun auch z, bestimmen und so weiter. Deutlich einfacher
wire allerdings eine geschlossene Formel fiir ;. Dann konnten wir direkt z; berechnen,
ohne zuvor zy, ..., x;j_ berechnet zu haben. Neben Gleichung (1) existiert zwischen z; und
w; auch der folgende Zusammenhang:

txj+1 =Xy + L + Tjy1- (2)

Dieser Zusammenhang folgt aus (1) und lésst sich an Abbildung 4.7 nachvollziehen. Wegen
Gleichung (1) kénnen wir in Gleichung (2) auf der rechten Seite w; durch tz; ersetzen:

t[['j+1 = I’j + tl'j —I— l’j_H.
Durch Umformung erhalten wir fiir z,, folgende Rekursion:

t+1
t—1"7"

Tjp1 =

Mit Hilfe des zuvor berechneten Startwertes fiir x; konnen wir die Rekursion in folgende
geschlossene Formel {iberfiihren:
2 (t+1)’
rj=——(—=].
t+1\t—1
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Eine beliebige deterministische Strategie S € ¥ muss sich nun fiir einen der Pfade (s, t)
entscheiden und diesem zunéchst bis Knoten v;; folgen. Ein Gegenspieler wird dann die
Kante {v;1,v;2} der Linge x; blockieren. Die Strategie S hat dann zwei Moglichkeiten.
Entweder sie traversiert die noch freie Kante {v;1,v;2} der Lénge tx;, um den Knoten
v; 2 zu erreichen, oder sie tritt den Riickweg nach s an und wéhlt einen alternativen Pfad
mi(s,t), mit ¢’ # 4, und folgt diesem ungehindert bis zum Knoten v 5. Die Kosten fiir S, um
von v; 1 nach vy o zu gelangen, wiirden mindestens wy = 2 + x; = tx; betragen. Fiir i =7/
wiirde S offensichtlich unnétige Mehrkosten verursachen. Da ein Gegenspieler bedacht ist,
die Kanten der Lénge x; so spét wie moglich zu blockieren, lasst er die Kante {vy 1, v 2}
der Lange z; frei und blockiert erst die Kante {v;y 2, vy 3} der Lénge wo, sobald S den
Knoten vy 5 erreicht. Wegen x1 < x5 < ... < x;, zahlt sich diese Gegenspieler-Strategie aus,
denn je langer eine blockierte Kante ist, desto mehr Kosten wird S verursachen. Wichtig
ist jedoch fiir einen Gegenspieler, Kanten so zeitig zu blockieren, dass alle k£ Blockaden
bereits eingesetzt wurden, bevor S den Zielknoten ¢ erreicht. Wiirde die Strategie S im Pfad
7 (s, t) nicht bis vy o vorriicken, wiirde sie Kosten verursachen, ohne neue Informationen zu
erhalten, also ohne eine neue Blockade zu entdecken. Die Strategie S wiirde dann insgesamt
hochstens hohere Kosten verursachen. Wir konnen nun also davon ausgehen, dass sich S an
einem der Knoten v; 5 oder vy o befindet. Darauf reagiert ein Gegenspieler durch Blockieren
der betreffenden Kante {v;2,v;3} oder {vy o2, vy 3} der Lénge xo. Von vy o aus gibt es fiir
die Strategie S wieder die zwei hinsichtlich der Kosten gleichwertigen Moglichkeiten, die
S bereits zu Beginn an Knoten v;; hatte: Entweder sie traversiert die noch freie Kante
{vi2, vy 3} der Lénge tzo, um den Knoten vy 3 zu erreichen, oder sie tritt den Riickweg
zum Startknoten an, wihlt einen alternativen Pfad m(s,t), mit ¢ ¢ {i’,i}, und folgt
diesem ungehindert bis zum Knoten v 3. Fiir i = ¢ oder " = ¢ wiirde S auch hier
offensichtlich wieder unnotige Mehrkosten verursachen, da beide Pfade bereits blockierte
Kanten enthalten. Mochte die Strategie S ihre Kosten minimieren, so gibt es von v; o nur
noch die Moglichkeit dem Pfad m;(s,t) weiter bis ins Ziel zu folgen. Der Grund dafiir ist,
dass die Kante {v;1,v;2} blockiert ist und S damit um die Méglichkeit gebracht wird, von
einem Knoten v; ; mit Kosten w; zu einem Knoten v;» ;, mit i’ # 4, zu gelangen. Der Pfad
mi(s,t) hitte dann allerdings die Lange 1 + tzy + txs + ... + tay, da ein Gegenspieler die
Kanten mit den Léngen 1, xo, ..., ) blockieren wiirde. Auch wenn die Strategie S statt
von v; o von vy o wie oben angedeutet ihre Traversierung fortsetzt, verursacht S mindestens
die Kosten 1 + txy + txy + ... + txg, um das Ziel zu erreichen. Denn dann liegt fiir die
Strategie S bestenfalls einer der beiden nachfolgend beschriebenen Félle vor.

Fiir eine Strategie gibt es genau zwei weitere Moglichkeiten, mit den Kosten 1 + tzy +
tro 4 ... + txp von s nach t zu gelangen. Zum einen koénnte eine Strategie S zunéchst k
verschiedenen Pfaden m;(s,t), mit i € {1,...,k}, solange folgen, bis eine blockierte Kante
entdeckt wird und dann zu s zuriickkehren. Der (k4 1)-te Pfad kann dann keine Blockade
mehr enthalten und fiihrt die Strategie schliellich ohne weitere Umwege ins Ziel. Insgesamt
wiirde S dann die Kosten 14 wy 4+ wy + ... + wy, verursachen, die wegen Gleichung (1) den
Kosten 1 + txy + txy + ... + tx), entsprechen. Alternativ konnte eine Strategie S zunéchst
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J < k verschiedenen Pfaden m;(s,t), mit ¢ € {1,..., 7}, bis zur Entdeckung einer blockierten
Kante folgen, dann zu s zuriickzukehren und dem Pfad 7;11(s,t) bis zum Zielknoten folgen.
Da die Kanten {vj41 11, vj41 42} -y {Uj+1.k, Vj41 441 } mit den Léngen x4, ..., 7, blockiert
sind, wiirde S dann die Kosten 1 + w; + wy + ... + w; + txj41 + ... + txy, verursachen, die
wegen Gleichung (1) ebenfalls den Kosten 14tz +txs + ...+t entsprechen. Alle iibrigen
Vorgehensweisen einer Strategie wiirden insgesamt hohere Kosten verursachen.

Unabhéngig davon, wie eine Strategie S ihre Losung einer Probleminstanz P, € II er-
mittelt, existiert in G’ immer mindestens ein Pfad von s nach ¢ mit der Lange:

OPT(Py) =142y + 29+ ... + 4

— Wk ; Tk + x nach Definition von wy
t—1

— % + x5 nach (1)

. (t + 1)(13k

a 2

DD

n 2

Die von der Strategie S verursachen Kosten lassen sich wie folgt abschétzen:
=t-(OPT(FP) —1)+1
=t-OPT(FP) — (t—1)

:t.(%y_(t—l).

Wir erhalten folgende untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer beliebigen deter-
ministischen Strategie .S:

SRyt () (- )
OPT(P) ~ L) F

Vke NdP, eIl:

In obiger Ungleichung kénnen die Kosten einer optimalen Losung beliebig hoch gewé&hlt
werden. Dazu skalieren wir einfach alle Kantengewichte mit demselben groflen Faktor.
Daher folgt aus Lemma 3.1 die Korrektheit folgender Aussage:
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Satz 4.5. Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G maximal k Kanten
der Art entfernt, dass der Restgraph G’ ein t-Spanner von G ist, so ist keine eindeutige
deterministische Strategie auf G fiir alle t > 1 besser als c-kompetitiv mit

c:t—(t—l)C;—i)k.

Nachfolgendes Korollar hebt die Aussage von Satz 4.5 noch einmal fiir zwei interessante
Stretch-Faktoren ¢ hervor:

Korollar 4.6. Werden in einem ungerichteten, gewichteten Graphen G maximal k Kanten
so entfernt, dass der Restgraph G’ ein t-Spanner von G ist, so ist keine deterministische
Strategie S € 3 auf G besser als

o (2— Slk)—kompetz'tiv fiirt = 2,
o (2k + 1)-kompetitiv fiir ,t beliebig grofi“.

Der Grenzwert 2k + 1, fiir t — oo, ist dem Bruch aus Satz 4.5 auf den ersten Blick nicht
anzusehen. Das Ergebnis leitet sich wie folgt her:

F—(t—1) (;—D
(t _ 1)k+1
(t+ 1)k
tt+ 1)k — (¢ — 1)+
(t+ 1)

{ S (R i (_1)2}

g0
i()tkzv

=0

t[(’g)t’f 104 (M1t 4 } —~ [(’fgl)t’““ (=D (D (=D ]
(O 1+ (1
L T N e (el e
th 4+ k=l 4

ot e kth T (R D) 4
B th 4 Rt 4
okt RN 4
ot Rt 4

k+k+1

- S fiir 00 (3)

=2k +1.
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Den Grenzwert in Zeile (3) erhalten wir durch Koeffizientenvergleich der Terme mit den
hochsten Exponenten. Alle in der Herleitung durch (...) angedeuteten Terme haben kleinere
Exponenten als k£ und sind somit fiir die Grenzwertberechnung nicht von Bedeutung. Damit
deckt sich der Wertebereich der unteren Schranke mit den zu Beginn dieses Abschnitts
angestellten Uberlegungen.

Bei genauerer Betrachtung der unteren Schranke aus Satz 4.5 fillt neben den oben
genannten Eigenschaften auf, dass der Grenzwert fiir & — oo gegen t strebt. Daraus ergibt
sich, dass die angegebene untere Schranke fiir kein k oberhalb des Stretch-Faktors ¢ liegt.
Wir vermuten jedoch, dass das nicht immer zwingend der Fall sein muss und sich, zumindest
fiir spezielle t-Werte, Szenarien finden lassen, die eine grofiere untere Schranke als ¢ liefern.

Wir wollen abschliefend das Ergebnis aus Satz 4.5 mit den beiden aus Kapitel 3.4.1
bekannten kompetitiven Faktoren der Strategien Backtrack und Greedy auf dieser Graph-
klasse vergleichen. Dazu betrachten wir Abbildung 4.8. Dieser Grafik lassen sich die un-
teren Schranken der kompetitiven Faktoren (Y-Achse) von S, Backtrack und Greedy fiir
k € {1,..,20} (X-Achse) und ¢t € {1.1,2,100} entnehmen. Da der Funktionsgraph von
Backtrack fir alle t > 1 gleich ist, taucht er in der Grafik nur einmal auf. Weil die Funktions-
graphen zu S eine untere Schranke der kompetitiven Faktoren beliebiger deterministischer
Strategien darstellen, ist klar, dass weder der Backtrack-, noch der Greedy-Funktionsgraph
fiir korrespondierende ¢ jemals unterhalb der zu S gehorenden Funktionsgraphen liegen
kann. Fiir ¢t — oo strebt die untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer beliebigen
Strategie S gegen 2k + 1, also gegen den kompetitiven Faktor der Backtrack-Strategie.
Dieser Zusammenhang léasst sich anhand der Abbildung 4.8 bereits vermuten, denn der
Funktionsgraph von S ndhert sich schon fiir ¢ = 100 stark dem Backtrack-Funktionsgraph
an. Umgekehrt strebt die untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer beliebigen
Strategie S fiir t — 1 gegen 1, und das natiirlich schneller als der kompetitive Faktor der
Greedy-Strategie. Dieser Zusammenhang léasst sich an den Funktionsgraphen fiir t = 1,1
ablesen. Wihrend sich der Funktionsgraph zu S fiir alle dargestellten k& bereits sehr nah
an 1 bewegt, lasst sich fiir Greedy mit steigendem £ noch relativ deutlich ein Wachstum
des kompetitiven Faktors feststellen.
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Kkompetitiver Faktor

0 1 2 3 4 5 6 7 o 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

14

‘—s t=1,1 — S t=2 — S t=100 — Backtrack t > 1 Greedy t=1,1 Greedy t=2 Greedy t=100 ‘

Abbildung 4.8: Kompetitivitit von S, Backtrack und Greedy in Abhéngigkeit von ¢ und k
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4.6 (t, l)-Self-Spanner

In diesem Abschnitt werden wir eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer
beliebigen deterministischen Strategie auf der Graphklasse der (¢, [)-Self-Spanner angeben.
Es ist nun im Gegensatz zur Graphklasse der ¢-Spanner aus vorigem Abschnitt fiir jeden
Teilgraphen G' = (V, E') C G, mit E' C E und |E'| > |E| — [, ein Stretch-Faktor ¢ einzu-
halten. Hierzu konnen wir wieder auf den Trick der Kantenvervielfachung zuriickgreifen.
Zum besseren Verstandnis wird dies in Abbildung 4.9 dargestellt.

ViiLk

2 J
X, =m(ij X, =w, =2(x,_  +..+x5+D+x,

r+1
(I+1)—viele

Abbildung 4.9: worst-case-Szenario einer beliebigen deterministischen Strategie auf (¢,1)-
Self-Spannern

Wir betrachten erneut mit II das k-Canadian Traveller Problem. Fiir jedes k£ € N kénnen
wir eine Instanz P, € II angeben, so dass eine beliebige deterministische Strategie S fol-
gende Kosten nicht unterschreiten kann. Die Konstruktion des Graphen erfolgt sehr nah an
der des t-Spanners aus Kapitel 4.5. Wir werden den Graphen gerade soweit abéndern, dass
aus dem ¢-Spanner ein (¢, 1)-Self-Spanner entsteht. Die Strategie wird zu den exakt gleichen
oder hochstens langeren Wegen gezwungen, weshalb wir dieselbe untere Schranke wie fiir
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t-Spanner angeben kénnen. Wir vervielfachen zuerst die Kanten, deren Blockierung ohne-
hin nicht vorgesehen ist. Dazu miissen am Startknoten jeweils [ Kanten, mit [{s,v; 1 }| := 1,
fiir alle 7 € {1, ...,k + 1}, eingefiigt werden.

Nun betrachten wir den Graphen G aus Kapitel 4.5. Zwischen den Knoten v;; und
Vij+1, mit ¢ € {1,...k 4+ 1} und j € {1,...,k}, existiert stets eine Kante mit Kosten
{vij, Vi jt1}] := x;, sowie eine mit Kosten |{v;j, v; j11}| :=t - x;. Letztere ist fiir uns von
grofilem Interesse. In einem (¢, [)-Self-Spanner diirfen namlich [ beliebige Kanten ausfallen,
so dass die Kosten eines kiirzesten Pfades zwischen zwei Knoten u,v € V. die in diesem
Graphen verbunden sind, maximal das t-fache betragen, verglichen mit den Kosten eines
kiirzesten Pfades im Ursprungsgraphen. Dieses Problem wurde bereits dadurch gelost, dass
diese Kanten auf das (14 1)-fache Vorkommen vervielfacht wurden. Damit ist sichergestellt,
dass auch nach Wegfall von [ beliebigen Kanten keine gréferen Umwege entstehen als es
durch die Bedingungen eines (¢,[)-Self-Spanners gestattet ist. In Abbildung 4.9 ist dies,
der Ubersichtlichkeit wegen, durch rote Kanten dargestellt, die (I + 1) schwarze Kanten
mit identischer Gewichtung représentieren.

Das durch obige Konstruktion entstandene Szenario bietet nun analoge Moglichkeiten,
wie das fiir die untere Schranke aus Kapitel 4.5, weshalb wir darauf verzichten die exakte
Berechnung hier erneut vorzufiihren. Fiir genauere Details verweisen wir daher auf Kapitel
4.5 und présentieren an dieser Stelle lediglich das Resultat:

Satz 4.7. Keine eindeutige deterministische Strategie ist auf (t,1)-Self-Spannern mit k
ausfallenden Kanten besser als c-kompetitiv mit

c:t—(t—l)C;—i)k.

4.7 t-Self-Spanner

In diesem Kapitel beschreiben wir die Konstruktion einer unteren Schranke fiir eine be-
liebige deterministische Strategie auf ¢-Self-Spannern. Ein hoher kompetitiver Faktor in
Abhéngigkeit von t ist nicht zu erwarten, da die hier betrachtete Graphklasse erhebliche
Einschrankungen fiir die Konstruktion eines Graphen vorsieht. Aulerdem ergeben sich bei
der Betrachtung einer beliebigen Strategie keinerlei Anhaltspunkte, die ausgenutzt werden
konnten, um eine konkrete Strategie zu hohen Kosten zu zwingen. Wir verwenden erneut
das Szenario aus Abschnitt 3.4.3 und zeigen so eine untere Schranke fiir den kompetitiven
Faktor, die folgenden Satz stiitzt:

Satz 4.8. Keine eindeutige deterministische Strategie ist auf t-Self-Spannern mit t > 3 bes
k ausfallenden Kanten besser als c-kompetitiv mit
t—1 2

C:(2k+1)t+—1+t+—1.
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Abbildung 4.10: worst-case-Szenario einer beliebigen deterministischen Strategie auf ¢-Self-
Spannern

Beweis. Die Konstruktion verlduft analog zu der fiir Greedy auf t-Self-Spannern mit ¢ > 3
aus Abschnitt 3.4.3. Jede beliebige Strategie kann k£ mal zur Riickkehr zum Startknoten
s gezwungen werden und verursacht dabei, die in Abschnitt 3.4.3 ausfiihrlich diskutierten
Kosten, die Satz 4.8 beweisen.

g

Fiir t = 3 erhalten wir den erwarteten kompetitiven Faktor von k + 1, den die Greedy-
Strategie erreicht, welche somit auf 3-Self-Spannern unter allen Strategien optimal ist. Mit
Greedy kennen wir bereits eine Strategie, die auf allen ¢-Self-Spannern mit ¢ < 3 optimal
ist. In Abbildung 4.11 ist der Zusammenhang zwischen Stretch-Faktor und kompetitivem
Faktor noch einmal graphisch dargestellt. Wie der Graphik zu entnehmen ist, steigt der
kompetitive Faktor bereits fiir marginale Anderungen des Stretch-Faktors signifikant an.
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— 2kt
— =40
— =20
—t=14
—t=10
— =8
=7
=6
=5
—t=4
—=1=3:5
—t=3

kompetitiver Faktor

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Anzahl maximal ausfallender Kanten &

Abbildung 4.11: untere Schranke des kompetitiven Faktors auf ¢-Self-Spannern



Kapitel 5

Untere Schranke randomisierter
Strategien

Ging es in den vorangegangenen Kapiteln darum, eindeutige oder mehrdeutige determinis-
tische Strategien zu untersuchen, so werden wir in diesem Kapitel das k-Canadian Traveller
Problem unter Verwendung randomisierter Strategien untersuchen. Da es in der Literatur
verschiedenste Formen eines Gegenspielers gibt, wollen wir zuerst den in unserem Zusam-
menhang verwendeten Begriff etwas genauer formulieren.

Definition 5.1. Wenn einem Gegenspieler die Strategie bekannt ist, er Auskunft iber je-
den von der Strategie bisher ausgefiihrten Elementarschritt hat und er die optimale Offline-
Losung nach vollstindiger Antwort der Strategie geben darf, reden wir von einem adapti-
ven Offline-Gegner (adaptive offline adversary).

Fiir diesen speziellen Gegner ist nach [BD94]| folgender Satz bekannt:

Satz 5.2. (S. Ben-David et al.)
Seir ALG ein c-kompetitiver Online-Algorithmus gegen einen adaptiven Offline-Gegner.
Dann existiert ein deterministischer c-kompetitiver Online-Algorithmus.

Mit der unteren Schranke fiir eine beliebige deterministische Strategie auf allgemeinen
Graphen aus Satz 4.1 ergibt sich somit folgendes Korollar:

Korollar 5.3. Eine beliebige randomisierte Online-Strategie gegen einen adaptiven Offline-
Gegner auf allgemeinen Graphen ist nicht c-kompetitiv fir c < 2k + 1.

Dem adaptiven Offline-Gegner, der die einzelnen Schritte der Strategie kennt, steht der
vergessliche Gegner gegeniiber, der seine Entscheidung nur durch Kenntnis iiber eine Wahr-
scheinlichkeit fiir jeden einzelnen Schritt zu treffen hat. Es ist zu erwarten, dass dies eine
Einschrankung an den Gegner stellt und die untere Schranke fiir eine beliebige randomi-
sierte Strategie senken wird. Wir stellen nachfolgend die Ergebnisse von Stephan Westphal
vor, der in [SWO07] unter anderem eine untere Schranke fiir randomisierte Strategien auf
allgemeinen Graphen gegen vergessliche Gegner untersucht hat.

147
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Definition 5.4. Wenn einem Gegenspieler lediglich die Wahrscheinlichkeit bekannt ist,
mit der die Strategie einzelne Entscheidung trifft sprechen wir von einem wvergesslichen
Gegner (oblivious adversary).

Satz 5.5. (Stephan Westphal)
Eine beliebige randomisierte Online-Strategie gegen einen vergesslichen Gegner auf allge-
meinen Graphen ist nicht besser als k + 1-kompetitiv.

Westphal benutzt das Szenario aus Abbildung 5.1, um zu zeigen, dass der Erwartungs-
wert des kompetitiven Faktors einer randomisierten Strategie gegen einen vergesslichen
Gegner mindestens k + 1 betrédgt. Um dies zu beweisen benutzt er Yaos Prinzip (vgl.

Abbildung 5.1: worst-case-Szenario fiir eine beliebige randomisierte Strategie

[AY77]. Er gibt hierzu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Szenarien an, fiir die kein
deterministischer Algorithmus einen besseren Erwartungswert als k 4+ 1 erreichen kann.
Nach Yaos Prinzip ldsst sich so nachweisen, dass auch keine randomisierte Strategie einen
besseren Erwartungswert fiir den kompetitiven Faktor als k 4 1 erreichen kann.



Kapitel 6

Ergebnisse und Ausblick

Zum Abschluss unserer Diplomarbeit mochten wir unsere Ergebnisse noch einmal zusam-
menfassen und bewerten sowie Themenbereiche herausstellen, iiber die es sich aus unserer
Sicht lohnt weiter nachzudenken.

6.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Zunichst mochten wir einen kurzen Uberblick iiber die Kernergebnisse unserer Diplom-
arbeit geben. In Kapitel 2 zeigen wir, wie Papadimitriou und Yannakakis in ihrer Arbeit
[PY89] beweisen, dass die Entwicklung einer beziiglich des kompetitiven Faktors optimalen
Strategie fiir das Canadian Traveller Problem (CTP) PSP AC E-vollstindig ist. In Kapitel
3 untersuchen wir die beiden konkreten Strategien Backtrack und Greedy auf verschie-
denen Graphklassen hinsichtlich ihrer Kompetitivitdt beim Losen des k-CTP, in dem im
Gegensatz zum CTP a priori bekannt ist, dass maximal k Kanten ausfallen konnen. Die
gleichen Graphklassen betrachten wir in Kapitel 4 in einem allgemeineren Zusammenhang.
Dort geht es nicht um die Analyse von Backtrack und Greedy, sondern darum, eine unte-
re Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer beliebigen deterministischen Strategie auf
der betreffenden Graphklasse zu finden. Im Kontrast zum iibrigen Teil unserer Diplomar-
beit, in dem wir ausschliellich deterministische Strategien untersuchen, geht es in Kapitel
5 um eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer beliebigen randomisierten
Strategie auf allgemeinen Graphen. Im Gegensatz zum deterministischen Fall existieren zu
randomisierten Strategien verschiedene Arten von Gegenspielern. S. Westphal hat in seiner
Arbeit [SWO07] eine untere Schranke randomisierter Strategien im Zusammenhang mit dem
vergesslichen Gegner (oblivious adversary) untersucht. Sein Ergebnis stellen wir in Kapitel
5 vor.

Tabelle 6.1 fasst noch einmal die Ergebnisse der Schwerpunkte unserer Arbeit zusammen.
Die Abkiirzungen L-H-R und T-B-R stehen dabei fiir Linke-Hand-Regel bzw. allgemein fiir
tie-breaking-rule. Sind keine Einschrankungen angegeben, gilt fiir die verwendeten Varia-
blen k € N, t € Ry; und [ € {1,...,|E|}. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit haben wir auf
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die explizite Angabe von Ergebnissen verzichtet, wenn diese bereits unmittelbar aus den
iibrigen Ergebnissen folgen. Ist ein Wert mit ,,>“ versehen, handelt es sich um eine untere
Schranke des kompetitiven Faktors, bei ,=* ist der kompetitive Faktor hingegen genau der
angegebene Wert, d.h. obere und untere Schranke sind in dem Fall gleich.

6.2 Bewertung der Ergebnisse

Bei erstmaliger Betrachtung der beiden Strategien Backtrack und Greedy kéonnte man
zunichst annehmen, dass die Greedy-Strategie schneller vom Start ins Ziel findet, das
E-CTP also mit geringeren Kosten 16st als die Backtrack-Strategie. Oftmals ist das
moglicherweise auch so, denn Greedy nutzt beim Antreffen einer blockierten Kante stets die
Tatsache aus, sich dem Ziel bereits ein Stiick gendhert zu haben, indem unmittelbar vom
aktuellen Standort ein neuer kiirzester Weg im aktualisierten Graphen zum Ziel berechnet
wird. Backtrack hingegen verhélt sich in dieser Situation defensiver und kehrt zunéchst
zum Startknoten zuriick. Das hat zur Folge, dass ein Gegenspieler die Greedy-Strategie
deutlich leichter reinlegen kann, wodurch der kompetitive Faktor auf allgemeinen Graphen
ungleich hoher ist als der von Backtrack, nimlich 2¥™ — 1 statt 2k + 1 (vgl. Tabelle 6.1).

Bei Betrachtung der Kompetitivitiat beider Strategien auf speziellen Graphklassen, fallt
zunéchst einmal auf, dass die untere Schranke der Backtrack-Strategie auf allgemeinen
Graphen in den meisten Fillen Giiltigkeit beh&lt. Dabei weicht der Zusammenhang zwi-
schen t-Spannern und allgemeinen Graphen etwas von dem zwischen Self-Spannern und
allgemeinen Graphen ab. Bei ¢t-Spannern ist zu Beginn ein beliebiger allgemeiner Graph
gegeben. Die Restriktion bezieht sich dort auf die im Rahmen des k-CTP ausfallenden
Kanten. Diese miissen so geartet sein, dass der Restgraph, der durch Entfernen dieser k
Kanten entsteht, ein t-Spanner des Ursprungsgraphen ist. Bei den Self-Spannern muss be-
reits der Ursprungsgraph die Eigenschaft besitzen, auch nach Entfernen von maximal [
((t,1)-Self-Spanner) bzw. |F| (t-Self-Spanner) beliebigen Kanten den Stretch-Faktor von ¢
fiir alle Knotenpaare einzuhalten, die auch nach Entfernen dieser Kanten noch durch einen
Pfad im Graphen verbunden sind. An den Restgraphen, der im Rahmen des k-CTP durch
Entfernen von k Kanten aus dem Ursprungsgraphen entsteht, werden hier keine besonderen
Anforderungen gestellt.

Fiir Greedy ergibt sich fiir einige spezielle Graphklassen ein anderes Bild. Betrachten wir
beispielsweise die Klasse der vollstandigen (m, n)-Gittergraphen. Zwar stellt der Wert k—%
nur eine untere Schranke des kompetitiven Faktors dar, fiir die obere Schranke ist jedoch
anzunehmen, dass sie zumindest deutlich unter 2¥*! — 1 liegt, vermutlich sogar kleiner ist
als 2k + 1, also dem Ergebnis fiir die Backtrack-Strategie. Die Vollstéandigkeit der Gitter-
struktur stellt sicher, dass sich der Greedy-Strategie bei Antreffen einer blockierten Kante
stets ein gewisses Repertoire an Ausweichmoglichkeiten darbietet. Die Moglichkeiten, die
ein Gegenspieler mit einer ausfallenden Kante hat, sind daher deutlich geringer als auf
allgemeinen Graphen. Weil die Gitterstruktur auf allgemeinen (m, n)-Gittergraphen nicht
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notwendigerweise vollstindig ist, geht Greedy der oben genannte Vorteil wieder verloren,
was sich deutlich auf den kompetitiven Faktor der Strategie auf dieser Graphklasse aus-
wirkt. Der kompetitive Faktor von Greedy auf t-Spannern ist Z(ti—tl)k — 1, hdngt also nicht
nur von k, sondern auch vom Stretch-Faktor ¢ ab. In Abhéngigkeit von ¢ bewegt sich der
kompetitive Faktor also zwischen 1 (fiir t = 1) und 2** — 1 (fiir beliebig grofie t). Auf
1-Spannern ist die Greedy-Strategie also optimal - ein Ergebnis, das wir in Satz 3.18 auf
Seite 70 auch direkt zeigen. Ist der Stretch-Faktor ¢ beliebig grof, hat das zur Folge, dass
beliebige £ Kanten aus dem Ursprungsgraphen entfernt werden kénnen. Da an den Rest-
graphen in dem Fall also keine besonderen Bedingungen gestellt werden, entspricht die
vorliegende Problemstellung der von allgemeinen Graphen. Daraus ergibt sich bereits, dass
der kompetitive Faktor fiir beliebig grofie ¢t nur gegen 2+ — 1 streben kann. Es existieren
jedoch durchaus realistische Kombinationen von k und ¢, fiir die Greedy auf ¢t-Spannern
einen niedrigeren kompetitiven Faktor hat als die Backtrack-Strategie. Vergleiche dazu
Abbildung 3.23 auf Seite 93. Das worst-case-Szenario, mit dem ein Gegenspieler die Gree-
dy-Strategie auf ¢-Spannern zu dem oben genannten kompetitiven Faktor zwingen kann,
lasst sich leicht modifiziert auch auf (¢,1)-Self-Spanner iibertragen. Daher sind die unteren
Schranken beider Graphklassen identisch. Da (¢, [)-Self-Spanner fiir | > k ein Spezialfall der
t-Spanner darstellen, sind fiir diese [-Werte zudem die oberen Schranken beider Graphklas-
sen identisch. Fiir [ < k gilt, neben der von t-Spannern bekannten untere Schranke, zudem
die untere Schranke 2lrt+l — 1, die fiir kleine [-Werte eine Vergroflerung erst genann-
ter Schranke darstellt. Auch auf ¢-Self-Spannern verkleinert sich der kompetitive Faktor
der Greedy-Strategie gegeniiber dem auf allgemeinen Graphen. Hier sind allerdings ver-
schiedene t-Intervalle zu betrachten. Fiir alle ¢t < 3 ist die Greedy-Strategie optimal. Fiir
t = 3 ergibt sich mit k£ + 1 ein kompetitiver Faktor, der sehr deutlich unter dem Greedy-
Ergebnis fiir allgemeine Graphen liegt und sogar das Backtrack-Ergebnis verbessert. Fiir
t > 3 konnen wir mit (2k + 1);:—% + Hil lediglich eine untere Schranke des kompetitiven
Faktors angeben. Da dieser Wert fiir beliebig grofle ¢t gegen 2k + 1 strebt, wir auf Grund
des Greedy-Ergebisses fiir allgemeine Graphen aber wissen, dass sich fiir diesen ¢-Wert ein
Szenario angeben lisst, in dem Greedy nicht besser als (287! — 1)-kompetitiv ist, lisst sich
fiir ¢ > 3 schwer einschétzen, wo die Wahrheit genau liegt.

Da keine deterministische Strategie auf allgemeinen Graphen besser als (2k + 1)-
kompetitiv ist, kennen wir mit Backtrack bereits eine worst-case-optimale Online-
Strategie zur Losung des k-Canadian Traveller Problem. Gleiches gilt fiir das k-CTP auf
vollstdndigen Graphen und allgemeinen (m, n)-Gittergraphen. Auch auf diesen Graphklas-
sen ist keine deterministische Strategie besser als (2k + 1)-kompetitiv, Backtrack zugleich
jedoch genau (2k + 1)-kompetitiv. Auf vollsténdigen (m,n)-Gittergraphen ist der kompe-
titive Faktor jeder beliebigen deterministischen Strategie mindestens L\/EJ + % + 2[\1/EJ‘
Wie Abbildung 4.5 auf Seite 132 zeigt, liegen die Ergebnisse fiir Backtrack und Greedy auf
dieser Graphklasse mit steigendem k& zunehmend deutlich iiber diesem Wert. Die generel-

le untere Kompetitivitiatsschranke des k-CTP auf ¢-Spannern betrigt ¢t — (¢ — 1)(;—})]C

Fiir t = 1 bzw. beliebig grofle ¢t ergeben sich erwartungsgeméfl die unteren Schranken 1
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und 2k + 1. Mit Greedy bzw. Backtrack kennen wir fiir diese beiden extremalen Stretch-
Faktoren sogar zwei konkrete Strategien mit exakt diesen kompetitiven Faktoren fiir diese
Graphklasse. Abbildung 4.8 auf Seite 142 zeigt den Zusammenhang der Ergebnisse fiir
Backtrack, Greedy sowie der unteren Schranke einer beliebigen deterministischen Strategie
fiir einige weniger extremale Stretch-Faktoren. Wie bereits bei der Greedy-Analyse lésst
sich auch die untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor einer beliebigen deterministi-
schen Strategie von t-Spannern auf (¢,1)-Self-Spanner iibertragen. Beide Ergebnisse sind
daher identisch, vergleiche Tabelle 6.1. Als Konsequenz daraus, dass die Greedy-Strategie
auf t-Self-Spannern, mit ¢ < 3, das k-CTP optimal 16st, ist die generelle untere Schranke
fiir den kompetitiven Faktor auf dieser Graphklasse ebenfalls 1. Fiir ¢ > 3 erhoht sich die
Schranke auf (2k + 1);—} + Hil, ein Ergebnis, das wir bereits von der Greedy-Strategie fiir
diese Graphklasse kennen. Da es sich bei unserem Greedy-Ergebnis jedoch ebenfalls nur
um eine untere Schranke handelt, ldsst sich daraus nicht folgern, dass mit Greedy eine
worst-case-optimale Online-Strategie zur Losung des k-CTP bekannt ist. Wir wissen aus
den Ergebnissen fiir Greedy auf allgemeinen Graphen sogar, dass sich fiir beliebig grofie ¢
ein t-Self-Spanner angeben ldsst, auf dem Greedy nicht besser als (257! — 1)-kompetitiv ist.
Der Grenzwert ¢t — oo fiir oben genannte untere Schranke ist jedoch 2k + 1, was sich auch
bereits aus dem Backtrack-Ergebnis fiir t-Self-Spanner folgern lasst.

Eine untere Schranke fiir den Erwartungswert des kompetitiven Faktors einer beliebigen
randomisierten Strategie auf allgemeinen Graphen lésst sich, wie in Kapitel 5 beschrieben,
mit k£ + 1 angeben. Dieses Resultat kann allerdings nicht direkt mit den Ergebnissen fiir
Backtrack, Greedy bzw. einer beliebigen deterministischen Strategie auf dieser Graphklasse
verglichen werden. Ein wesentlicher Unterschied besteht in den jeweils betrachteten Gegen-
spielern. Im deterministischen Fall haben wir stets einen mit dem adaptivien Offline-Gegner
fiir randomisierte Strategien vergleichbaren Gegenspieler betrachtet, vergleiche Definition
5.1. Diesen chrakterisiert die Eigenschaft, auf jeden Elementarschritt einer Strategie rea-
gieren zu konnen. Nach Korollar 5.3 kann fiir diesen Gegner die untere Schranke des kom-
petitiven Faktors einer beliebigen deterministischen Strategie (2k + 1) auch durch keine
randomisierte Strategie herabgesetzt werden. Anders sieht es bei dem von Westphal im
Zusammenhang mit Randomisierung betrachteten vergesslichen Gegner (vgl. Definition
5.4) aus, fiir den die die oben genannte untere Schranke von k + 1 gilt. Der vergessliche
Gegner legt im Gegensatz zum adaptiven Offline-Gegner alle ausfallenden Kanten a priori
fest, kann also nicht unmittelbar auf die Elementarschritte einer Strategie reagieren. Das
stellt fiir den Gegner natiirlich eine signifikante Einschriankung dar. Zu beachten ist auch,
dass es sich bei der unteren Schranke von k£ + 1 im Gegensatz zu den deterministischen
Ergebnissen lediglich um einen Erwartungswert fiir den kompetitiven Faktor handelt.

6.3 Ausblick

In diesem letzten Abschnitt moéchten wir noch auf einige Themenbereiche hinweisen, iiber
die es sich aus unserer Sicht weiter nachzudenken lohnt.
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Bei Betrachtung der Tabelle 6.1 fallt auf, dass die angegebenen unteren Schranken fiir die
kompetitiven Faktoren der Greedy-Strategie bei einigen Graphklassen von den bekannten
oberen Schranken abweichen. Interessant wére es hier sicherlich zu untersuchen, wo der
kompetitive Faktor genau liegt.

Bei dem Versuch zu zeigen, dass Greedy auf vollstandigen (m,n)-Gittergraphen un-
ter Verwendung der Linke-Hand-Regel (nicht schlechter als) 2k-kompetitiv ist, haben wir
verschiedene Ansétze verfolgt. Auch wenn wir vermuten, dass 2k oder zumindest aber ein
anderer linearer Wert tatséchlich eine obere Schranke darstellt, fithrte kein Ansatz zum Er-
folg. Nach Satz 3.10 auf Seite 54 ldsst sich nicht ausschliefen, dass Greedy eine Kante mehr
als zweimal besucht, was uns den Nachweis der oberen Schranke erschwerte. Fiir die Gree-
dy-Strategie auf vollstéindigen (m,n)-Gittergraphen wére es gerade deshalb interessant,
den genauen kompetitiven Faktor zu kennen, weil dieser gegeniiber allgemeinen Graphen
deutlich geringer zu sein scheint, vermutlich sogar unter dem der Backtrack-Strategie liegt.
Das gilt insbesondere auch fiir Greedy ohne Verwendung der Linke-Hand-Regel, weil dort
die von uns angegebene untere Schranke mit k — % noch einmal niedriger ist.

Fiir Greedy auf (t,1)-Self-Spannern wire es interessant zu wissen, ob sich auch fiir [ < k
eine allgemeine obere Schranke in Anhéngigkeit von ¢t und [ angeben ldsst. Fiir diese -Werte
lassen sich (t,1)-Self-Spanner nicht als Spezialfall der ¢-Spanner betrachten, weswegen die
obere Schranke von ¢-Spannern hier nicht gilt.

Ahnlich verhilt es sich mit Greedy auf t-Self-Spannern. Fiir ¢ > 3 ist uns keine kleinere
obere Schranke als die fiir Greedy auf allgemeinen Graphen (2¥*! — 1) bekannt. Dariiber
hinaus wissen wir aus den Ergebnissen fiir Greedy auf allgemeinen Graphen, dass sich fiir
beliebig grofie ¢ ein t-Self-Spanner angeben lisst, auf dem Greedy nicht besser als (2841 —1)-
kompetitiv ist, denn ein beliebig grofler Stretch-Faktor ist gleichbedeutend damit, dass
keine besonderen Anforderungen an den Graphen gestellt werden. Der Grenzwert ¢t — oo
fiir die von uns angegebene untere Schranke strebt jedoch gegen 2k + 1. Ob es moglich ist,
ein allgemeingiiltiges Szenario anzugeben, fiir das die untere Schranke der Kompetitivitat
von Greedy auf t-Self-Spannern hoher ist als (2k + 1);:—1 + Hll, ist uns nicht bekannt. Auch
in diese Richtung erscheint es uns lohnenswert, weitere Uberlegungen anzustellen.

Tabelle 6.1 zeigt in der Spalte zu beliebigen randomisierten Strategien noch einige freie
Felder. Das liegt daran, dass wir in unserer Arbeit den Fokus auf deterministische Strategien
gelegt haben und uns mit Randomisierung nur als Randthema beschéftigen konnten. Trotz-
dem wiire es interessant, auch fiir spezielle Graphklassen untere Schranken fiir beliebige
k-CTP-Strategien zu untersuchen. Wie in Kaptitel 5 bereits erwéhnt, gibt es im Zusam-
menhang mit Randomisierung eine Reihe unterschiedlicher Gegenspieler. Moglicherweise
lassen sich auch in diese Richtung weitere interessante Untersuchungen anstellen.
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