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1 Einfithrung

1.1 Motivation

Eine Frage, die wahrscheinlich jedem Diplomanden der theoretischen Informatik gestellt wird,
ist: “Was macht man dann damit?* Diese Frage kann fiir das Thema dieser Arbeit durch die
Darstellung des folgendenden realitidtsnahen Problems beantwortet werden:

Jemand sucht eine Wohnung in der Néhe einer Post, eines Bahnhofs, eines Supermarktes und
einer U-Bahn-Haltestelle. Dafiir nimmt er sich einen Stadtplan zur Hand und zeichnet die Lage
samtlicher oben erwdhnten Einrichtungen jeweils mit unterschiedlichen Farben in diesen ein
(freie Wohnung = gelb, Post =rot, ...). Jetzt stellt sich die Frage, von welcher freien Wohnung die
Entfernungen zu allen obigen Einrichtungen am geringsten sind.

Abb. 1.1.1) Wohnungssuche: ©=Wohnung, ®=Supermarkt, ®=Post, ©=Bahnhof, ®=U-Bahn

Falls die Stadt nur rechtwinklige Stralenverldufe hat, muss man jetzt das flichenméBig kleinste
achsenparallele (straBenverlaufsparallele) Rechteck suchen, das alle Farben enthalt.

Bei nicht rechtwinkligen Straenverldufen bote sich die Suche nach kleinsten flichigen
Rechtecken beliebiger Orientierung an (siche Abbildung 1.1.1).

1-1
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Ein weiteres, durchaus nicht unrealistisches Problem haben z.Zt. 13 n

einige Bauherren in Shanghai [2]. Hier wurde bei der Errichtung o e il
eines 16stockigen Hochhauses der Fahrstuhl vergessen. Zur Losung Ho = .O
dieses Problems konnten alle zukiinftigen Mieter jeder Etage gefragt : : L
werden, wo sie den Aufzug hinhaben wollen. Dafiir geben sie e | T L e |
jeweils die gewiinschten Lagen (mdglichst mehrere pro Etage, da = - e - 1L
sonst n = k) des Aufzugschachtes an. Diese Lagen werden nun kel st
etagenabhdngig mit unterschiedlichen Farben markiert (k = 16, siehe el L
Abbildung 1.1.2), das Gebdude von oben betrachtet und das kleinste redl} 1> 14 a1
flichige Rechteck gesucht. In dieses baut man dann den Schacht und Lainn ol NEF " oy
ist somit den Wiinschen der Mieter der einzelnen Etagen nahe el L TN 1 W
gekommen. Das Beispiel verdeutlicht auch, warum nur et e
achsenparallele Rechtecke gesucht werden, da die iibrigen Rdume | | = |1 b=
rechtwinklige Ecken haben sollten und der Fahrstuhlschacht nicht

aus der AuBenwand des Hauses hinausragen darf. ABb. 1.1.2) Haus mit erwiinschten

Lagen des Fahrstuhlschachtes

1.2 Das formale Problem

Gegeben sind n Punkte in der Ebene, die jeweils mit einer von k Farben eingeférbt sind.
Gesucht wird das kleinste achsenparallele Rechteck bzw. das kleinste Rechteck beliebiger
Orientierung, das Punkte aller Farben im Inneren oder auf dem Rand des Rechtecks enthilt.
Das MaB fiir die GroBe kann die Flache, der Umfang, die Diagonale etc. sein.

1.3 Thema der Arbeit

In dieser Diplomarbeit wird gezeigt, dass die Suche nach kleinsten achsenparallelen
farbumspannenden Rechtecken nicht — wie in [1] dargestellt — O((n-k) n log2 k), sondern nur
O((n-k)(n + (n-k) log k) Zeit benotigt. Hierbei gibt n die Anzahl der Punkte und & die Anzahl der
Farben an.

Des Weiteren wird gezeigt, dass die Suche nach kleinsten farbumspannenden Rechtecken
beliebiger Orientierung nur O((n*-k*)(n + (n-k) log k)) Zeit bendtigt.

Zuerst wird hierfiir der urspriingliche Algorithmus aus [1] erklart, da die beiden neu vorgestellten
Verfahren zu einem Grofteil auf diesem autbauen.

Dann werden in Kapitel 4 und 5 die neuen Verfahren vorgestellt und die dafiir zusitzlich
benoétigten Schritte erldutert.

In Kapitel 6 werden die Klassen, Methoden und die Bedienung des von mir programmierten
Java-Applets beschrieben, welches diese beiden Algorithmen verwendet.




Voraussetzungen und Definitionen 2-3

2 Voraussetzungen und Definitionen

2.1 Voraussetzungen

In dieser Arbeit gelten folgende Pramissen:

e Alle Punkte haben paarweise unterschiedliche X- und Y-Koordinaten.

e Die Anzahl der Farben betrdgt mindestens drei, da sich das Problem fiir £ =2 auf die
Suche nach der kiirzesten Distanz in der geometrischen Realisierung eines vollstdndigen
bipartiten Graphen K j, mit i +j = n, reduziert.

e Es gilt immer k£ < n, da es sonst kein Rechteck gibt, dass alle £ Farben enthilt.

e Die Punktmenge ist nach absteigend sortierten Y-Koordinaten in einem Array pyi,n
gespeichert.

e Die Punkte sind bzgl. der X-Koordinate in aufsteigender Reihenfolge verkettet. Diese
Verkettung wird in Abschnitt 4.6 fiir die Initialisierung der MaxElem-Liste in linearer
Zeit benotigt.

e Sowohl die X- als auch die Y-Koordinaten liegen innerhalb des offenen Intervalls ]0, 1].
Da nur endliche Punktmengen betrachtet werden, ist das ohne Beschridnkung der
Allgemeinheit moglich.

Ein Punkt der Punktmenge P, der wihrend der Ausfiihrung der Algorithmen als potenzielle
untere Grenze der gesuchten Rechtecke betrachtet wird, heil3t p,,.

Analog hierzu heif3t der obere Begrenzungspunkt p,, der Rechte p, und der Linke p;.

Die Eigenschaften (Lage, Farbe und Index) der Punkte sind — objektorientiert — durch p.x, p.y,
p-col und p.index dargestellt.

Punkte mit bestimmter Position im Array werden durch pjingex; bezeichnet. In dieser Ausarbeitung
ist das Array — anders als im Quellcode des Applets — nicht ,,zerobased*, sondern beginnt bei 1
und endet bei .

Die Punktmenge Rect(Xiefts Yiops Xrights Ybottom) Stellt ein achsenparalleles Rechteck mit den
entsprechenden Koordinaten dar.

2.2 Definitionen

Eine Punktmenge P ist farbumspannend, falls es fiir jede der k Farben ¢; (1 < i < k) einen
Punkt p € P mit p.col = ¢; gibt.

Ein nicht verkleinerbares achsenparalleles farbumspannendes Rechteck (im Folgenden nur
noch ,,nicht verkleinerbares Rechteck* genannt) wird wegen der paarweisen
Unterschiedlichkeit der Koordinaten durch zwei, drei oder vier Randpunkte definiert. Die Menge
aller Punkte des Rechtecks ist farbumspannend, die Randpunkte haben paarweise
unterschiedliche Farben und keine Punkte im Inneren des Rechtecks haben eine Farbe, die auch
ein Randpunkt besitzt.
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Beweis fiir die Minimalitét solch eines Rechtecks:

Betrachte hierfiir ein Rechteck, das einen Randpunkt hat, dessen Farbe ein weiteres mal in
diesem Rechteck vorkommt.

Sei 0.B.d.A. der Randpunkt, der die untere Grenze des Rechtecks definiert, solch ein
unerwiinschter Punkt. Jetzt kann man diese untere Grenze iiber diesen Punkt hinaus weiter nach
oben zum nichsten Punkt schieben und hat trotzdem noch alle Farben in dem jetzt kleineren
Rechteck enthalten.

Somit ist das urspriingliche Rechteck verkleinerbar gewesen. g.e.d.

Ein Punkt p4 (dominierter) wird von einem Punkt py
(Dominierender) bzgl. eines Punktes pa (Anker) ‘ p A
dominiert, wenn nach der Verschiebung dieser drei

Punkte um den Vektor -(pp.x, pp.y) (pp liegt jetzt im Q
Ursprung) pa und pq in jeweils gegeniiberliegenden

geschlossenen Quadranten des Koordinatensystems pD
liegen. C)
Der Punkt p,, ist maximal, wenn er von keinem
anderen Punkt bzgl. eines festen Ankerpunktes pa Q .
dominiert wird (siche Abbildung 2.2.1). .

Diese Dominanzdefinition wird fiir die Verwaltung p d
der Elemente in der MaxElem-Struktur/-Liste mit dem p d
Ankerpunkt pa = (0, 1) und zur Erstellung der

Farbkonturen mit dem Ankerpunkt PA=Pu beHOtlgt Abb. 2.2.1) ®=Ankerpunkt, @=dominierender Punkt,
O=nicht dominierte Punkte, ®=dominierte Punkte.

2.3 Weitere Voriiberlegungen

Betrachte nun waagerechte Streifen der Punktmenge, deren oberer Rand durch p,.y und deren
unterer Rand durch p,.y vorgegeben sind.
Damit in diesem Streifen ein nicht verkleinerbares Rechteck liegen kann, muss gelten:

[{piir-col | po.index <i < p..index}| =k
(Alle Farben miissen in diesem Streifen vorhanden sein)

Fiir nicht verkleinerbare Rechtecke, die in solch einem Streifen liegen, gelten folgende Aussagen:
Da p, und p, auf dem Rand des Rechtecks liegen miissen, gilt fiir p; und p::

Eigenschaftl

PeX < min{pe.x, pu.x}
und

Pr-X = max{p,.X, pu.X}
(Oberer und unterer Punkt miissen — in X-Richtung — zwischen linkem und rechtem Rand liegen)
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Fiir die Farben der Randpunkte und der inneren Punkte gilt:

Eigenschaft2

{pu.col, po.col, pi.col, pr.col} N {p.col | p € P A p.x € |prx, prx| A p.y € |puy; poyl} =D

(Die Farben der Randpunkte diirfen nicht im Inneren des Rechtecks vorkommen)

Mit den Definitionen

Definitionl

L(c, puspo) :=max({0} U {p.x|p € P A p.col =c A pu.y <p.y <pey A p.X <puX})
und
R(¢, puspo) :=min({1} U {p.x |p € P A p.col =c A pw.y <p.y <pey A p.X> pu.X})

(Bei gedachter Senkrechte S, durch p, liefert L(c, p,, p,) die X-Koordinate des niachstgelegenen Punktes der Farbe ¢
auf der linken Seite der Senkrechten und innerhalb des Streifens zwischen p, und p,. Hier sei nochmals darauf
hingewiesen, dass die Koordinaten der Punkte nicht 0 oder 1 annehmen kénnen und daher Resultate von 0 oder 1
anzeigen, dass die Farbe ¢ nicht auf der entsprechenden Seite vorkommt (siche Abschnitt 2.1).)

und Eigenschaft 1 kann man fiir p; und p, auch noch S,
folgende Eigenschaft bestimmen: 1

Eigenschaft3 o

pLx > max{ L(po.COI, pu,po), L(pu-COIa pu,po) } ®
e O
und

Prx < min{ R(p-col, pus po), R(pu-cols puspo) } o 2

(Die X-Koordinate des linken Randpunktes p; muss rechts von jedem e e s s s e e |

Punkt liegen, der links von S, und innerhalb des Streifens liegt und die| © 0.25 0.75 ‘ 1
Farbe p,.col oder die Farbe p,.col hat (siche Abbildung 2.3.1).) ExclL InclL  InclR ExcIR

Abb. 2.3.1) Griin kann kein linker Randpunkt sein,
da sonst blau und schwarz auf dem Rand und auch

Aus Ezgen scha ﬁ ] und Elgen sch aﬁ 3 konnen nun die im Inneren des Rechte_cks vorkdmen. Rot kann kein

L < rechter Randpunkt sein, da sonst schwarz auf dem

Definitionen Rand und auch im Inneren des Rechtecks vorkdme.
Definition2

InclL := min{p,.x, pu.X}

InclR := max{po.x, pu.x}
ExclL := max{ L(po.col, py, po), L(pu.col, pu, po) }
ExclR := min{ R(p,.col, py, p,), R(pu.col, pu, po) }

erstellt und die Positionen von p; und p; durch

Definition3

ExclL < pr.x < InclL
und
IncIR < p,.x < ExclR

eingeschriankt werden.

2-5
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2.4 Die Struktur MaxElem

Man betrachte fiir jede Farbe ¢ den Punkt

e(c) = (L(¢, pus Po)s R(C5 pus Po))

Im Folgenden wird dieser Punkt Element genannt, um eine Verwechselung mit den Punkten der
Menge P zu vermeiden.

Sei E die Menge aller Elemente e(c;), mit 1 < i < k. Diese Elemente liegen wegen Definitionl in
dem Bereich [0, 1] X [0, 1]. Es ist nun ein besonderer Zusammenhang zwischen der Lage der
Punkte und der Lage der Elemente feststellbar.

@ Abbildung 2.4.1 zeigt eine Punktkonstellation, in
o der alle Farben innerhalb des Streifens zwischen
® @ pu und p, vorkommen. p, ist der unterste
® schwarze Punkt und p, ist der oberste blaue
@) o
O o 1 o
o o @ [
o * o
FT T [T T T T 1T T @T T T[T T [T T 11 0.75 @ ©
0 0.25 0.75 1 o® 4
ExclIL InclL  InclR ExclR
Abb. 2.4.1 05

Punkt. Hier sind auch die Grenzen ExclL, InclL,
InclR, ExclR eingezeichnet. Die dazugehorigen
erlaubten Bereiche, in denen p; und p; liegen
diirfen, sind schraffiert dargestellt. Weiterhin sei
hier bemerkt, dass magenta nur auf der linken

Seite von p, vorkommt. L S B s B B
0.25 0.5 0.75 1

Abb.2.4.2

0.25

In Abbildung 2.4.2 sieht man nun die zu den
Punkten dazugehorigen Elemente e(c), die in der MaxElem-Struktur verwaltet werden. Es féllt
auf, dass es kein Element filir schwarz gibt. Das ist auch nicht notwendig, da die MaxElem-
Struktur nur Farben fiir potenzielle linke und rechte Randpunkte verwaltet. Weil aber schwarz
schon als fester unterer Randpunkt vorgegeben ist, muss er hier nicht weiter betrachtet werden.
Der Sonderfall, dass der untere Punkt auch linker oder rechter Randpunkt sein kann, wird spéter
behandelt. Natiirlich miissen trotzdem alle schwarzen Punkte innerhalb des Streifens zur Bildung
der vier Grenzen (ExclL,...) herangezogen werden. Weiterhin sieht man hier, dass magenta ganz
oben liegt, da in Abbildung 2.4.1 kein Punkt der Farbe magenta rechts von p, liegt.

Um zu dem ,,besonderen Zusammenhang* zu kommen, sind hier — wie in [1] — die folgenden drei
Lemmata zu beachten.
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Lemma 2.4.1) Wenn zwischen p, und p, alle Farben vertreten sind, dann beinhaltet das Rechteck
Rect(p1.x, po.y, pr-X, py.y) mit fester Farbe pi.col = py.col = f genau dann alle Farben, auf3er evtl.
Po-col, wenn e(f) von keinem anderen Element der Menge E bzgl. des Ankerpunktes (0, 1)
dominiert wird; also maximal ist.

Bewelis ,, <=

Es gilt: e(f) ist maximal.

Sei ¢ eine Farbe, die nicht in Rect vorkommt. Dann gilt wegen DefinitionI:

L(c, pu, po) < L(f, pu, po) und R(c, pu, po) > R(f, pu, po). Damit liegt aber e(c) links oberhalb von
e(f) und dominiert demnach auch e(f), was der Maximalitit von e(f) widerspricht.

Beweis ,,=>:

Es gilt: Das Rechteck Rect(p1.x, po.y, pr.X, pu.y) mit fester Farbe pi.col = pr.col = f beinhaltet alle
Farben, au8er evtl. p,.col.

Deshalb gilt: Jede Farbe c, auBer f'selber, liegt entweder in dem vertikalen Streifen zwischen p;
und p, oder in dem vertikalen Streifen zwischen p, und p;.

Daraus folgt: L(c, pu, po) > L(f, pu, Po) V R(c, pu, po) < R(f, pu, Po)

Also liegen alle Elemente e(c) rechts oder unterhalb von e(f).

Damit ist e(f) maximal. g.e.d. (Lemma2.4.1)

Lemma 2.4.2) Wenn das Rechteck Rect(p1.x, po.y, pr.X, pu.y) mit p; # pu, p1 # Po, Pr # pu Und p: # po
nicht verkleinerbar ist, dann sind e(p..col) und e(pi.col) zwei benachbarte Elemente in einer nach
X-Koordinate sortierten Liste aller maximalen Elemente in E.

Beweis der Maximalitit von e(p:.col) und e(p).col) in E:

Falls e(pi.col) nicht maximal ist, dann gibt es einen Punkt p, mit der Farbe ¢, so dass e(c) links
oberhalb von e(py.col) liegt.

Somit gilt: L(c, py, po) < L(p1.col, pu, po) und R(c, py, po) > R(p1.col, py, po).

Daraus folgt: pp.x ¢ [L(pi.col, py, po), R(pi.col, py, po)].

Weil aber [pi.x, pr.x] Teilmenge von [L(p.col, pu, po), R(p1.col, py, po)] ist, liegt p, mit der Farbe ¢
nicht in dem Rechteck. Somit enthélt Rect(p1.x, po.y, pr.x, pu.y) nicht alle Farben und ist demnach
nicht nicht verkleinerbar — d.h. nicht, dass es jetzt verkleinerbar ist, sondern dass es nicht mehr
farbumspannend ist (siehe Definition in 2.2) — was ein Widerspruch zur
Implikationsvoraussetzung ist. Der Beweis fiir die Maximalitét von e(p,.col) ist analog.

Beweis, dass e(p;.col) und e(p.col) in E aufeinanderfolgend sind:

Angenommen, es gibt zwei Punkte py und py, mit der Farbe ¢ und ppi.x = L(c, pu, po) und

por.x = R(c, pu, po), 0 dass e(c) in E maximal ist und zwischen e(p:.col) und e(pi.col) liegt.

Dann gilt: L(py.col, pu, po) < L(c, pu, po) < L(p1.col, pu, p,) und

R(pr.col, py, po) < R(c, pu, po) < R(pi.col, pu, po). Demnach liegt py; links von p; und py, liegt rechts
von p,. Also ist die Farbe ¢ nicht in dem Rechteck Rect(p.x, po.y, pr.X, pu.y) enthalten, was ein
Widerspruch ist. q.e.d. (Lemma2.4.2)

Lemma 2.4.3) Seien in dem horizontalen Streifen zwischen p, und p, alle Farben enthalten. Wenn
e(pr.col) und e(pi.col) aufeinanderfolgende maximale Elemente in £ sind, dann ist das Rechteck
Rect(p1.x, po.y, pr.X, pu.y) nicht verkleinerbar.
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Beweis:

Es gilt: L(pr.col, py, po) < L(p1.col, py, po). Wenn die linke Seite des Rechtecks Rect weiter nach
links bis zu L(p:.col, py, po) verschoben wird, dann sind nach Lemma 2.4.1 immer noch alle
Farben in diesem Rechteck enthalten.

Nun wird die linke Seite des Rechtecks so lange punktweise wieder nach rechts verschoben, bis
ein nicht verkleinerbares Rechteck gefunden wurde. Sei p ein Punkt, der die linke Seite solch
eines gesuchten Rechtecks definiert. Dann gilt nach Lemma 2.4.2, dass e(p:.col) und e(p.col)
aufeinanderfolgend und maximal in £ sind. Weil aber nach Voraussetzung e(pi.col) das auf
e(pr.col) folgende maximale Element in E ist, gilt e(p).col) = e(p.col) und p = p\. q.e.d. (Lemma2.43)

Wenn man sich jetzt nochmal das Beispiel in Abbildung 2.4.1 anschaut und Lemma 2.4.3
anwendet, ist wegen Abbildung 2.4.2 auf Anhieb feststellbar, dass es nicht verkleinerbare
Rechtecke zwischen tiirkis und blau und zwischen magenta und tiirkis gibt. Dabei ist zu
beachten, dass bei einem giiltigen Elementpaar das linke Element den rechten Randpunkt p, und
das rechte Element den linken Randpunkt p; definiert. Wegen Definition3 wird das Rechteck
zwischen blau und griin nicht betrachtet.

2.5 Der Sonderfall

Wie in Abschnitt 2.4 bereits erwihnt, wurde bisher noch nicht die Moglichkeit betrachtet, dass
der untere Randpunkt p, auch gleichzeitig linker (p;) oder rechter Randpunkt (p;) sein kann.

Zur Berticksichtigung dieses Falles werden in £ noch die Elemente e, (py.col) = (0, py.x) und
ei(pu.col) = (pu.x, 1) eingefiigt. Falls nun e, maximal ist, dann hat e, keinen maximalen Vorgénger
und definiert daher auch keine Farbe eines linken Randpunktes. Analog definiert e; keine Farbe
eines rechten Randpunktes. Weiterhin sei gesagt, dass e, keine anderen Elemente dominieren
kann, da wegen p,.x <min{e.y | e € E} = min{R(cj, pu, po) | | < i < k} kein Element unterhalb
von e; liegen kann. Analoges gilt fiir e;.
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3 Der urspriingliche Algorithmus

Der Algorithmus sowie die meisten Uberlegungen aus Kapitel 2 wurden 2001 von Manuel
ABELLANAS, Ferran HURTADO, Christian ICKING, Rolf KLEIN, Elmar LANGETEPE, LIHONG Ma,
Belén PALOP und Vera SACRISTAN mit dem Paper ,,Smallest Color-Spanning Objects”
verdffentlicht.

In diesem Kapitel wird die Arbeitsweise dieses Verfahrens beschrieben und erldutert, wie es zu
den Kosten in Hohe von O((n-k) n log® k) kommt.

3.1 Erstes geeignetes Paar

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die maximalen Elemente in einem balancierten
Bindrbaum und durch eine verkettete und nach X-Koordinate (und demnach auch nach
Y-Koordinate) sortierten Liste gespeichert sind, wobei e(c).Next das rechts von e(c) gelegene und
analog e(c). Previous das links von e(c) gelegene maximale Element bezeichnet.

Der Algorithmus hat zu Beginn von Schleife? (sieche Abschnitt 3.2) jeweils das erste geeignete
Paar er(cr), eL(c1) von aufeinanderfolgenden maximalen Elementen in der Struktur MaxElem zu
suchen (d.h.: er(cr).Next = ep (c1) und er(cr) = ey (c1).Previous). Hierbei muss gelten:

InclR < er(cr).y < ExclR
und
ExclL < ey (c1).x < InciL.

(Im Gegensatz zu Abschnitt 2.4 werden die gesuchten Elemente nicht mehr e(p..col) und e(p;.col) genannt, da die
entsprechenden Randpunkte noch nicht bekannt sind und erst durch die Elemente er(cr) und e (cp) auf diese Punkte
geschlossen werden kann.)

Fiir diese Suche wird folgende Funktion verwendet:

Die Funktion Suche das erste geeignete Elementpaar egr(cr), ev(c1L):
e Suche in MaxElem das — von links gesehen — erste maximale Element eg(cgr), mit
InclR < eg(cr).y < ExclR. (Suchel)
Verlasse die Funktion ohne Riickgabewert, falls solch ein Element nicht existiert.
e Seiey(cL) = er(cr).Next.
Verlasse die Funktion ohne Riickgabewert, falls solch ein Element nicht existiert.
e Wenn nicht ExclL < ey (c).x < InclL gilt, dann:
o Suche in MaxElem das — von links gesehen — erste maximale Element ey (c1), mit
ExclL <ey(c1).x < InclL. (Suche2)
Verlasse die Funktion ohne Riickgabewert, falls solch ein Element nicht existiert.
o Sei er(cr) = eL(cL). Previous.
Verlasse die Funktion ohne Riickgabewert, falls solch ein Element nicht existiert.
o Wenn nicht Inc/R < er(cr).y < ExcIR gilt, dann verlasse die Funktion ohne
Riickgabewert.
e Verlasse die Funktion mit dem Riickgabewert er(cr), er(cL).
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Ende der Funktion.

Es bleib noch zu zeigen, dass nur diese zwei Paare gesucht werden miissen und man bei
Nichtfinden davon ausgehen kann, dass es kein geeignetes Paar gibt:

Beweis:
Angenommen, es gédbe ein geeignetes Paar egr(cr), er(cr), obwohl die Suche keines gefunden hat.
Dann laufe von eg(cr) aus so lange an den maximalen Elementen entlang nach links und
betrachte jeweils zwei aufeinanderfolgende maximale Elemente er(cr) und e (cL), bis einer der
folgenden Fille eintritt:
e Das z.Zt. betrachtete Paar er(cr), er(c1) ist nicht geeignet:
Dann gilt entweder —(/nclR < egr(cr).y < ExclR) oder —(ExclL < ey(cL).x < InclL)
Wenn —(InclR < egr(cr).y < ExclR) gilt, dann wére aber in Suchel das Element
er(cr).Next gefunden worden, was zu einem Widerspruch zu obiger Annahme fiihrt.
Analoges gilt fiir e (cL).
e Die Liste der maximalen Elemente endet:
Hier hitten auf jeden Fall die — von links gesehen — ersten beiden maximalen Elemente
er(cr) und e (cr) gefunden werden miissen, da fiir diese natiirlich gilt:
InclR < eg(cr).y < ExclR und ExcIL < ey(c1).x < InclL. q.e.d.

(Diese Funktion wird auch in Kapitel 4 ,,Der verbesserte Algorithmus* verwendet. Der einzige
Unterschied wird dort sein, dass dann auf eine vereinfachte MaxElem-Struktur zugegriffen wird.
Das dndert aber nichts an der bendtigten Laufzeit O(log k) und auch nichts an dem Schema der
Suche, so dass diese Prozedur in Kapitel 4 nicht noch einmal erldutert wird.)

3.2 Schema des Algorithmus

Setze die GroBe des bisher kleinsten gefundenen Rechtecks auf unendlich.

Der Algorithmus durchlduft nun alle potenziellen unteren Begrenzungspunkte p, der zu
suchenden Rechtecke. Hierbei fangt er bei dem k-obersten Punkt pyp an und lduft bis zum
untersten Punkt p,; durch; also eine Schleife von & bis n (Schleifel). Punkte, die oberhalb von pyg
liegen, konnen keine untere Grenze definieren, da oberhalb dieser Punkte noch nicht alle Farben
vorhanden sein konnen.

Innerhalb von Schleifel wird zuerst die Struktur MaxElem initialisiert. Hierfiir werden die
k+1 Elemente der Menge

E = {e(pu.col), el(py.col)} Ule(ci)) =(0,1) | 1 <i <k A c¢j# pycol} in die Struktur
eingefiigt.

Laufe von pppuindex - 1] bis zum obersten Punkt py;; und betrachte die so besuchten Punkte
als potenzielle obere Grenze p, (Schleife?).

Innerhalb von Schleife2 werden folgende Uberlegungen gemacht:

3-10
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i.  Wenn py.col # p,.col ist, dann aktualisiere das Element e(p,.col) ggf. wie folgt:
1.1 Wenn po.x < py.x und po.x > e(p,.col).x, dann sei e(po.col).x = po.x.
it Wenn po.x > py.x und po.x < e(po.col).y, dann sei e(p,.col).y = po.x.
Man beachte, dass hier vorher nicht maximale Elemente auf einmal maximal
werden kdnnen und man daher auch die Lage der nicht maximalen Elemente
verwalten muss (siehe hierzu Abschnitt 4.1).

ii.  Wenn es in der MaxElem-Struktur ein Element e(c;) mit den Koordinaten (0, 1)
gibt, also die Farbe ¢ noch nicht in dem waagerechten Streifen zwischen p, und p,
vorkommt, oder wenn py.col = p,.col ist, dann gehe zum Ende von Schleife?.

iii.  Suche das erste geeignete Elementpaar er(cr), eL(cL). (Siche Abschnitt 3.1)

Falls solch ein Paar nicht existiert, geche zum Ende von Schleife?.

iv.  Falls das Rechteck Rect(e(cL).x, po.y, er(cr).y, pu.y) €ine kleinere Fliche (Umfang,
Diagonale...) als das bisher kleinste gefundene Rechteck hat, dann merke dieses als
bisher kleinstes gefundenes Rechteck.

v.  Setze er(cr) :=eL(cL).

Gehe zum Ende von Schleife2, falls nicht InclR < er(cr).y < ExclR gilt.

vi.  Seiey(cL) = er(cr).Next.

Wenn solch ein Element existiert und ExclL < e (cr).x < InclL gilt,
dann gehe zu Schritt iv.

Ende von Schleife?.
Ende von Schleifel.
Gib das bisher kleinste gefundene Rechteck aus.

Ende der Suche.

3.3 Die Kosten

Fiir die Kosten ist vor allem interessant, wie die k+1 Elemente in der Struktur MaxElem verwaltet
werden. Hierflir wird ein Algorithmus von OVERMARS und LEEUWEN [3] verwendet. Dieser
speichert die Elemente nach Y-Koordinate

sortiert in einem balancierten Bindrbaum R L[

und speichert gleichzeitig eine verkettete

Liste der maximalen Elemente bzw. die so °
genannte ,,m-contour, also die 0
Liniensegmente, die man erhilt, wenn — o o
ausgehend von den maximalen Elementen —
Linien nach unten und nach rechts e °
gezeichnet und diese dann an den
Schnittpunkten abgeschnitten weden. Hier
wurde der Begriff der Maximalitit durch
eine horizontale Spiegelung leicht
abgewandelt (siche Abbildung 3.3.1). Der Ankerpunkt der dazugehdrigen Dominanzrelation liegt

figure 14

Abb. 3.3.1) m-contour aus [3]
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bei (+00, +00) In Anlehnung an den Begriff ,,m-contour wird ab Kapitel 4 auch der Begriff
Farbkontur verwendet.

Fiir die Verwaltung des Bindrbaumes und der verketteten Liste werden pro Einfiigung und
Léschung jeweils O(log’k) Schritte benétigt. Fiir die Suche nach maximalen Elementen in der
Liste benotigt man O(log k) Zeit. Benachbarte maximale Elemente werden dann wegen der
Verkettung in konstanter Zeit gefunden.

Insgesamt ergeben sich folgende Kosten:

Schleifel (mit Laufindex i) O(n-k)
Initialisierung von MaxElem O(k log*k)
Schleife? (mit Laufindex j) O(n)
1) Aktualisierung (ggf. durch Loschung und Einfiigung) O(log’k)
i1) Abfrage: Alle Farben vorhanden? o(1)
i) Suche erstes geeignetes Elementpaar O(log k)
iv — vi)Priifung der gefundenen Rechtecke O(aiy)

Auftillig sind hier die Kosten O(a;;) fiir die Schritte iv bis vi. Die Summe aller a;; ist die Anzahl
aller nicht verkleinerbaren Rechtecke bei n Punkten und & Farben.
Die Frage ist jetzt, wie grol3 diese Summe ist.

Lemma 3.3.1) Es gibt ©((n-k)*) nicht verkleinerbare achsenparallele Rechtecke.

Beweis:

Definition: Gegeben sei ein nicht verkleinerbares Rechteck Rect(p1.x, po.y, pr.x, pu.y), k = 3.
Das zu Rect erweiterte Rechteck Rex(p1.x, ExtBorder, p;.x, py.y) wird wie folgt erstellt:

Die obere Kante von Rect wird so lange nach oben verschoben, bis einer der folgenden Félle
eintritt (siche Abbildung 3.3.2):
e Die Kante erreicht einen Punkt der Farbe p,.col. (Typ 1)
e Die Kante erreicht einen Punkt der Farbe pi.col oder pr.col. (Typ 2)
e Es wird kein Punkt der Farbe py.col, p:.col oder p,.col erreicht
(ExtBorder = o). (Typ 3)

Typ 1 Typ 2 Typ 3
Abb. 3.3.2) Erweiterte Rechtecke. Das nicht verkleinerbare Rechteck ist griin dargestellt.
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Das zu einem nicht verkleinerbaren Rechteck Rect zZugehdrige erweiterte Rechteck Rex ist somit
eindeutig bestimmt. Andererseits 146t sich aus einem erweiterten Rechteck Rex — durch
Absenkung der oberen Kante — das nicht verkleinerbare Rechteck eindeutig bestimmen.

Es existiert also zu jedem nicht verkleinerbaren Rechteck genau ein erweitertes Rechteck. Die
Abbildung

fp: {nicht verkleinerbare Rechtecke} < {erweiterte Rechtecke}

— bzgl. der Punktmenge P — ist daher bijektiv und fiir den Beweis geniigt es zu zeigen, dass es nur
©((n-k)*) erweiterte Rechtecke gibt.

Zuerst wird die obere Schranke O((n-k)?) bewiesen. Hierzu geniigt es zu zeigen, dass es jeweils
nur O((n-k)*) Rechtecke der drei Typen gibt.

Typ 1: Fixiere einen beliebigen Punkt p, € pix, »j, der den unteren Randpunkt der erweiterten
Rechtecke reprasentiert. Nun sei {¢;} die rechte Farbkontur der Farbe py.col (siche Abschnitt 4.2).
Es gilt:

® gir1 = gi.NextContourPointOfSameColorBelow (siche Abschnitt 4.2)

e gix <gin.xund gi.y > gir1.y

* p, € {gi} ist oberer Randpunkt eines erweiterten Rechtecks

Nun sei ryj ein rechter Randpunkt eines erweiterten Rechtecks, das g; als oberen Randpunkt hat
(siehe Abbildung 3.3.3). Dann gilt:
e rij.x <gi1.x, da sonst gi+; im Inneren des erweiterten Rechtecks liegen wiirde, was aber
nach obiger Konstruktion nicht moglich ist.
e r;j.x>gi.x, da der linke Randpunkt immer links vom oberen Randpunkt liegt.
e Alle r;; liegen unterhalb der S

Farbkontur {g;}.
D 3

Sei Ri;(p1.x, ¢i.y, rij.x, pu.y) das erweiterte ®
Rechteck mit festem unteren, rechten und R, = , T o
oberen Randpunkt. ¢ © Iy @
Der linke Randpunkt ist daher eindeutig ® @~
bestimmt.
Beweis: Gibe es hier zwei unterschiedliche o,
Randpunkte li’j’l und li,j,Z, und wire 0.B.d.A. Abb. 3.;3) Lage von mdglichen oberen und rechten Randpunkten eines
li’j,l.x < li,j,z.X, dann wiirde entweder das erweiterten Rechtecks vom Typ 1 bei fixiertem unteren Randpunkt p,.

Rechteck mit /;;, als linkem Randpunkt
nicht alle Farben enthalten, oder die Farbe /;; 1.col wiirde auch im Inneren des Rechtecks
vorkommen, das /;;; als linken Randpunkt hat. g.e.d.

Insbesondere gilt: Bei fixiertem unteren Randpunkt bildet jeder Punkt 7;; fiir hochstens ein
erweitertes Rechteck einen rechten Randpunkt. Da oberhalb von p, héchstens n — k + 1 Punkte als
rechter Randpunkt in Frage kommen (links von 7;; miissen alle £ Farben vorhanden sein),
existieren fiir jeden unteren Randpunkt p, auch nur O(n-k) viele erweiterte Rechtecke vom Typ 1.
Weil nicht p, € pyi1, k-1 gelten kann, da sonst nicht alle Farben oberhalb von p, liegen, existieren
insgesamt O((n-k)?) viele erweiterte Rechtecke vom Typ 1.
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Typ 2: Analog zu Rechtecken vom Typ 1 wird hier der linke (bzw. rechte) Randpunkt p; fixiert.
Dann werden die Rechtecke R;; vom Typ 2 betrachtet, die einen Punkt g;, mit gi.col = pi.col, als
oberen Randpunkt haben. Auch hier sind die rechten Randpunkte r;; paarweise verschieden und
der untere Randpunkt ist bei festgelegtem linken, oberen und rechten Randpunkt eindeutig
bestimmt.

Typ 3: Fixiere den unteren Randpunkt p,. Dann gibt es nur n — k£ + 1 mogliche linke Randpunkte
p1. Zu jedem festgelegten unteren und linken

Randpunkt ist der rechte nun wieder eindeutig o ®
bestimmt.

Weitere Typen (siche Abbildung 3.3.4): i ®
Sowohl bei Typ 4 als auch bei Typ 5 ist allein
durch die Fixierung des unteren Randpunktes ®
gleichzeitig auch der linke Randpunkt
bestimmt. Daher ist flir gegebenes g; auch
sofort der rechte Randpunkt eindeutig bestimmt
und es existieren pro p, hochstens |{gi}| @
erweiterte Rechtecke, wobei hier die g; Typ 4 Typ 5
ausgeschlossen werden, die nicht alle £ Farben Abb. 3.3.4) Erweiterte Rechtecke mit p, = p;
links von sich liegen haben. g.e.d. (obere Schranke)

Beweis der unteren Schranke Q((n-k)*) durch Angabe eines Beispiels (Abbildung 3.3.5), das
diese Grenze tatsdchlich erreicht. g.e.d. (Lemma3.3.1)

Abb. 3.3.5) Enthilt Q((n-k)?) nicht verkleinerbare achsenparallele Rechtecke
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Wegen Lemma 3.3.1 wird fiir die Priifung aller nicht verkleinerbaren Rechtecke insgesamt nicht
mehr als @((n—k)*) Zeit bendtigt, was gegeniiber den restlichen Kosten irrelevant ist, da pro

Durchlauf von Schleife2 im Durchschnitt nur konstante Kosten fiir diese Uberpriifung benotigt
werden.

Somit sind die Kosten fiir Schritt i) in Schleife2? die groBten und man erhilt Gesamtkosten in
Héhe von O((n-k) n log?k).
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4 Der verbesserte Algorithmus

4.1 Die Idee

Der Nachteil des urspriinglichen Algorithmus ist, dass man bei jedem Durchlauf von Schleife2
mit p, immer weiter nach oben wandert, und somit die Anzahl der Punkte innerhalb des
horizontalen Streifens zwischen p, und p, immer gréer wird. Das hat leider zur Folge, dass die
Werte L(c, py, po) immer groBBer und die Werte R(c, py, po) immer kleiner werden. Dadurch
wandern die Elemente in E = {e(c;) := (L(ci, pu, po), R(ci, pu,po)) | 1 < i < k} immer weiter nach
rechts unten.

Das hat den entscheidenden Nachteil, das P @
Elemente, die nicht maximal sind, auf ° ® 1 ‘@ o
einmal maximal werden konnen, obwohl sie o @ ° e
nicht verschoben wurden. Betrachte hierfiir (@) o
das Beispiel in folgenden Abbildungen: o @ ® °" ‘9° ©
In Abbildung 4.1.1 beachte man, dass o © o ‘@ @
magenta nlCht a'uf der reChten Selte von pu T T T T 1T TTT ‘ T T CI> T 1T T l/ AT T T T T T T 1T

0 0.25 D. 0.75 1 - 0.25 0.5

vorkommt und demnach in E e(magenta)
ganz oben liegt und unter anderem rot als
auch schwarz dominiert. In Abbildung 4.1.2
gibt es nun eine neue obere Grenze, magenta ‘
kommt auf der rechten Seite von p, vor und ° 1 @)
der Wert ° ° ® ) ‘@
R(magenta, p,, p,) wird kleiner. Dadurch o o 05
wird e(magenta) nach unten verschoben und o e

) £
die Elemente e(rot) und e(schwarz) werden o © © ° = 0
maximal, obwohl sie nicht verschoben wurden. @1 (@11
Das heifit, man muss fiir jeden neuen oberen 023 P07 b 03

Randpunkt p,, fiir den gilt:

Abb. 4.1.1) Punktmenge P und dazugehorige Elementmenge E. Maximale
Elemente in E sind durch einen Extrakreis gekennzeichnet.

Abb. 4.1.2) e(magenta) wird nach unten verschoben. e(rot) und e(schwarz)
werden maximal.

Do X < puX A po.x > e(po.col).X) V (Po.X > pu.X N Po.X < e(Po.c0l).y)

nicht nur das Element e(p,.col) verschieben, sondern auch jedes mal {iberpriifen, ob vorher
dominierte Elemente maximal geworden sind.

Meine Idee ist nun, die Elemente in £ nicht nach unten rechts wandern zu lassen, sondern nach
oben links. Dadurch kénnen dominierte Elemente erst dann wieder maximal werden, wenn sie
selber verschoben werden. Dazu muss der Algorithmus in Schleife2 nicht von pppuindex - 1] b1S ppi
laufen, sondern von py1y bis ppu.index - k+13- Damit aber fiir jede obere Schranke p, die korrekten
Werte L(ci, pu, po) und R(cj, pu, po) aller Farben c; bekannt sind, bedarf es noch der folgenden
Vorarbeit.
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4.2 Erstellung von Farbkonturen

Definition eines linken Farbkonturpunktes bei gegebener Punktmenge P und fixiertem unteren
Randpunkt py:

Sei P, :={p € P|px<pyxundp.y > py.y}.

Weiterhin sei P(c) := {p € PL | p.col =c}.

Dann ist p € P, genau dann linker Farbkonturpunkt,

wenn gilt: V g € Pu(p.col) : g.x <p.x V q.y > p.y. (Siche Abbildung 4.2.1)

Die Definition eines rechten Farbkonturpunktes ist analog.

Eine rechte Farbkontur der Farbe c ist nun eine nach Y-Koordinate absteigend sortierte
verkettete Liste von rechten Farbkonturpunkten der Farbe c. Linke Farbkonturen sind analog
definiert.

Es sei noch erwiéhnt, dass die Punkte p neben den in Abschnitt 2.1 genannten Eigenschaften
(Lage, Farbe und Index) jetzt auch noch die Folgenden haben:
p.NextContourPointBelow: Zeigt — unabhédngig von Farbe oder Seite — auf den néchsten
Farbkonturpunkt unterhalb von p.
p.-NextContourPointOfSameColorBelow: Zeigt auf den nidchsten Farbkonturpunkt, der
unterhalb von p und bzgl. p, auf der gleichen Seite wie p liegt und die gleiche Farbe wie p
hat.

Die Punkte p, fiir die entweder p.x = L(p.col, py, po) oder p.x = R(p.col, py, p,) gilt, werden in
dem zweidimensionalen Array CurContourPoints|1, 2][1, k] gespeichert, wobei in
CurContourPoints[ 1] die Punkte auf der linken Seite von p, enthalten sind, also die Punkte, fiir
die p.x = L(p.col, py, po) gilt, und in CurContourPoints[2] die Punkte der rechten Seite.
CurContourPoints zeigt somit auch auf die Anfénge der verketteten Listen der Farbkonturen. Die
k Farben sind von 1 bis £ durchnummeriert und haben die entsprechende Nummer auch als
Eigenschaft index. Somit wird der Punkt p, fiir den p.x = R(p.col, pu, po) gilt, also oberster rechter
Farbkonturpunkt der Farbe p.col ist, in CurContourPoints[2][p.col.index] gespeichert. Hier sei
nochmals darauf hingewiesen, dass alle Punkte paarweise unterschiedliche X- und
Y-Koordinaten haben, so dass die aktuellen Konturpunkte immer eindeutig bestimmt sind. Das
Array CurContourPoints wird ab jetzt CCP genannt. In der Variable CurUpperBound wird der
zuletzt gefundenen Konturpunkt gespeichert und mit null ist der leere Zeiger und nicht der
Zahlenwert 0 gemeint.

Die Prozedur Erstellung der Farbkonturen:

Initialisiere CPP:
CCP[1][1, k]x=0
CCPI2][1, k]lx=1
CCP[1, 2][1, k].NextContourPointBelow = null
CCP[1, 2][1, k].NextContourPointOfSameColorBelow = null

(gemeint ist hier das Setzen der Eigenschaften fiir jeden Punkt der angegebenen Arrays, da das
Array selber nicht Eigenschaften wie .x haben kann)

CurUpperBound = null
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Laufe in einer Schleife von pppuindex - 1 bis pp1; mit Laufindex i.
Wenn ppij.x <pux:
Wenn CCP[1][pyi;.col.index].x < ppij.x:
prijNextContourPointBelow = CurUpperBound
priiNextContourPointOfSameColorBelow = CCP[1][pri.col.index]
CCP[1][pyij-col.index] = py;)
CurUpperBound = pyj)
Sonst:
Wenn CCP[2][pyij.col.index].x > ppij.x:
prijNextContourPointBelow = CurUpperBound
priiNextContourPointOfSameColorBelow = CCP[2][pri.col.index]
CCP[2][pyij-col.index] = py;)
CurUpperBound = pyj)
Ende der Prozedur

Neben dem Vorteil, dass jetzt von pyi} bis pipu.index - k+1] gewandert werden kann und fiir jede obere
Schranke p, die korrekten Werte L(c;, py, po) und R(ci, pu, po) aller Farben ¢; bekannt sind,
existiert noch ein weiterer Vorteil:

Betrachte hierfiir Abbildung 4.2.1 und nehme einen [ CCP[1igelb.Inde] |
Punkt, der nicht auf einer Farbkontur (7%") und links
von p, liegt. Solch ein Punkt kann nicht linker =’ =
Randpunkt p; eines nicht verkleinerbaren Rechtecks
sein, da es immer einen Punkt der gleichen Farbe gibt,
der im Inneren solch eines Rechtecks liegen wiirde. ) g
Aus dem gleichen Grund konnen solche Punkte auch o ‘
kein oberer Randpunkt p, sein. Fiir die rechte Seite gilt N2
eine analoge Argumentation. Daher verringert sich die P
Anzahl der zu iiberpriifenden potenziellen Randpunkte Abb. 4.2.1) Farbkonturen fiir gelb.
unter Umstidnden erheblich, was aber leider keine

Auswirkung auf die Gesamtkosten des Algorithmus in der O-Notation hat.

= | CCP[2][gelb.Index] |

Wie man in Abbildung 4.2.1 sieht, kommt die Farbe
schwarz nur als unterer Randpunkt p, vor. Durch
Erweiterung des obigen Beispiels durch Hinzunahme
von schwarzen Punkten oberhalb von p, kann man die
Anzahl der gelben Konturpunkte noch weiter
reduzieren: Man betrachte sich die jetzt gestrichenen
Punkte (7) in Abbildung 4.2.2. Diese wiren eigentlich
Konturpunkte bzgl. der eigenen Farbe. Weil diese aber
von schwarzen Punkten — bzgl. p, — dominiert werden, , o

. . . . Abb. 4.2.2) Farbkonturen fiir ge/b unter Beriicksichtigung,
konnen sie ebenfalls keine Randpunkte sein, da sonst dass von schwarz dominierte Punkte — bzgl. p, — auch keine
im Inneren solch eines Rechtecks schwarz nochmal Randpunkie sein kbnnen.
vorkommen wiirde.

Leider hat die Streichung dieser Punkte einen bedenklichen Nachteil. Man betrachte hierfiir den
Verlauf des oberen Randpunktes p, und die dementsprechenden Werte L(c;, py, po) und
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R(ci, pu, po) (siche Abbildung 4.2.3). Wenn der oberste gelbe Farbkonturpunkt p, auch oberer
Randpunkt p, ist, dann miisste eigentlich p; fiir die Bildung von L(gelb, py, p,) herangezogen
werden. Es gilt aber:

L(gelb, pu, po) = pc.x, weil CPP[1][gelb.index] jetzt auf
pc zeigt. Das ist natiirlich ein Widerspruch zur
urspriinglichen Definition von L(c, py, po). Man frage
sich jetzt aber, wann der Wert L(gelb, p., p,) wieder
relevant wird. Das geschieht erst, wenn die obere
Schranke unterhalb von p; liegt, da der Wert Exc/L es bis
dahin sowieso verbietet, sich Punkte links von p;
anzuschauen. Weil die obere Schranke dann aber schon
vorher pp liberschritten haben muss, ist der Wert

L(gelb, pu, po) = pc.x wieder korrekt.

Abb. 4.2.3) ExcIL wird’s richten.

Somit kann man die Erstellung der Farbkonturen noch um eine Bedingung erweitern und erhélt
die Schleife:

Laufe in einer Schleife von pppu.index - 1] bis ppij mit Laufindex i.
Wenn ppij.x <pu.x:

Wenn CCP[1][pyij.col.index].x < pjip.x und CCP[1][py.col.index].x < pyij.x:
priiNextContourPointBelow = CurUpperBound
priiNextContourPointOfSameColorBelow = CCP[1][pyi).col.index]
CCP[1][pyi).col.index] = ppiy
CurUpperBound = pyj

Sonst:

Wenn CCP[2][pyi).col.index].x > ppij.x und CCP[2][py.col.index].x > pyij.x:
priiNextContourPointBelow = CurUpperBound
priiNextContourPointOfSameColorBelow = CCP[2][pyi).col.index]
CCP[2][pyi).col.index] = ppiy
CurUpperBound = pyj

Die Elemente e(c;) der Farbe ¢; sind jetzt definiert durch:

e(c) := (CCP|1]|ciindex).x, CCP|2]|ci.index].x)

4.3 Die Liste MaxElem

Wie bereits angesprochen, hat der urspriingliche Algorithmus das Manko, immer alle k£ Elemente
e(c;) verwalten zu miissen, insbesondere solche, die nicht maximal sind, da diese durch eine
Verschiebung anderer Elemente nach unten oder rechts maximal werden konnen. Dieses Problem
hat der verbesserte Algorithmus nicht mehr, da durch die ausschlieBliche Betrachtung der
Farbkonturpunkte — von oben nach unten verlaufend — die Elemente in £ immer weiter nach links
oben wandern.

Die obige Behauptung wird nun durch die folgenden zwei Lemmata bewiesen:
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Lemma 4.3.1) Durch die in Y-Position absteigende und ausschlie8liche Betrachtung von
Farbkonturpunkten wandern die Elemente e(c;) in £ immer weiter nach links oben.

Beweis: Durch die Konstruktion der Farbkonturpunktlisten gilt immer:

CCP[1][ci]-x > CCP[1][ci]. NextContourPointOfSameColorBelow.x und

CCP|2][ci].x < CCP[2][ci]. NextContourPointOfSameColorBelow.x.

Betrachte nun die innere Schleife (Schleife?) des verbesserten Algorithmus (siche Abschnitt 4.4):
Sei 0.B.d.A. CCP[1][c;], der Punkt, der gerade als oberer Randpunkt p, betrachtet wird

(po = CCP[1][ci]). Der Algorithmus wandert zu Beginn der Schleife die linke Farbkontur der
Farbe ¢; einen Punkt weiter nach unten:

CCP[1][ci] := CCP[1][ci].NextContourPointOfSameColorBelow.

So ist wihrend des Schleifendurchlaufs der korrekte Wert L(ci, py, po) = CCP[1][ci].x fiir die
Berechnung von Exc/L gegeben. Am Ende der Schleife wird e(c;) durch e(cy).x := CCP[1][ci].x
verschoben, wobei der neue Wert CCP[1][¢;].x kleiner ist, als der vorherige Wert e(c;).x. Dadurch
wandert e(c;) nach links. Analoges gilt, wenn p, ein rechter Farbkonturpunkt ist. Hier wandert
e(ci) nach oben. q.e.d. (Lemma 4.3.1)

Lemma 4.3.2) Einmal dominierte Elemente eq(c;) konnen erst dann wieder maximal (dominant)
werden, wenn sie selbst verschoben werden.

Beweis: Sel eq(c;) ein Element, dass von ep(cj) dominiert wird.

Dann gilt: eq(c;).x > ep(cj).x und eq(ci).y < ep(cj).y.

Angenommen, eq4(c;) wird maximal, obwohl es nicht verschoben wird.

Dann miisste gelten: eq(c;).x < ep(c;).Xneu 0der e4(c;j).y > ep(cj).yneu. Weil aber nach Lemma 4.3.1
die Werte e(c;j).x immer kleiner werden und die Werte e(c;).y immer grofler werden, kann die
obige Annahme nie vorkommen. q.e.d. (Lemma 4.3.2)

Wegen Lemma 4.3.2 miissen in der Struktur MaxElem nicht mehr alle Elemente aus £ verwaltet
werden, sondern nur noch solche, die maximal sind. Maximale Elemente haben aber die schone
Eigenschaft, dass eine nach X-Koordinate sortierte Liste dieser Elemente auch gleichzeitig nach
Y-Koordinate sortiert ist. Man erhélt so eine streng monoton steigende Folge von Elementen
(streng, wegen paarweise unterschiedlichen X-Koordinaten der Punkte in P). Diese kann in
einem balancierten Bindrbaum gespeichert werden.

Beim Verschieben eines Elements e(c;) miissen nun folgende Félle beachtet werden (hierbei wird
das alte Element e,y(c;) und das neue Element ey, (cj) genannt):

e Fall a) Sowohl e,y(ci) und eqey(ci) sind nicht maximal: Die Liste wird nicht veridndert.

e Fall b) ey(cy) ist nicht maximal und epey(cy) ist maximal: Fiige epeu(ci) an korrekter
X-Position in MaxElem ein. Losche dann solange nachfolgende Elemente in der Liste, bis
das Folgeelement nicht von epey(ci) dominiert wird.

e Fall ¢) eu(ci) 1st maximal und somit auch epeu(cy): LOsche e,y(ci) und gehe zu Fall b).

Es bleibt jetzt noch zu kldren, wie hoch die Kosten fiir die obigen Operationen sind:
e Fall a) Die Suche benoétigt O(log k) Zeit, da fiir jede der £ Farben ein Element in MaxElem
gespeichert sein kann. Das kommt genau dann vor, wenn die nach X-Koordinate sortierte
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Reihenfolge der aktuellen Farbkonturpunkte auf der linken Seite von p, genau der
Reihenfolge der aktuellen Farbkonturpunkte auf der rechten Seite entspricht.

e Fall b und Fall c¢) Das Einfiigen bzw. das Loschen und Einfiligen eines Elements benétigt
O(log k) Zeit. Die Frage ist nur: Wie viele neu dominierte Elemente sind zu 16schen?
Die Schleife? wird p,.index mal durchlaufen (genauer: i € [1, py.index —k + 1]). D.h., es
konnen nicht mehr als O(n) Einfiigungen stattfinden. Da ein Element auch nur hochstens
einmal geloscht werden kann, kdnnen pro Durchlauf von Schleifel auch nicht mehr als
O(n) Loschungen vorgenommen werden. Damit hat man pro Durchlauf von Schleifel
Gesamtkosten in Hohe von O(#n log k) fiir sémtliche Loschungen und demnach im

Durchschnitt auch nicht mehr als O(log k) Kosten fiir Loschungen pro Durchlauf von
Schleife?.

Insgesamt wurde gezeigt, dass nur die maximalen Elemente aus £ verwaltet werden miissen, und
pro Operation auf der dazugehdrigen Liste MaxElem auch nicht mehr als O(log k) Zeit benotigt
wird.
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4.4 Schema des Algorithmus

(Anderungen bzgl. des urspriinglichen Algorithmus’ sind blau gekennzeichnet.)

Setze die GroB3e des bisher kleinsten gefundenen Rechtecks auf unendlich.

Der Algorithmus durchliuft alle potenziellen unteren Begrenzungspunkte p, der zu suchenden
Rechtecke. Hierbei fingt er bei dem k-obersten Punkt pp; an und 14uft bis zum untersten Punkt
P durch (Schleifel).

Erstellung der Farbkonturen // Siche Abschnitt 4.2

Initialisierung von MaxElem: Fiige die k+1 Elemente der Menge
E = {e(pu.col), el(py.col)} Uie(ci)) = (0, 1) | i € [1, k] A ¢; # pu.col} in die Liste ein.

Po = CurUpperBound /I Oberster Farbkonturpunkt ist durch die Erstellung

// der Farbkonturen bekannt

Solange —(d e(c;)) € E | e(c) = (0, 1)) (Schleife?): // Alle Farben sind im Streifen
// zwischen p, und p, enthalten. Daher wird diese Schleife spatestens bei prpuindex -k +1]

// beendet.
1. Wenn p,.x < p,.x, dann sei // Linke Farbkontur weiterwandern
CCP[1][po.col] = CCP[1][po.col].NextContourPointOfSameColorBelow,
sonst : // Rechte Farbkontur weiterwandern

ii.

1il.

CCP[2][po.col] = CCP[2][po.col].NextContourPointOfSameColorBelow
Suche das erste geeignete Elementpaar er(cr), eL(ct). // Siche Abschnitt 3.1
Falls solch ein Paar nicht existiert, gehe zu Schritt vi.
Falls das Rechteck Rect(er(cL).x, po.y, er(cr).y, pu.y) eine kleinere Flache (Umfang,
Diagonale...) als das bisher kleinste gefundene Rechteck hat, dann merke dieses als
bisher kleinstes gefundenes Rechteck.

iv.  Setze er(cr) :=er(cL).
Gehe zu Schritt vi, falls nicht IncIR < egr(cr).y < ExclR gilt.

v.  Seiey(c) = er(cr).Next.
Wenn solch ein Element existiert und ExclL < ey (c).x < InclL gilt,
dann gehe zu Schritt iii.

vi.  Aktualisiere ggf. die Liste MaxElem durch das Element
eneu(Po-col) = (CCP[1][po.col].x, CCP[2][po.col].x). // Siche Abschnitt 4.3
Po = Po.NextContourPointBelow

Ende von Schleife?.
Ende von Schleifel.

Gib das bisher kleinste gefundene Rechteck aus.

Ende der Suche.
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4.5 Die Kosten (1)

Insgesamt ergeben sich fiir den verbesserten Algorithmus folgende Kosten:

Schleifel (mit Laufindex i) O(n-k)
Erstellung der Farbkonturen O(n)
Initialisierung von MaxElem O(k log k)
Schleife? (mit Laufindex j) O(n-k)
1) Kontur weiterwandern o(1)
i1) Suche erstes geeignetes Elementpaar O(log k)
iii — v) Priifung der gefundenen Rechtecke O(aij)
Vi) Aktualisierung der Liste MaxElem O(log k)

Wie in Abschnitt 3.3, sind die Kosten fiir die Priifung der gefundenen Rechtecke in Schritt iii — v
irrelevant. Daher erhélt man Gesamtkosten in Hohe von O((n-k) n log k).

In den folgenden zwei Abschnitten wird gezeigt, wie die Gesamtkosten noch weiter gesenkt
werden konnen.

4.6 Initialisierung von MaxElem in O(#n)

An dieser Stelle sei nochmals daran erinnert, dass die Punkte bzgl. der X-Koordinate in
aufsteigender Reihenfolge verkettet sind (siehe Abschnitt 2.1). Die Verkettung wird durch die
zusitzlichen Punkteigenschaften Next und Previous dargestellt, wobei gilt:

p-Previous.x < p.x <p.Next.x.

Weiterhin sei bemerkt, dass die Farbkonturen zum Zeitpunkt der Initialisierung der MaxElem-
Liste schon bekannt sind.

Ziel ist es, in O(n) Zeit die sortierte Liste der Elemente zu finden, die nach der Initialisierung in
MaxElem tibrig bleiben, damit dann in O(k) Zeit die balancierten Bindrbdume der nach X- als
auch Y-Koordinate sortierten Elemente erstellt werden konnen. Der schematische Ablauf der
Erstellung dieser Liste sieht wie folgt aus:

Die Prozedur Initialisiere MaxElem

Erstelle ein Array Q[1, k] aus folgenden Objekten:
Qli].bolFound = false
Olilx=0
Oli]ly=1
Qli].Next = null
Qli].Previous = null

[ T [y By |

Erstelle weiterhin ein Array W[1, k + 1] von Punkten.
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P = PDu
LastFoundPoint = null
puColMinY =1 // Sorgt dafiir, dass die gefundenen Punkte nicht von Punkten

// der Farbe py.col dominiert werden
Solange p.Previous # null (SchleifeA)
p = p.Previous
Wenn p.y > py.y und p.y < p,ColMinY
Wenn p.col # py.col und Q[p.col.index).bolFound = false
QO|p.col.index].bolFound = true
Ol[p.col.index].x = p.x
O|p.col.index]|.Next = LastFoundPoint
QOlp.col.index).col = p.col
Wenn LastFoundPoint # null
Ol[p.col.index].Next.Previous = Q[p.col.index]
LastFoundPoint = Q[p.col.index]
Wenn p.col = py.col
puColMinY =p.y
Ende von SchleifeA

Sei MaxY ein Punkt mit
MaxY.x=0
MaxY.y = py.x
MaxY.col = py.col

For m =1 to k (SchleifeB):
Wenn m # py.col.index und CCP[2][m].x > MaxY.y und Q[m].bolFound = false
MaxY.y = CCP[2][m].x
MaxY.col =cp,
Ende von SchleifeB

CountElements = 1
W[CountElements| = MaxY

Solange LastFoundPoint # null (SchleifeC)
Wenn CCP|2][LastFoundPoint.col.index].x > W[CountElements].y
CountElements = CountElements + 1
W[ CountElements].x = LastFoundPoint.x
W[ CountElements].col = LastFoundPoint.col
W[ CountElements].y = CCP[2][LastFoundPoint.col.index].x
LastFoundPoint = LastFoundPoint. Next
Ende von SchleifeC

Wenn W[CountElements].y <1
CountElements = CountElements + 1
W[ CountElements].x = py.x
W[ CountElements].col = py.col
W[ CountElements].y = 1

424



Der verbesserte Algorithmus

4-25

Erstelle die balancierten Bindrbdume mit den nach X- und Y-Koordinate sortierten

Punkten des Arrays W[1, CountElements]

Ende der Prozedur

Hier sei noch einmal in verstiandlicheren Worten erklért, was die obige Prozedur leistet:

SchleifeA: Laufe vom unteren Grenzpunkt p, nach
links und suche das erste Vorkommen jeder Farbe,
die oberhalb von p, liegt und nicht von Punkten
der Farbe p,.col dominiert wird, und speicher die
X-Positionen und die direkten Nachfolger (und
vom Nachfolger den jetzt bekannten Vorgénger) in
einem Array Q, welches nach Farben sortiert ist
(siche Abbildung 4.6.1). Die Kosten fiir SchleifeA
liegen in O(n).

SchleifeB: Suche jetzt in den rechten Farbkonturen
den hochsten X-Wert der Farben, die nicht auf der
linken Seite gefunden wurden. Das entsprechende
Element mit der — aus dem X-Wert des Punktes
resultierenden — hochsten Y-Koordinate ist das

Array nach Farben sortiert und AN
Nachbarpunkte verkettet. \\Q,/
* ®
O
* ~
¢ ]
|
[ ] !
i ® O
| TN
(@)
° @ |
“" . (.\:]
S —
O

Abb. 4.6.1) SchleifeA sucht oberhalb und links von p, und
unterhalb der schwarzen Farbkontur nach den jeweils am
weitesten rechts liegenden Vorkommen aller Farben.

Erste in der MaxElem - Liste. Falls alle Farben auf der linken Seite vorkommen, wird (0, p,.x) das
erste Element. Die Kosten fiir SchleifeB liegen in O(k).

SchleifeC: Untersuche dann die jeweils ersten
Punkte der rechten Farbkonturen in der
umgekehrten Reihenfolge, wie sie in SchleifeA
gefunden wurden. Uberpriife, ob die X-Koordinate
des Farbkonturpunktes hoher ist, als die
Y-Koordinate des zuletzt eingefiigten Elements
W[ CountElements]. Wenn ja, dann flige das neue
Element in W ein. Falls die entsprechende Farbe
auf der rechten Seite nicht vorkommt, dann wird
die Y-Koordinate auf 1 gesetzt, das Element wird
eingefiigt und die Erstellung der Liste ist somit
fertig (siehe Abbildung 4.6.2). Die Kosten fiir
SchleifeC liegen in O(k).

Ganz zum Schluss iiberpriife man noch,
ob e} = (pu.x, 1) sich nach den Kriterien in

Array nach Farben sortiert und
Nachbarpunkte verkettet.

000

Schwarz (0, p,.x) wird eingefligt

Rot liegt rechts von p,.x => Einfiigen

Blau liegt rechts von rot => Einfligen

Gelb liegt nicht rechts von blau => nicht einfligen
Schwarz (p,.x, 1) wird eingefligt

Abb. 4.6.2) SchleifeC tiberpriift jeweils den ersten Punkt jeder
rechten Farbkontur in der umgekehrten Reihenfolge, wie sie in
SchleifeA gefunden wurden.

SchleifeC auch einfiigen lésst, und flige es dementsprechend ein.

Erstelle jetzt in O(k) Zeit die balancierten Bindrbdume mit den nach X- und
Y-Koordinaten sortierten Elementen des Arrays W[ 1, CountElements]. Man
beachte, dass CountElements < k+1 ist, da dominierte Elemente natiirlich nicht

Abb. 4.6.3) Die Liste 111 MaxElem eingefligt werden.

MaxElem.
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4.7 Die Kosten (2)

Insgesamt ergeben sich fiir den nochmals verbesserten Algorithmus folgende Kosten:

Schleifel (mit Laufindex i) O(n-k)

Erstellung der Farbkonturen O(n)

Initialisierung von MaxElem O(n)

Schleife? (mit Laufindex j) O(n-k)
1) Kontur weiterwandern o(1)
i1) Suche erstes geeignetes Elementpaar O(log k)
iii — v) Priifung der gefundenen Rechtecke O(aij)
Vi) Aktualisierung der Liste MaxElem O(log k)

Man erhélt somit Gesamtkosten in Héhe von O((n-k)(n + (n-k) log k)).
Es stellt sich die Frage, wann n < (n-k) log k gilt:

n<(n—k)logk <
n<nlogk—-klogk <
n—nlogk < -klogk <
n(l-logk) < —klogk <

S klogk o
1-logk
n> k108K
logk —1

Damit hat man

logk
logk -1

logk
loghk —1

firn>k

Kosten in Hohe von O((n-k)* log k)

und fir n <k

Kosten in Hohe von O((n-k)n).

Eine graphische Veranschaulichung des 2
Verhiltnisses zwischen n und  stellt e
Abbildung 4.7.1 dar: Das Diagramm zeigt in 17

X-Richtung log & und in Y-Richtung den 161
Faktor, um den n mindestens grofer als & 12
sein muss, damit die Kosten O((n-k)*log k) 13

erreicht werden. 12

11

2 6 10 14 18 22 26 30 34 38

Abb. 4.7.1) Das Verhdltnis zwischen n und £.
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5 Beliebige Orientierung

In diesem Kapitel wird erldutert, wie obiger Algorithmus dazu verwendet werden kann, kleinste
farbumspannende Rechtecke beliebiger Orientierung zu suchen. Die Schwierigkeit dieses
Problems liegt darin, fiir jede, der n(n-1) vielen Orientierungen die Voraussetzungen aus
Abschnitt 2.1 sicherzustellen, damit man obigen Algorithmus iiberhaupt verwenden kann.

5.1 Einige Voriiberlegungen

Die Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1 fordern vor allem n(n-1) viele Sortierungen der
Punktmenge. (Die Frage, warum nur die Winkel betrachtet werden miissen, die durch zwei
Punkte gebildet werden, wird in Abschnitt 5.4 geklért.)

Bei naiver Implementierung wiirde man dafiir O(’ log n) Zeit bendtigen. Damit htte auch der
gesamte Algorithmus mindestens diese Kosten.

Die Idee ist nun, die Punktmenge im Uhrzeigersinn rotieren zu lassen. Wenn wéhrend dieser
Rotation zwei Punkte die gleiche Y-Koordinate haben, dann betrachte man diese Punkte als
potenzielle untere Randpunkte py; und py2 eines nicht verkleinerbaren Rechtecks und verwende
jetzt eine leicht abgednderte Version des Inneren von Schleifel des in Abschnitt 4.4 und 4.7
vorgestellten Algorithmus. Danach werden die Punkte p,; und py,; in dem nach Y-Koordinaten
sortierten Array py, n) vertauscht.

Weiterhin werden in der nach X-Koordinate sortierten Verkettung die Punkte vertauscht, die
wihrend der Rotation die gleiche X-Koordinate haben.

So ist fiir alle n(n-1) Orientierungen eine korrekte Sortierung beider Koordinaten sichergestellt.
Formal gesehen betrachte man sich folgende Uberlegungen:

Definition 5.1.1) Eine Y-Orientierung o
zwischen zwei Punkten p; und p; wird
wie folgt berechnet:

Zeichne einen waagerechten Strahl von
pi nach rechts und rotiere diesen Strahl 20° 200°
so lange gegen den Uhrzeigersinn um pi,  p,
bis er p; beriihrt. o;; entspricht dann dem
Rotationswinkel (siche

Abbildung 5.1.1).

p;

bi
Abb. 5.1.1) Die Y-Orientierungen o;; und oy

Definition 5.1.2) Eine X-Orientierung &;; zwischen zwei Punkten p; und p; wird wie folgt
berechnet:

Zeichne einen senkrechten Strahl von p; nach oben und rotiere diesen Strahl so lange gegen den
Uhrzeigersinn um pj;, bis er pj beriihrt. &;; entspricht dann dem Rotationswinkel.

Lemma 5.1.1) In einem nach Y-Koordinaten absteigend sortierten Punkt-Array py1 q) liegt die
kleinste aller n(n-1) moglichen Y-Orientierungen zwischen zwei benachbarten Punkten pji; und
Pri-1) des Arrays.
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Beweis: Angenommen, es gibe zwei Punkte pi; und pypi-mj, mit m > 1, deren Y-Orientierung
oyiy,i-m) die kleinste ist. Dann
gilt aber: Prim Priom

Entweder ist oy i-1) oder
olfi-11,(i-m) Kleiner als oy fim). Das Py
ist ein Widerspruch zu obiger P P

Annahme Abb. 5.1.2) Die kleinste Y-Orientierung liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten.

(siehe Abbildung 5.1.2). g.e.d.

(Lemma 5.1.1)

Analoges gilt fiir X-Orientierungen in einer nach X-Koordinate sortierten und verketteten
Punkt-Liste.
Dank dieser Eigenschaften kann der Algorithmus wie folgt definieret werden.

5.2 Schema des Algorithmus

1. Fiige die n Punkte nach Y-Koordinate absteigend sortiert in das Array py;, » €in und
verkette sie nach sortierten X-Koordinaten.
2. Erstelle eine in einem AVL-Baum 3J gespeicherte sortierte Liste aller n-1
Y-Orientierungen oy fi-1] der Punktpaare pyij, prioiymit 1 <i < n.
3. Erstelle eine in einem AVL-Baum X gespeicherte sortierte Liste aller n-1
X-Orientierungen &;;.; der jeweils benachbarten Punkte p; und p;.Previous.
4. At = 0
Durchlaufe die folgende Schleife 2n(n-1) mal. // Die Frage, warum nur die Winkel
// betrachtet werden miissen, die durch zwei Punkte gebildet werden, wird in
/I Abschnitt 5.4 geklart.
a. Suche die kleinste Y-Orientierung oy i-1] und die kleinste X-Orientierung &;j..
b. Wenn oy fi-11 < &j,j—lv dann
1. Wenn pyij.col = pyi.ij.col, dann gehe zu 5.b.vii.
ii. Wenn i <k, dann gehe zu 5.b.vii.
iii. Rotiere die Punktmenge im Uhrzeigersinn um den Winkel oy fi-1] - Otait.
V. Ot = O[], [i-1]-
v. Betrachte die Punkte p;; und pyi_ij als untere Randpunkte p,; und py».
vi. Verwende eine leicht gednderte Version des Inneren von Schleifel des in
Abschnitt 4.4 und 4.7 vorgestellten Algorithmus (s.u.).
vii. Ldsche in ¥ die Orientierungen ofi+1yif, Oiyfi-1] und ofi-11,fi-2]-
viil. Vertausche die Punkte py;j und pyi.1) in dem nach Y-Koordinate absteigend
sortierten Array pyi, n).
ix. Fiige die neuen Orientierungen o+ 1y, T Olalt, Ofi[i-1] T Otale Und
oyi-11,fi-2] + Cait in }J ein, sofern sie kleiner als 27t ,bzw. 360° sind.

W

c. Sonst
i. Losche in # die Orientierungen &;.y j.2, &;j.1 und &ji1 4.
ii. Vertausche die Punkte p; und pj.; in der nach X-Koordinate sortierten
Verkettung.
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1il.

ein, sofern sie kleiner als 27 ,bzw. 360° sind.
6. Drehe die Punktmenge um den Winkel 27 - a,; im Uhrzeigersinn und gib die kleinsten

Rechtecke mit den entsprechenden Orientierungen aus.

Fiige die neuen Orientierungen &;.1 i + O, &jj-1 + Olaie und &1 + e in ¥

In der leicht gednderten Version des Inneren von Schleifel des in Abschnitt 4.4 und 4.7
vorgestellten Algorithmus in Schritt 5.b.vi muss Folgendes beachtet werden:

Am Ende von Abschnitt 4.2 wurde erldutert, dass
Punkte der Farbe des unteren Randpunktes p, als
weitere Einschrankung fiir die Erstellung der
Farbkonturen herangezogen werden diirfen. Da es nun
zwei untere Randpunkte gibt, konnen auch Punkte
beider Farben zur Einschrinkung der Konturen
herangezogen werden, da beide Farben nicht ein
weiteres mal im Rechteck vorkommen diirfen
(Abbildung 5.2.1).

@
o
o e
a
o
@)
o ©® © o
I\\\\I\.\\I\\.\I\\\\I
pul puZ

Abb. 5.2.1) Einschrankung durch zwei Farben

Fiir die Punkte oberhalb von py; und py; gibt es jetzt neben den Lagen ,,links von p,;“ und
,rechts von py;*“ auch noch die dritte Lage ,,zwischen py; und p;*“. Punkte py, in solch
einer Lage haben weitere einschrinkende Eigenschaften:

o Wenn pp.col = py1.col oder
Pm.col = py.col, dann beende die
Farbkonturerstellung, weil die gesuchten
Rechtecke nicht hoher sein konnen, da
sonst ein Punkt mit der Farbe eines unteren
Randpunktes im Inneren eines solchen
Rechtecks liegen wiirde. Das hat den
groBBen Vorteil, dass man u.U. nicht bis
ganz nach oben zu py;; durchlaufen muss,
sondern schon viel eher authéren darf
(Abbildung 5.2.2).

o Falls py.col # pyi.col und pp.col # py.col,
dann kann die Erstellung der Farbkontur
der Farbe pn,.col beendet werden. Hierbei
werden dann die linke und rechte Kontur
dieser Farbe in pn, verkniipft
(Abbildung 5.2.3).

o ©
() .pm @
@
_4 ¢
© ®
o © © o
T T @ T T T @ T
ul puZ

Abb. 5.2.2) Vorzeitige Beendigung der
Farbkonturerstellung

@)
° @
h o
® Q
O @
® o O
I\\\\I\.\\I\\.\I\\\\I
ul pul

Abb. 5.2.3) Verkniipfung einiger Farbkonturen
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e Der in Abschnitt 2.5 beschriebene Sonderfall bei der Initialisierung von MaxElem wird
nun durch Einfligung der Elemente eq(py,.col) = (0, py2.x) und ey(pyi.col) = (pu1.x, 1)
abgedndert, damit jetzt auch Rechtecke gefunden werden kdnnen, die py; als linken
unteren und p,; als rechten unteren Eckpunkt haben (Abbildung 5.2.4 und 5.2.5).

e Farbkonturpunkte py, in mittlerer Lage miissen 1 o
nicht in MaxElem eingefiigt werden, da sie auf = ‘
jeden Fall dominiert werden. Diesen Umstand |
verdanken wir den besonderen Koordinaten
dieser Elemente e(pm.col) = (pm.x, pm.x) und dem ®
Vorhandensein von e;(py.col) und ej(pyi.col) 7 )
bzw. durch noch weiter links bzw. hoher 0.5 2@
liegenden Elementen (Abbildung 5.2.4). . ©

o D, )
o 7

° o 7 ° 0 \ OI.S \ \ |
o Abb. 5.2.4) Die Elemente e(pn.col) liegen immer
O O O unterhalb von e;(py.col) und rechts von ey(py.col)
® O - o
R e e e e e e e e
ul 05 pu2

Abb. 5.2.5) Die beiden unteren Randpunkte konnen
gleichzeitig Eckpunkte sein

e Bei der Initialisierung von MaxElem in linearer Zeit muss natiirlich auch
beriicksichtigt werden, dass zwei untere Randpunkte vorhanden sind. Die Anderungen
bzgl. der alten Prozedur sehen wie folgt aus:

Die Prozedur Initialisiere MaxElem?2
(Anderungen bzgl. der urspriinglichen Prozedur sind blau gekennzeichnet.)

Erstelle die Arrays QO[1, k] und W[1, k + 1] wie gehabt.

P = Pul

LastFoundPoint = null

puColMinY = p,.y // Sorgt dafiir, dass die gefundenen Punkte nicht von Punkten
// der Farbe py1.col oder py».col dominiert werden

For m =1 to k (SchleifeM): // Die Farben mittlerer Konturpunkte miissen
Wenn CCP[0][m] = CCP[1][m] // zwar gefunden werden, brauchen aber sonst
QO|m].bolFound = true // nicht weiter beachtet werden

Solange p.Previous + null (SchleifeA)
p = p.Previous
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Wenn p.y > py.y und p.y < p,ColMinY

Wenn p.col # pyi.col und p.col # pyr.col und

Olp.col.index].bolFound = false
QOl[p.col.index).bolFound = true
O|p.col.index].x = p.x
Olp.col.index].Next = LastFoundPoint
QO|p.col.index].col = p.col
Wenn LastFoundPoint # null

O|p.col.index].Next.Previous = Q|p.col.index]

LastFoundPoint = Q[p.col.index]

Wenn p.col = py;.col oder p.col = py.col
puColMinY =p.y

Ende von SchleifeA

Sei MaxY ein Punkt mit
MaxY.x=0
MaxY.y = ppn.x
MaxY.col = py.col

For m =1 to k (SchleifeB):
Wenn m # py.col.index und m # py.col.index und CCP[2][m].x > MaxY.y und
Q[|m].bolFound = false
MaxY.y = CCP[2][m].x
MaxY.col =cp,
Ende von SchleifeB

CountElements = 1
W[CountElements] = MaxY

Durchlaufe SchleifeC wie gehabt

Wenn W[CountElements].y < 1
CountElements = CountElements + 1
W] CountElements].x = py1.x
W[ CountElements].col = py;.col
W] CountElements].y =1

Erstelle die balancierten Bindrbaume mit den nach X- und Y-Koordinate sortierten
Punkten des Arrays W[1, CountElements]

Ende der Prozedur
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5.3 Die Kosten

Es ergeben sich daraus die zu erwartenden Kosten:

e O(n log n) fiir die Erstellung des nach Y-Koordinate sortierten und nach X-Koordinate

verketteten Arrays pyi, 5y und den AVL-Bédumen ¥ und 3J.
e 2n(n-1) Schleifendurchldufe mit den jeweiligen Kosten:
o Suche der kleinsten Orientierungen in O(/).

Rotation der Punkte in O(n).
Erstellung der Farbkonturen in O(n).
Initialisierung von MaxElem in O(n).
O((n-k) log k) fiir den inneren Schleifendurchlauf von pyg) bis pyii+13.
Loschen und Einfiigen von Orientierungen in O(log n)

O O O O O

Daraus ergeben sich fiir die Berechnung kleinster farbumspannender Rechtecke beliebiger
Orientierung Gesamtkosten in Hohe von O’ (n + (n-k) log k)).

In dieser Abschétzung wurden noch nicht die in dem Schema enthaltenen Einschrinkungen aus
den Schritten 5.b.i und 5.b.ii beriicksichtigt. Es bleibt also die Frage, wie oft zumindest eine
dieser beiden Bedingungen wirksam wird und man demnach fiir diese Orientierungen keine
Kosten in Hohe von O((n-k) log k) hat.

Zu 5.b.1) Wie oft haben die Punkte p,; und p,, die selbe Farbe?

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei k£ Farben die beiden Punkte die selbe Farbe haben, ist bei
absoluter Gleichverteilung der Farben 1/k (n/k Punkte pro Farbe). Sobald es Farben gibt, die mehr
als n/k Punkte einfdrben, erhoht sich diese Wahrscheinlichkeit wegen folgender einfachen
Rechnung:

Sei g=n/k. Dann gilt: 2¢* < (g-1)* + (g+1)* = 2¢" + 2.

Also fallen fiir mindestens n(n-1)/k Y-Orientierungen keine Kosten in Hohe von O((n-k) log k)
an.

Somit reduzieren sich die Gesamtkosten auf O(n2 kl:1 (n + (n - k)log k)j

Der Faktor (k-1)/k ist zwar O-Notations-irrelevant und konnte eigentlich weggelassen werden,
aber Abbildung 5.3.2 zeigt, dass gerade fiir kleine £ hierdurch eine nicht unerhebliche
Zeiteinsparung von bis zu 33% erzielt wird.

P
Zu 5.b.11) Wie oft liegt pji+1; so weit oben, so dass oberhalb von pyi+1;
nicht mehr alle £-2 Farben vorhanden sein konnen?
Die Wahrscheinlichkeit, dass pyi+1) zu weit oben liegt, ist fiir allgemeine
Punktkonstellationen WK(i < k) = (k-2)/(n-1). Eine naheliegende
Vermutung ist, dass immer nur n(n-1)(n-k+1)/(n-1) viele Orientierungen D, D,
tiberpriifen werden miissen und demnach O(nk) viele Orientierungen Abb. 5.3.1) Fiir beliebige  und

wegfallen. Leider zeigt das Beispiel in Abbildung 5.3.1, dass zumindest 43 fallen nur drei Orientierungen
fiir &=3 und beliebige 7 im worst case nur drei Orientierungen (a1 3, 032 wee

und o, 1) nicht zu iiberpriifen sind. Dass aber die Anzahl der Farben fiir die Kostenabschétzung
nicht unerheblich ist, zeigt das Folgende:
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Definition: ,,oberhalb einer Orientierung o.;;* bezeichne Lagen in der Halbebene, die, von p; aus
nach p; gesehen, links liegt. Der Grund fiir diese Bezeichnung liegt darin, dass alles, was
oberhalb dieser Orientierung liegt, tatsédchlich iliber der Geraden — die durch p; und p; definiert
wird — liegt, wenn p; und p; als untere Randpunkte p,; und p,, betrachtet werden.

Lemma 5.3.1) Bei n Punkten und & Farben miissen insgesamt nur O(n*-k?) viele Orientierungen
iiberpriift werden.

Beweis:

Betrachte einen der k-2 oberen Punkte pyi; bis pji2) in P, also ppij, mit 1 <7 < k-2.

Zeichne eine waagerechte Gerade g; durch py;.

Es gilt: In der geschlossenen und oberhalb von g; liegenden Halbebene H; liegen i Punkte.
Rotiere nun H; so lange um pp;; im Uhrzeigersinn, bis nach und nach &-1 Punkte in /; liegen. Die
so neu in H; hinzugekommenen Punkte heien pyiji+1 bis pyijx-1.Hierbei ist zu beachten, dass diese
Punkte, wenn sie neu hinzukommen, nur auf dem Strahl s; C gj liegen, der urspriinglich rechts
von pyi lag. Wenn durch die Rotation zwischenzeitlich m Punkte auf dem urspriinglich linken
Strahl s; liegen und durch weitere Rotation nicht mehr in H; liegen, dann wird die Rotation
beendet, wenn k-1-m Punkte in /; liegen. py; bildet mit jedem dieser k-i-1 Punkte pyiji+1 bis ppiji-i
eine Orientierung, die nicht iiberpriift werden muss, da oberhalb dieser Orientierung nicht genug
Punkte liegen konnen. Das ergibt fiir alle k-2 oberen Punkte pyij bis po; :

S, (k=2)(k-])
Zk i 1——2

i=

nicht zu untersuchende Orientierungen.

Zusammen mit der gleichen Betrachtung fiir die k-2 untersten Punkte p,) bis ppni+3; gibt es
(k —2)(k —1) nicht zu tiberpriifende Orientierungen. Beachte hierbei, dass keine Orientierung

doppelt gezdhlt werden kann, da bei der Betrachtung der oberen Punkte die jeweils zu einer
wegfallenden Orientierung gehorende Halbebene nach rechts hin offen ist

(es gilt: V x € R A x> ppijx: (x, prijy) € H;) und bei der Betrachtung der unteren Punkte die
Halbebene immer nach links hin offen ist. Somit miissen hochstens

n(n—1)—(k-2)k-1) € O(n* —k?)

Orientierungen tiberpriift werden . g.e.d. (Lemma53.1)

Die Anwendung von Lemma 5.3.1 ergibt die Gesamtkosten

O((n* = k> \n +(n—k)logk))

fiir die Suche nach kleinsten farbumspannenden Rechtecken beliebiger Orientierung.

Damit wurden sowohl fiir grof3e als auch kleine k erhebliche Zeiteinsparungen gewonnen.
Abbildung 5.3.2 zeigt den prozentualen Anteil der Orientierungen, die nicht Bedingung 5.b.i und
5.b.11 erfiillen (mit logarithmischer Skalierung von » und k), also den Funktionsgraphen

2 2 k_l
(w7 = k7)==
2(mk)=100———K%  fir3 <k <n.
n(n—1)
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Abb. 5.3.2) Prozentualer Anteil der n(n-1) Orientierungen, die tatsdchlich untersucht werden miissen.

Bei obiger Kostenberechnung wurde noch nicht beachtet, wie viele nicht verkleinerbare
Rechtecke beliebiger Orientierung hochstens existieren. Hier wurde davon ausgegangen, das
diese Anzahl gegeniiber den restlichen Kosten unerheblich ist. Gibe es aber O(n”) gesuchte
Rechtecke, dann wire die ganze Berechnung hinféllig. Daher bleibt zu zeigen, dass pro
Schleifendurchlauf in Schritt 5.b.vi im Durchschnitt nur konstant viele Kandidaten gefunden

werden.

Lemma 5.3.2) Es gibt O((n*-k*)(n-k)) nicht verkleinerbare Rechtecke beliebiger Orientierung.

Beweis:

Der Beweis wird — abgesehen von Typ 2-Rechtecken — analog zu dem von Lemma 3.3.1 gefiihrt.
Der Unterschied besteht darin, dass hier nicht ein beliebiger unterer Punkt, sondern eine beliebige
Orientierung fixiert wird. Zu beachten ist dann, dass bei Rechtecken vom Typ 1 zwei Farben als
obere Begrenzung mdglich sind und dass bei der Erweiterung der dazugehorigen Rechtecke die
Punktmenge als — der Orientierung entsprechend — rotiert betrachtet wird.
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Abbildung 5.3.3 zeigt die unterschiedlichen Typen erweiterter Rechteckte.

R
1]

Typ 3 Typ 4 Typ 5
Abb. 5.3.3) Erweiterte Rechtecke beliebiger Orientierung.

Auch hier ist die Abbildung zwischen nicht verkleinerbarem Rechteck und erweitertem Rechteck
bijektiv und es geniigt zu zeigen, dass es nur O((n>-k*)(n-k)) viele erweiterte Rechtecke gibt.
Hierzu geniigt es zu zeigen, dass es pro Orientierung jeweils nur O(n-k) Rechtecke der
unterschiedlichen Typen gibt.

Typ 1:
Fixiere eine beliebige Y-Orientierung a2, wobei die dazugehorigen Punkte py; und py, die
unteren Randpunkte der erweiterten Rechtecke reprasentieren. Nun sei {g;} die rechte
Zweifarbkontur der Farben py;.col und pyy.col (sieche Abbildung 5.2.1 und 5.2.2).
Es gilt:

® gir1 = gi.NextContourPointOfSameColorBelow

o ¢ix <gj.xund gi.y > gi+1.y

* p, € {qi} ist oberer Randpunkt eines erweiterten Rechtecks

Nun sei 7 ein rechter Randpunkt eines erweiterten Rechtecks, das g; als oberen Randpunkt hat
(siehe Abbildung 5.3.4). Dann gilt:
e 7ijx <gir1.X, da sonst g;+; im Inneren des erweiterten Rechtecks liegen wiirde, was aber
nach obiger Konstruktion nicht moglich ist.
® rijx > g;.x, da der linke Randpunkt immer links vom oberen Randpunkt liegt.
o Alle rij liegen unterhalb der Zweifarbkontur {g;}.
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Sei Rij(p1.x, ¢i.y, rijx, pu1.y) das erweiterte Rechteck mit festem unteren, rechten und oberen
Randpunkt.

Der linke Randpunkt ist daher eindeutig bestimmt.

Beweis: Gibe es hier zwei unterschiedliche
Randpunkte /;;; und /;;», und wire 0.B.d.A.
lij1.x <I;;j».x, dann wiirde entweder das >8§
Rechteck mit /;;, als linkem Randpunkt @

nicht alle Farben enthalten, oder die Farbe R, r, O‘Is
l;1.col wiirde auch im Inneren des o @ r
Rechtecks vorkommen, das /;;; als linken @ @
Randpunkt hat. q.e.d.

o, —Op

Insbesondere gilt: Bei fixierter Orientierung  ~ Pu Pu

bildet _] eder Punkt 7: : fuir hochstens ein Abb. 5.3.4) Lage von moglichen oberen und rechten Randpunkten eines

erweitertes Rechteclli einen rechten erweiterten Rechtecks vom Typ 1 bei fixierter Orientierung.

Randpunkt. Da oberhalb von p,; und py» hochstens n — k£ + 1 Punkte als rechter Randpunkt in

Frage kommen (links von 7;; miissen alle k£ Farben vorhanden sein), existieren fiir jede

Orientierung oy;.2 auch nur O(n-k) viele erweiterte Rechtecke vom Typ 1. Welil es wegen Lemma
g Oui, yp g

5.3.1 nur O(n*-k*) zu iiberpriifende Orientierungen gibt, existieren insgesamt O((n*-k*)(n-k)) viele

erweiterte Rechtecke vom Typ 1.

Typ 2:

Im Gegensatz zu allen anderen Typen ist
hier eine zu Lemma 3.3.1 analoge
Beweisfiihrung nicht moglich. Ein
beliebiger fixierter linker Randpunkt lie3e
noch nicht auf die dazugehorigen ,,oberen*
Randpunkte schlieBen, da hier noch nicht
geklart ist, wo ,,oben* ist. Abbildung 5.3.5
verdeutlicht diese Orientierungslosigkeit, \)7
die selbst dann gegeben ist, wenn ein Abb. 5.3.5) Orientierungslosigkeit.
,oberer Punkt ¢; vorhanden wiére.

Es wird also auch hier von einer festen Y-Orientierung oy 2 ausgegangen.

49

Sei ¢ eine festgelegte Farbe mit py;.col # ¢ # py.col und sei {fi.i} die linke Farbkontur und {f;.i}
die rechte Farbkontur inklusive einem moglichen mittig liegenden Farbkonturabschlusspunkt py,
(siche Abbildung 5.2.3) der Farbe c.

Abbildung 5.3.6 zeigt die Lagen dieser Farbkonturpunkte. Weiterhin ist hier zu sehen, dass jeder
Punkt aus {fii} U {fii} hochstens einmal oberer Randpunkt sein kann. Daher existieren fiir eine
Orientierung oy 2 bei festgelegter Farbe O({fi.i} U {fi.i}) viele erweiterte Rechtecke vom Typ 2.
Fiir alle Farben ergédbe das O(n) viele Rechtecke, da jeder Punkt oberhalb von oy 4 gezéhlt
wurde. Die k-3 Punkte, die direkt oberhalb von oy 2 liegen, konnen aber kein oberer Randpunkt
sein, da in dem entsprechenden Streifen nicht alle Farben vorhanden sind.

Somit existieren auch nur O(n-k) erweiterte Rechtecke vom Typ 2 fiir eine beliebige fixierte
Orientierung.
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Abb. 5.3.6) Lage von moglichen erweiterten Rechtecken vom Typ 2 bei fixierter Orientierung und festgelegter Farbe.

Typ 3:

Fixiere eine beliebige Orientierung. Dann gibt es nur n — k + 1 mdgliche linke Randpunkte p;. Zu
jedem festgelegten linken Randpunkt und festen unteren Randpunkten ist der rechte nun wieder
eindeutig bestimmt.

Typ 4 und Typ 5:

Sowohl bei Typ 4 als auch bei Typ 5 ist allein durch die Fixierung der unteren Randpunkte
gleichzeitig auch der linke Randpunkt bestimmt. Daher ist fiir gegebenes gi auch sofort der rechte
Randpunkt eindeutig bestimmt und es existieren pro Orientierung hdchstens |{g;}| erweiterte
Rechtecke, wobei hier die ¢; ausgeschlossen werden, die nicht alle k£ Farben links von sich liegen
haben. g.e.d. (Lemma53.2)

5.4 Warum nur n(n-1) Orientierungen?

Im obigen Algorithmus wurde davon ausgegangen,
dass die nicht verkleinerbaren Rechtecke auf einer
ithrer vier Kanten zwei Punkte liegen haben und
somit die Orientierung festgelegt wird. Was wére
aber, wenn das kleinste Rechteck auf jeder Kante
nur einen Punkt hat (siche Abbildung 5.4.1).

Hier gilt:
B¢ {oijlpip € P}

Obiger Algorithmus konnte dieses Rechteck nicht
finden.

B

Es bleibt also zu zeigen, dass diese Annahme nie , o
ADbb. 5.4.1) Rechteck mit unbekannter Orientierung.

zutreffen kann.
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Lemma 5.4.1) Fiir die Suche nach kleinsten farbumspannenden Rechtecken beliebiger
Orientierung miissen nur die Orientierungen o, ; beachtet werden, die jeweils von einem
Punktpaar p;, p; € P, mit p; # p;, gebildet werden.

Beweis:
Nehme eine beliebige Punktmenge O S P mit |Q] > 2.

Bilde die konvexe Hiille C von Q.

Sei R ein Rechteck, dass um die so erhaltene Punktmenge C gespannt wird und seien ki, ks, k3
und k4 die zu dem Rechteck geh6hrenden Kanten.

Es gilt:
e CCR // Das Rechteck umschlie3t die Hiille
o iUk UkyUbks=0R
e LkNIC+D // Jede Kante bertihrt die Hiille in mindestens einem Punkt

Rotiere nun R um 180° und betrachte dabei sowohl die Hohe, als auch die Breite des Rechtecks.
In Abhingigkeit vom Rotationswinkel B erhdlt man so zwei Funktionen fi; fiir die Hohe und f3 fiir
die Breite (siche Abbildung 5.4.6). Es stellt sich nun die Frage, wo diese Funktionen ihre lokalen
Minima haben. Betrachte hierfiir die Abbildungen 5.4.2 und 5.4.3.

Abb. 5.4.2) Ein lokales Minimum fiir die H6he entsteht, wenn ~ Abb. 5.4.3) Hier entsteht kein lokales Minimum. Die Funktion f;; ist aber auch
das Liniensegment L(p,, p,) in k; liegt. hier an der Stelle nicht differenzierbar, wo das Liniensegment L(p, p,) in & liegt

Hier wird jeweils das Rechteck um die drei Punkte p;, p> und p; rotiert. Die Abbildung erfolgt in
20°-Schritten und zeigt jeweils die obere Kante 43 ; und die untere Kante & ; und die dazugehorige
Hohe 4. Es ist klar, dass die Funktion fj; an der Stelle, wo das Liniensegment L(p;, p») in & liegt,
nicht differenzierbar ist. Im linken Beispiel entsteht hier sogar ein lokales Minimum.

Im Folgenden wird nun bewiesen, dass nur an diesen Stellen ein Minimum entstehen kann.
Hierfiir wird gezeigt, dass die Funktion fi; zwischen diesen Stellen rechtsgekriimmt ist. Es sei
bemerkt, dass die Kanten &; und &3 dann jeweils nur einen Punkt der konvexen Hiille beriihren.
Daher gentigt es, das Folgende zu zeigen:
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Betrachte die Punkte p; = (0, 0) und p, = (0, 2) und lege durch p, eine Gerade g. Rotiere diese
Gerade (mit Rotationswinkel ) in p, und messe den Abstand d(B) zwischen p; und g.

Wegen des Satzes des Thales muss fiir den Abstand der Betrag des Vektors
(0, 1)' + (cos 2B, sin 2B)'
berechnet werden (sieche Abbildung 5.4.4 und 5.4.5).

(0]+[°Oszﬂju = Jsin? 2 +cos> 28+ 2sin2B +1 =2+ 2sin 23 .

Also d(f)= 1 sin2f3

Damit diese Funktion rechtsgekriimmt ist, muf} die zweite Ableitung negativ sein:

d'(f) = cos(2/3)

A2+ 2sin(25)

sinp) - 2% CP
d"(f) = 2+2sin(2f)

A2 +2sin(25)

Q
O > >
AV N0 P N RS S AN &P P
SRR NN PN AP N °
P
Abb. 5.4.4) Abstandsmessung zwischen p; und g. Abb. 5.4.5) Betrag des Vektors (0, 1)' + (cos 2B, sin 2B)".

Es bleibt zu zeigen: 2 (9
_CosCH) o

=sin(2f) - —— 2sin(23)

cos’(2 . .
_W(n(g)ﬂ) <sin(28) < | sin(2p) # -1
—cos’(2f3) < 2sin*>(28) + 2sin(28) &
0 <sin*(2B)+cos’(23) +sin*(24) + 2sin(23) <
0<1+sin*(28)+2sin(28) = (sin(2B) +1)*
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Somit ist fiir sin(2B) # -1 die obige Funktion rechtsgekriimmt. Daher konnen in fi nur an den
nicht differenzierbaren Stellen Minima auftreten. Analoges gilt fiir fg.

Zur

Berechnung des Umfangs solch eines Rechtecks werden nun die Funktionen addiert:

Ju=/fut/e.

Auch hier ist die zweite Ableitung negativ. Somit erreicht fi; nur dann lokale Minima, wenn gilt:

31 <i<4|knoC|=oo

(Mindestens eine Kante des konvexen Polygons liegt auf dem Rand des Rechtecks).

Eine analoge Argumentation gilt fiir die Berechnung der Flache. g.e.d. (Lemmas.4.1)

180 -

160 -

140 -

120 =~ ——— -
\\—// \\—//

100 -

80

60 -

40

-~ N——  N\——

Abb. 5.4.6) Malle eines rotierten Rechtecks

Abbildung 5.4.6 zeigt die Funktionen:

e Hohe: fa (orange)

e Breite: /B (griin)

e Umfang: fu=fs+fu (rot)

e Fliche: fa=1fs"fu (schwarz) // um den Faktor 0,02 skaliert
e Diagonale: fp=Sqrt(fa> + fiiY)  (blau)
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6 Das Java-Applet

Das Applet fiir die Suche nach kleinsten farbumspannenden Rechtecken beliebiger oder fester

Orientierung wurde mit NetBeans IDE 3.6 geschrieben und mit Java 2 SDK, Standard Edition, v.

1.4.2 kompiliert. Die entsprechenden Setups findet man als Bundle unter
http://java.sun.com/j2se/1.4.2/download-netbeans.html.

Das Applet, die dazugehdrigen Quellcodes und diese Ausarbeitung als PDF-File findet man unter
http://www.rechtecke.de.vu/.

Da der Quellcode des Applets ca. 3100 Zeilen lang ist, werden in den folgenden beiden
Abschnitten nur die Klassen-Struktur, die Aufgabe der einzelnen Klassen und die wichtigsten
Methoden erldutert.

6.1 Die Klassen

public class frmMain extends .. JFrame

Beinhaltet auler den Methoden fiir die Verwaltung von MaxElem alles Relevante fiir die

Berechnung, Ausgabe und Visualisierung der gesuchten Rechtecke.

Innerhalb von frmMa in werden auch noch folgende Klassen definiert:

class MyZoomFrame extends .. JFrame ..
Ermoglicht eine detailliertere Ansicht der Punktmenge. Sehr niitzlich bei vielen
Punkten (n > 10 000) oder beliebiger Orientierung und dementsprechend kleinen
gefundenen Rechtecken. Innerhalb von My ZoomFrame wird noch folgende

Klasse verwendet:
class MyZoomPanel extends javax.swing.Jpanel

Zeichnet den aktuellen Zoomausschnitt.
class MyPanel extends .. JPanel

Regelt die Ausgabe der Punkte und Visualisierung der Berechnung.
class MyMaxElemPanel extends .. JPanel

Regelt die Ausgabe der maximalen Elemente wihrend der Visualisierung.
class MyColor extends java.awt.Color
Hat noch die zusétzlichen Eigenschaften Name und OriginalIndex. Wird fiir

die Farbverwaltung des Punkteditors verwendet.
class trdSearchCls extends Thread

Die beiden Thread-Klassen werden fiir die Visualisierung benétigt und
ermoglichen es, ein zeitnahes Neuzeichnen der Ausgabepanels My Panel und
MyMaxElemPanel zu erzwingen, ohne die Berechnungen zwischendurch
komplett abzubrechen. Die — ebenfalls fiir eine zwischenzeitliche Ausgabe erstellte
und bei Sun erhiltliche — Klasse SwingWorker bendtigt zwar keinen
zwischenzeitlichen Abbruch der Berechnung, ldsst aber auch keine zeitlich genaue

Steuerung der Ausgabe zu.
class trdPaintCls extends Thread

Dieser Thread wartet, bis t rdSearchC1s pausiert, um dann die Ausgabepanels
neu zu zeichnen. Danach meldet dieser Thread dem pausierenden Thread
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trdSearchCl1s, dass die Neuzeichnung beendet ist. Das Zusammenspiel dieser
beiden Threads wird auch von der Methode frmMain.MyRepaint geregelt.
class MyXKoordComparator implements Comparator und
class MyDescYKoordComparator implements Comparator
Die beiden Comparator-Klassen werden fiir die Erstellung des nach
X-Koordinaten verketteten und nach Y-Koordinaten sortierten Punkt-Arrays

PTS[] bendtigt.
class MyOrientComparator implements Comparator

Wird fiir die sortierten Mengen benotigt, die die Aufgabe der AVL-Bédume & und

3 (siche Abschnitt 5.2) iibernechmen.
class MyOrient

Wird von Methoden fiir die Ubergebung von Orientierungen — also Winkel, p1
und p2 — verwendet.
(Ende frmMain)

public class MyPoint
Wird zur Speicherung der Punkte und deren Verkettung bzgl. der X-Position — durch die
Eigenschaften Next und Previous — und der Stapelung der Farbkonturpunkte — durch
die Eigenschaften NextContourPointBelowund
NextContourPointOfSameColorBelow— verwendet. Die Eigenschaft bolFound
wird fiir die Initialisierung der MaxElem-Liste verwendet.
Die Klasse wird auch als Blatt in den AVL-Baumen zur Speicherung der maximalen

Elemente verwendet.
public class MyRect
Enthilt Eigenschaften fiir GroBe und Lage von Rechtecken und erméglicht durch die
Eigenschaft O1derRect eine Stapelung dieser Rechtecke.
public class frmMyPointEditor extends .. JFrame
Ein Editor zur manuellen Eingabe der Punkte.
public class MyMaxElem
Verwaltet die Liste der maximalen Elemente. Hierfiir werden zwei balancierte Bindrbdume
erstellt, die eine optimale Suche sowohl nach X- als auch nach Y-Koordinate sicherstellen.
Innerhalb von MyMaxFE1em werden hierfiir folgende Klassen bereitgestellt:
class AVLNode
Innere Knoten der beiden AVL-Baume fiir die sortierte Speicherung der X- und
Y-Koordinaten.
class MyStack
Speichert die X- bzw. Y-Koordinaten der zu lI6schenden/dominierten maximalen
Elemente nach Einfiigung eines neuen, dominanten/maximalen Elements.
public class Start extends JApplet
Zum Einfiigen in eine HTML-Seite. Enthilt einen Button zum Starten des Applets.

Weiterhin werden die von NetBeans bereitgestellten Klassen
org.netbeans.lib.awtextra.AbsoluteLayout und
org.netbeans.lib.awtextra.AbsoluteConstraints zur absoluten Positionierung
der Steuerelemente in frmMain verwendet.

6-42



Das Java-Applet 6-43

6.2 Relevante Methoden

In frmMain:

private boolean CreateContours/()
Erstellt flir jeden unteren Randpunkt p, die entsprechenden Farbkonturen genau so, wie es
auch in Abschnitt 4.2 beschrieben worden ist.

private boolean CreateContours2 ()
Erstellt, wie im Abschnitt 5.2 beschrieben, die Farbkonturen fiir zwei untere Randpunkte.

private void InitMaxElemInLinearTime ()
Initialisiert die Liste MaxElem wie in Abschnitt 4.6 besprochen.

private void InitMaxElemInLinearTimeZ2 ()
Initialisiert die Liste MaxElem fiir zwei untere Randpunkte.

private int GetStartIndex()
Liefert den Index des ersten Punktes p; des nach Y-Koordinate absteigend sortierten
Arrays PTS, iiber dem alle k-1 Farben {c | ¢ # pi.col} vorkommen und somit p; der erste
untere Randpunkt eines nicht verkleinerbaren Rechtecks sein kann.

private void FindSmallestColorSpanningRectangle()
Sucht die achsenparallelen Rechtecke, wie in Abschnitt 4.4 und 4.7 angegeben.

private void Rotate(double Alpha, MyPoint[] A)
Rotiert alle Punkte des Arrays A um den Winkel Alpha gegen den Uhrzeigersinn.

private MyOrient GetXOrient (MyPoint pl, MyPoint p2)
Berechnet die X-Orientierung zwischen den Punkten p1 und p2.

private MyOrient GetYOrient (MyPoint pl, MyPoint p2)
Berechnet die Y-Orientierung zwischen den Punkten p1 und p2.

private void FindSmallestColorSpanningFreeOrientedRectangle ()
Sucht, wie in Abschnitt 5.2 vorgestellt, die Rechtecke beliebiger Orientierung.

public void SaveOrigPoints ()
Wird bendtigt, um die Original-Koordinaten der Punktmenge zu sichern, da nach der
Berechnung der kleinsten Rechtecke beliebiger Orientierung jeder Punkt ca. n” mal rotiert
wurde und sich somit erhebliche Rundungsfehler eingeschlichen haben. Eine erneute
Suche mit der scheinbar gleichen Punktmenge kann dann zu unterschiedlichen
Ergebnissen fiihren.

public void RestoreOrigPoints|()
Wird nach der Berechnung der kleinsten Rechtecke beliebiger Orientierung aufgerufen.
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public void NewPointSet()
Erstellt eine neue Punktmenge und sorgt gleichzeitig fiir die in Abschnitt 2.1 angegebenen
Voraussetzungen.

In MyMaxE1em:

private boolean Dominates (MyPoint Dominator, MyPoint Dominated)
Liefert t rue, wenn der Punkt Dominator den Punkt Dominated bzgl. dem
Ankerpunkt (0, 1) dominiert.

. void NoticeDominatedElementsForDeletionInStack (MyPoint Lf)
Merkt sich fiir eine spitere Loschung alle Elemente in einem Stapel, die von einem neu
eingefligten Element L £ dominiert werden.

public boolean Insert(double x, double y, int col)
Fligt das Element mit den Koordinaten (x, y) und der Farbe co1 in die nach X- bzw.
Y-Koordinate verketteten Listen ein, und 16scht neu dominierte Punkte.

private MyPoint GetNextElem(AVLNode CurNd, double SpVal)
Liefert den ersten Punkt, der rechts von ExclL oder oberhalb von InciR liegt.

private boolean IsValidPair (MyPoint Left, MyPoint Right)
Uberpriift, ob der Punkt Le £t in dem vertikalen Bereich zwischen ExclL und InclL liegt,
und ob der Punkt Right in dem horizontalen Bereich zwischen Inc/R und Exc/R liegt.

public boolean Recalc(boolean bolConsoleOutput)
Sucht neue nicht verkleinerbare Rechtecke und liefert t rue, falls solch eins gefunden
wurde.

public void InitWithSortedArray (MyPoint[] W, int EndIndex)
Erstellt die balancierten Bindrbaume aus den nach X- und Y-Koordinate sortierten Punkten
des Arrays W, wie in Abschnitt 4.6 und 5.2 beschrieben.

public MyPoint getFirstLeaf ()
Liefert fiir die Visualisierung der Elemente das erste Element der verketteten Liste aller
Elemente.
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6.3 Bedienhinweise

In diesem Abschnitt wird die Bedienung und insbesondere die Funktion der Steuerelemente des
Applets beschrieben. Abbildung 6.3.1 zeigt die Anwendung wihrend einer visualisierten
Berechnung von Rechtecken beliebiger Orientierung mit 300 Punkten und 10 Farben. Man sieht
hier rechts die Punktmenge, die z.Zt. untere und obere Grenze, die beiden bisher kleinsten
gefundenen Rechtecke (rot = kleinster Umfang, schwarz = kleinste Fldche), die Farbkonturen und
das z.Zt. betrachtete nicht verkleinerbare Rechteck (griin ausgefiillt). Unten links werden die in
MaxElem enthaltenen Elemente und die giiltigen schraffierten Bereiche zwischen Exc/L und
InclL, sowie zwischen Inc/R und ExcIR angezeigt.

4 Smallest color-spanning rectangles (n=300, k=10}) - |EI|5|
Points Search Help

Humber of points 00| - |+
Mumber of zolors 10 - | +
Fuointsize 7 -
- - Beset | | Appl}[l
E Vizualize
Waittime (ms) so0f - |+
E Singla step Mext step
Faintine esoh (9 |
D Highlight smalleszt area ractangle -

D Highlight smallaszt perimetar rectangle
D Show Rectanglehistons
D Show zoomframe ID Console-output

Abb. 6.3.1) Das Applet bei der Berechung der kleinsten Rechtecke beliebiger Orientierung fiir 300 Punkte und 10 Farben.

Oben links konnen neben der Anzahl der Farben und der Anzahl der Punkte noch weitere
Optionen angeben werden, die jetzt ndher erldutert werden.
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Die Steuerelemente:

e | | 1DDD|m|T|

Anzahl der Punkte. Mit den Buttons ,,+ und ,,-* kann die Zahl — wie auch bei den anderen
drei Zahleingabefeldern — in logarithmischer Gréf3enordnung verdndert werden. Die
maximale Punktanzahl wird auf 100 000 beschrinkt.

Number of calars | | 1D|m|T|

Anzahl der Farben. Diese kann nicht groer werden, als die Anzahl der Punkte und nicht
kleiner als 2.

Faintsize | | ) b |
Die Punkte konnen einen Durchmesser von einem bis neun Pixel haben. Bei mehr als 10 000
Punkten wird die Punktgrof3e automatisch auf eins gesetzt.

Die oberen drei angegebenen Werte werden erst durch Betdtigung von ,,Apply* libernommen.
Wihrend einer Berechnung kdnnen diese Werte nicht verdndert werden. ,,Reset™ setzt die
noch nicht iibernommenen Werte wieder zuriick.
D Wisualize |
Schaltet die Visualisierung ein. Wahrend solch einer Visualisierung hat man noch folgende
Arten der Visualisierung zur Auswahl:
Wiaittime (ms) | soo - [+ |
Zwischen jedem Schritt wird eine entsprechende Anzahl an Millisekunden gewartet, bis
automatisch weitergerechnet wird.

D Single step I Mext step |

Man kann sich auch jeden Schritt so lange anzeigen lassen, bis man den Button
»Next step* betétigt.
Paint line each (msl | | 4U||_||T|
Wenn man sich die Berechnung nicht visualisieren ldsst, dann kann man hier in
Millisekunden bestimmen, wie oft das Ausgabepanel neu gezeichnet wird.
D Highlight smallest area rectangle I
Markiert das Rechteck mit der kleinsten Fldche durch zwei dieses Rechteck kreuzende
Balken. Diese und auch die folgende Option ist hilfreich, wenn man sehr viele Punkte und
wenig Farben hat, weil dann die gefundenen Rechtecke u.U. so klein sind, dass sie auf den
ersten Blick nicht zu sehen sind.
D Highlight smallest perimeter rectangle I

Markiert das Rechteck mit dem kleinsten Umfang.
D Show Rectanglehistony I

Zeigt alle temporir kleinsten Rechtecke an.

D Cansole-output |
Gibt detailliertere Informationen der Berechnung iiber die Konsole aus. Diese Ausgabe ist
aber sehr zeitintensiv und sollte daher nicht permanent eingeschaltet sein. Niitzlich ist aber
eine Kombination von dieser Option mit der Einzellschrittvisualisierung.

D Show zoomframe |

Wem die MHighlight — Optionen nicht reichen, kann sich ein Zoomfenster anzeigen lassen. Die
Bedienung wird vom dem Zoomfenster durch eine entsprechende Textausgabe selbst erklért.
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Das Menii:

Points|

INew pointset N
Erstellt eine neue Punktmenge, farbt die Punkte ein und sortiert und verkettet diese, wie in

Abschnitt 2.1 angegeben. iaix
[Edit new pointset E|

Startet den Punkteditor zur manuellen Eingabe T L

der Punkte. Falls die aktuelle Punktmenge ", = ", e -

automatisch generiert wurde, kann man diese . P . - DDSD i

nicht mit dem Editor bearbeiten, sondern nur "er Caan R s D“u

eine neue Punktmenge eingeben. Wenn aber B, 8 _._'E LI ofs &g

die aktuelle Punktmenge bereits manuell P e e b Bosbe

eingegeben wurde, dann kann diese auch [ T [ W I [
Clear, Cancel OK

wieder durch den Editor verdndert werden und
der Menii-Text dndert sich zu
[Edit current pointset E|.

Abb. 6.3.2) Der Punkteditor.

Search
iSmallest rectangle of fixed orientation

Startet die Suche nach dem kleinsten achsenparallelen Rechteck.

Smallest free-oriented rectangle 9
Startet die Suche nach dem kleinsten Rechteck beliebiger Orientierung.
Stop searching X
Beendet die Suche vorzeitig.
Help

Kurze Info iiber das Applet.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit beschéftigt sich zum Einen mit der Suche nach kleinsten achsenparallelen
farbumspannenden Rechtecken. Aus einer fritheren Arbeit [1] ist bekannt, das es bei » Punkten
und & Farben insgesamt nicht mehr als O((n-k)*) Kandidaten fiir die gesuchten Rechtecke gibt.
Ein optimaler Algorithmus benétigt demnach auch mindestens @((n-k)?) viel Zeit. Die Frage ist
nun, wie effizient man diese Kandidaten auflisten kann.

In der oben erwédhnten Arbeit wurde auch der — hier der Vollstdndigkeit halber nochmals
vorgestellte — Algorithmus beschrieben, der O((n-k) n log” k) Zeit benétigt und somit zeitlich
hochstens um einen Faktor

_nlog’k
alt n—k

von einer optimalen Losung abweicht. Der Faktor log*k entstand hierbei durch die
Notwendigkeit, simtliche £ Elemente zu verwalten. Insbesondere mussten solche Elemente
verwaltet werden, die nicht maximal sind, aber — wegen der Festlegungsreihenfolge des oberen
Grenzpunktes p, von unten nach oben — trotzdem maximal werden kdnnen, obwohl sie selber
nicht verschoben wurden.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass dieser Algorithmus noch nicht optimal war. Hierfiir wird ein
neuer Algorithmus angegeben, der die Festlegungsreihenfolge des oberen Grenzpunktes umkehrt.
Weiterhin werden vor der Betrachtung samtlicher oberer Grenzpunkte p, flir einen festen unteren
Grenzpunkt p, noch Farbkonturen erstellt, und mit deren Hilfe die ersten O(k) Elemente in O(n) —
also linearer Zeit — in die Liste MaxElem eingefiigt.

Hierdurch erhélt man — in Abhdngigkeit von n und k — entweder die Kosten O((n—k)zlog k) und
somit einen maximalen Faktor von

cneu71 = logk H

bzw. die Kosten O((n-k)n) und den Faktor

Zum anderen beschiftigt sich diese Arbeit mit der Suche nach kleinsten farbumspannenden
Rechtecken beliebiger Orientierung. Hierfiir wurde ein leicht gednderter Teil des obigen
Algorithmus verwendet. Ausschlaggebend ist aber auch hier, dass wieder Farbkonturen erstellt
werden. Die somit erzielten Kosten liegen in

O((n* = k> \n + (n—k)logk))
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und somit fiir den eher ublichen Fall mit n > 2k in

Ol(n* = k*)(n—k)logk).

7.2 Ausblick

Wie in Abschnitt 3.3 bereits angesprochen, liegt die Anzahl nicht verkleinerbarer
farbumspannender und achsenparalleler Rechtecke in ©((n-k)?). Es bleibt also die Frage, ob der
in Kapitel 4 beschriebene Algorithmus optimal ist, oder ob der Faktor log k& auch noch getilgt
werden kann.

Auch der in Kapitel 5 beschriebene Algorithmus fiir nicht verkleinerbare farbumspannende
Rechtecke beliebiger Orientierung lésst noch Fragen offen.

Zum einen ist noch nicht klar, wie viele nicht verkleinerbare Rechtecke beliebiger Orientierung
es fiir gegebenes n und & mindestens gibt. Existieren also tatsidchlich O((n*-k*)(n-k)) viele, oder ist
die Anzahl in Abhéngigkeit von n eher quadratisch und nicht kubisch? Hierzu wiirde es geniigen,
ein Beispiel zu finden, das Q((n*-k*)(n-k)) viele erweiterte Rechtecke eines der in Abschnitt 5.3
vorgestellten Typen beinhaltet.

Zum anderen wiirde sich bei ©((n>-k*)(n-k)) vielen Rechtecken auch hier die Frage stellen, ob der
zusitzliche Faktor log k£ immer notwendig und demnach der Algorithmus optimal ist.
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Symbolverzeichnis
[a, b] Geschlossenes Intervall 2-6
la, b] Offenes Intervall 2-3
(x,») Koordinaten eines Punktes/Elements 2-4
aij Anzahl der nicht verkleinerbaren Rechtecke mit dem unteren Randpunkt  3-12
pu = pi und dem oberen Randpunkt p, = p;
Ol [i+1] Y-Orientierung zwischen den Punkten py;; und pyi+1y des Arrays pyi o 5-28
Oli Y-Orientierung zwischen den Punkten p; und p; 5-27
B Eine Orientierung, die nicht durch zwei Punkte p; und p; gebildet wird 5-37
c Eine Farbe 2-5
C Konvexe Hiille einer Punktmenge 5-38
CCP Siehe CurContourPoints[1, 2][1, k] 4-17
G Eine der k Farbenmit1 <i <k 2-3
col.index Eindeutige Nummer der Farbe co/ 4-17
CurContourPoints[1, 2][1, k]: Enthilt die obersten Farbkonturpunkte aller Farben auf 4-17
der linken und rechten Seite von p,
CurUpperBound Das Gleiche wie p, 4-17
e(c) Element der Farbe ¢ und den Koordinaten e(c).x = L(c, py, po) und 2-6
e(c).y =R(c, pu, po))
E Die Menge aller Elemente e(c;) 2-6
e.Next Das néchste von e aus rechts und oberhalb liegende maximale Element 3-9
e.Previous Das néchste von e aus links und unterhalb liegende maximale Element 3-9
eq(ci) Ein nicht maximales Element der Farbe ¢; 4-20
en(c;) Ein maximales Element der Farbe c; 4-20
el Element der Farbe py.col, dass in E einen linken unteren Randpunkt 2-8
reprasentiert (py = pr)
eL(cL) Ein Element der Farbe ¢, dass einen linken Randpunkt eines nicht 3-9
verkleinerbaren Rechtecks repriasentiert
e Element der Farbe py.col, dass in E einen rechten unteren Randpunkt 2-8
reprasentiert (py = pr)
er(cr) Ein Element der Farbe cg, dass einen rechten Randpunkt eines nicht 3-9
verkleinerbaren Rechtecks reprasentiert
ExcIL Maximum von L(p,.col, pu, po) und L(py.col, py, po) 2-5
ExcIR Minimum von R(p,.col, py, po) und R(py.col, py, po) 2-5
f Eine Farbe 2-7
farbname Ein Punkt oder Element der Farbe ,,farbname* 2-6
/B Verlauf der Breite eines rotierenden Rechtecks 5-38
S Verlauf der Hohe eines rotierenden Rechtecks 5-38
Sici Linker Farbkonturpunkt bei fester Orientierung 5-36
fr Bijektive Abbildung zwischen erweriterten und nicht verkleinerbaren 3-13
Rechtecken.
frei Rechter Farbkonturpunkt bei fester Orientierung 5-36
fu Verlauf des Umfangs eines rotierenden Rechtecks 5-40
gi Waagerechte und durch py;; verlaufende Gerade 5-33
h; Hohe eines Rechtecks 5-38
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H; Geschlossene Halbebene, mit waagerechter Begrenzungsgerade g;, die 5-33
durch py; verléutft.
InclL Minimum von py.x und p,.x 2-5
InclR Maximum von p,.x und po.x 2-5
k Anzahl der Farben 1-2
k; Eine der vier Kanten eines Rechtecks 5-38
Ki; Bipartiter Graph miti+j=n 2-3
L(c, pu, po) Maximale X-Koordinate aller Punkte, die rechts und oberhalb von p, und  2-5
unterhalb von p, liegen und die Farbe ¢ haben.
li; Potenzieller linker Randpunkt eines erweiterten Rechtecks 3-13
L(p1, p2) Liniensegment zwischen den Punkten p; und p» 5-38
MaxElem Struktur bzw. Liste zur Verwaltung aller maximalen Elemente 2-3
n Anzahl der Punkte 1-2
null Leerer Zeiger 4-17
Dlin] Nach X-Koordinate verkettetes und nach Y-Koordinate sortiertes Array 2-3
von n Punkten
Plindex] Index’ter Punkt im Punkt-Array pyi n). Es gilt: pipindex; = P 2-3
Plilm Punkt, der mit py;; eine nicht zu liberpriifende Orientierung bildet 5-33
P Die Menge aller n Punkte 2-3
p.col Farbe des Punktes p 2-3
p.index Index des Punktes p im Punkt-Array pyj o 2-3
p-Next Der néchste von p aus rechts liegende Punkt 4-23
p-NextContourPointBelow: Zeigt auf den nachsten Farbkonturpunkt unterhalb von p 4-17
p-NextContourPointOfSameColorBelow: Zeigt auf den niachsten Farbkonturpunkt, der 4-17
unterhalb von p und bzgl. p, auf der gleichen Seite wie p liegt und die
gleiche Farbe wie p hat
p-Previous Der nichste von p aus links liegende Punkt 4-23
p-x X-Koordinate des Punktes p 2-3
p.y Y-Koordinate des Punktes p 2-3
PA Ankerpunkt bzgl. einer Dominanz 2-4
Pd Dominierter Punkt 2-4
Po Dominierender Punkt 2-4
)2 Linker Randpunkt eines nicht verkleinerbaren Rechtecks 2-3
Py Alle Punkte, die links oberhalb von p, liegen 4-17
Pi(c) Alle Punkte, die links oberhalb von p, liegen und die Farbe ¢ haben 4-17
Pm Farbkonturpunkt, der zwischen p,; und p,; liegt 5-29
Do Potenzieller oberer Randpunkt eines nicht verkleinerbaren Rechtecks 2-3
Pr Rechter Randpunkt eines nicht verkleinerbaren Rechtecks 2-3
DPu Potenzieller unterer Randpunkt eines nicht verkleinerbaren Rechtecks 2-3
Pul Potenzieller linker unterer Randpunkt eines nicht verkleinerbaren 5-27
Rechtecks beliebiger Orientierung
Pu2 Potenzieller rechter unterer Randpunkt eines nicht verkleinerbaren 5-27
Rechtecks beliebiger Orientierung
O[1, k] Ein nach Farbindex sortiertes Punkt-Array mit der jeweils zusitzlichen 4-23
Punkt-Eigenschaft .bolfound
qi Oberer Randpunkt eines erweiterten Rechtecks 3-13
{qi} Rechte Farbkontur der Farbe p,.col 3-13
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R(c, pu, po) Minimale X-Koordinate aller Punkte, die links und oberhalb von p, und 2-5
unterhalb von p, liegen und die Farbe ¢ haben.
Rect(x1, y1,x2,y2) Achsenparalleles Rechteck mit den entsprechenden Koordinaten 2-3
Rex(x1, y1,x2,y2) Erweitertes Rechteck 3-12
Tij Potenzieller rechter Randpunkt eines erweiterten Rechtecks 3-13
Rj; Erweitertes Rechteck Rex(/;j.x, gi.y, rij.X, pu.y) 3-13
Sil Waagerechter von py;; ausgehender und nach links laufender Strahl 5-33
Sir Waagerechter von py;) ausgehender und nach rechts laufender Strahl 5-33
Su Eine durch den unteren Randpunkt p, gezeichnete senkrechte Gerade 2-5
WL, k+1] Ein nach X- und Y- Koordinate aufsteigend sortiertes Punkt-Array mit 4-23
k+1 Punkten
X AVL-Baum zur Verwaltung aller n-1 relevanten X-Orientierungen 5-28
&ij X-Orientierung zwischen den Punkten p; und p; 5-27
3 AVL-Baum zur Verwaltung aller n-1 relevanten Y-Orientierungen 5-28
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