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Kapitel 1

Einleitung

Die Dilation kann als eine Art Mafizahl fiir den Umweg zwischen zwei Punkten in einem
Graphen interpretiert werden, die sich aus der Relation des kiirzesten aller moglichen
Verbindungswege zum geradlinigen euklidischen Abstand ergibt. Sie triagt zur Losung
zahlreicher geometrischer Probleme bei, und ihre Kenntnis kann in vielen praktischen
Anwendungen hilfreich sein, wie z.B. in der Bewegungsplanung fiir Roboter sowie in
etlichen Problemstellungen, wenn es um die Modellierung von Transportwegen in einem
Netzwerk geht.

Man unterscheidet die graphtheoretische Dilation, bei der nur die Knotenpunkte eines
Graphen mafigeblich sind, und die geometrische Dilation, bei der auch alle Kanten-
punkte mit beriicksichtigt werden miissen. In der vorliegenden Diplomarbeit wird nur die
graphtheoretische Dilation behandelt, weshalb im folgenden lediglich der Begriff Dilation
ohne Zusatz verwendet wird.

Fiir beide Arten der Dilation sind noch viele Fragen ungeklirt, allerdings existieren fiir
spezielle Klassen von Graphen schon brauchbare Ergebnisse. Eine Graphklasse, die viele
praktische Anwendungen hat und daher zur Suche nach einer moglichst kleinen oberen
Schranke fiir den Wert der Dilation motiviert, besteht aus den Delaunay-Triangulationen.
Diese enthalten - wie alle planaren Graphen - jeweils nur eine lineare Anzahl an Kanten,
was sie nicht zuletzt insbesondere fiir den Entwurf effizienter Algorithmen interessant
macht. AuBerdem hat die Delaunay-Triangulation unter allen Triangulationen die grofite
aufsteigend sortierte Folge der Innenwinkel aller Dreiecke [Kl1e97]. Der kleinste Winkel
im Dreiecksnetz wird also maximiert.

Die Dilation von Delaunay-Triangulationen und verwandten Graphklassen ist Gegen-
stand dieser Diplomarbeit. Den Schwerpunkt bilden dabei die Delaunay-Triangulationen
basierend auf verschiedenen Metriken. Allen vorkommenden Graphklassen gemein ist die
Eigenschaft, dass zwei Knotenpunkte genau dann miteinander verbunden werden, wenn
sie sich in gewisser Weise in der Néhe zueinander befinden. Den Begriff der Ndhe definiert
jede Graphklasse natiirlich mehr oder weniger unterschiedlich.

In Kapitel 2 werden zunéchst die wichtigsten Definitionen und Begriffe vorgestellt, die
fiir das weitere Versténdnis notwendig sind.
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Wie wir in Kapitel 3 genauer sehen werden, sind obere Schranken fiir die Dilation von
Delaunay-Triangulationen abhéngig von der Metrik, mit der sie konstruiert werden. In
der euklidischen Metrik ist 27 /(3 cos (7/6)) ~ 2.42 die kleinste bekannte obere Schranke.
Der Beweis dieser Schranke stammt von J. Mark Keil und Carl A. Gutwin aus dem Jahr
1992 [KG92].

Inwieweit sich die Ergebnisse aus Kapitel 3 auf verwandte Graphklassen verallgemeinern
lassen wird ansatzweise in Kapitel 4 untersucht.

Einen Ausblick der behandelten Thematik gibt Kapitel 5, in dem auch interessante offene
Fragen und Probleme angesprochen werden.



Kapitel 2

Definitionen und Begriffe

Dieses Kapitel enthélt eine kurze Einfiihrung der wichtigsten Grundbegriffe, die fiir das
Verstiandnis dieser Diplomarbeit elementar sind und die in den folgenden Kapiteln hiufig
verwendet und dabei als bekannt vorausgesetzt werden.

2.1 Graphentheorie

Graphen sind sehr universelle Strukturen, mit denen sich viele Probleme und Methoden
in der Informatik beschreiben lassen.

Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E), bestehend aus einer endlichen Menge
V' # 0 und einer Menge E mit £ C {{p,q}|p,q € V}. Die Elemente v der Menge V
werden Knoten oder Punkte genannt, und die Elemente e = {p, ¢}, oder kurz e = pgq,
der Menge F sind die Kanten des Graphen. Die Kante e verbindet die Knoten p und ¢
und wird durch eine ungerichtete - nicht notwendigerweise gerade - Verbindungslinie
veranschaulicht.

Zwei Knoten, die in einem Graphen durch eine Kante verbunden sind, heiflen adjazent.
AuBerdem sagt man, dass p und ¢ mit der Kante e inzident sind. Der Grad eines Knotens
ist die Anzahl der mit diesem Knoten inzidenten Kanten.

Ist die Knotenmenge V' unendlich, dann spricht man von einem unendlichen Graphen.
Im Rahmen dieser Diplomarbeit werden ausschliellich endliche Graphen behandelt, bei
denen die Kanten immer geradlinig verlaufen.

Bei einem gerichteten Graphen G = (V,E) erhalten die Kanten eine Orientierung.
Eine gerichtete Kante (p, ¢) wird durch einen gerichteten Pfeil veranschaulicht, der vom
Startknoten p zum Endknoten ¢ fiihrt. Dabei ist E eine zweistellige Relation £ C V x V
iiber der Knotenmenge V.

Ein vollstindiger (ungerichteter) Graph mit n Knoten hat als Kanten alle zweielemen-
tigen Teilmengen der n-elementigen Knotenmenge V. Je zwei verschiedene Knoten sind
also jeweils durch eine Kante verbunden.
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Eine weitere wichtige Graphklasse sind die planaren Graphen. Man nennt einen Graphen
planar, wenn in der Ebene eine Darstellung der Knoten und Kanten existiert, bei der
sich keine zwei Kanten kreuzen. Planare Graphen haben die interessante Figenschaft,
dass sie nur eine lineare Anzahl an Kanten enthalten [Jun94], was sie insbesondere fiir
den Einsatz in effizienten Algorithmen attraktiv macht.

Ein Weg von p nach q ist eine Folge jeweils benachbarter Knoten. Als Pfade werden
Wege in einem Graphen bezeichnet, bei denen keine Kante zweimal durchlaufen wird.

Bisher war nur von ungewichteten Graphen die Rede, aber natiirlich kann man den Kan-
ten eines Graphen mittels einer Kantengewichtsfunktion auch Werte zuordnen, die dann
z.B. als Lénge, Zeitdauer, Kapazitdt oder Wahrscheinlichkeit der Kanten interpretiert
werden kénnen. Dadurch entstehen gewichiete Graphen, bei denen die Linge eines Weges
oder Pfades als die Summe der Kantengewichte definiert ist. Bei kiirzesten Wegen oder
Pfaden muss dementsprechend die Summe der Kantengewichte minimal sein.

2.2 Voronoi-Diagramme

Sei S eine endliche Punkmenge in der Ebene. Das Voronoi-Diagramm V D(S) der
Punktmenge S zerlegt die Ebene in verschiedene offene und konvexe Voronoi-Regionen
VR(p,S), wobei jede Voronoi-Region einem Punkt aus S zugeordnet ist, so dass fiir
einen Punkt p € S alle Punkte in seiner Region ndher an p liegen als an allen anderen
Punkten aus S. Diejenigen Punkte, die nicht eindeutig einer Voronoi-Region zugeordnet
werden konnen, sondern zu zwei oder mehr Punkten aus S den gleichen Abstand haben,
bilden das Voronoi-Diagramm von S.

Das Voronoi-Diagramm von S besteht aus Stiicken von Bisektoren, deren Bildung jeweils
von zwei Punkten abhingt. Der Bisektor B(p,q) zweier Punkte p und ¢ besteht dabei
aus genau den Punkten, die zu p und ¢ denselben Abstand haben.

Abbildung 2.1: Das Voronoi-Diagramm einer 8-elementigen Punktmenge S
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Betrachten wir zwei angrenzende Voronoi-Regionen, die zu den Punkten p und ¢ aus S
gehoren, dann sind die Punkte zwischen den beiden Voronoi-Regionen ein Stiick des
Bisektors von p und ¢ und werden Voronoi-Kante genannt. Die Endpunkte der Voronoi-
Kanten haben mehr als zwei néchste Nachbarn und heiflen Voronoi-Knoten.

Mit Hilfe des Voronoi-Diagramms lassen sich eine ganze Reihe von Distanzproblemen
effizient 16sen. So lédsst sich z.B. der minimale Spannbaum einer n-elementigen Punkt-
menge in Zeit O(nlogn) aus einem Voronoi-Diagramm ableiten. Das Voronoi-Diagramm
selbst ldsst sich in optimaler Zeit O(nlogn) und Speicherplatz O(n) berechnen [Kle97].

2.3 Delaunay-Triangulationen

Eine gewthnliche Triangulation einer Punktmenge S entsteht, wenn die Punkte aus S
durch eine maximale Menge von Liniensegmenten miteinander verbunden werden, die
sich nur in ihren Endpunkten beriihren diirfen. In der Terminologie der Graphentheorie
ergibt sich also ein zusammenhéngender planarer Graph, der die Kanten der konvexen
Hiille enthélt und aus lauter Dreiecken besteht.

Da die konvexe Hiille im weiteren Verlauf noch mehrfach erwdhnt wird, sei sie hier kurz
definiert. Eine Menge von Punkten in der Ebene heisst konver, wenn sie zu je zwei
Punkten p und ¢ auch das Liniensegment pg enthélt. Die konvexe Hiille einer Menge M
von Punkten in der Ebene ist dann die kleinste konvexe Menge, die M enthélt.

Die Delaunay-Triangulation DT(S) von S ist eine spezielle Triangulation mit der Ei-
genschaft, dass drei Punkte aus S genau dann ein Dreieck der Delaunay-Triangulation
definieren, wenn der eindeutig bestimmte Kreis duch diese drei Punkte keinen Punkt aus
S im Innern enthélt. Daraus resultiert eine weitere wichtige Eigenschaft, ndmlich dass
fiir jede Kante einer Delaunay-Triangulation ein leerer Kreis durch die Endpunkte der
Kante existiert.

DT(S)

Abbildung 2.2: Die Delaunay-Triangulationen obiger Punktmenge S mit V D(.5)
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Delaunay-Triangulationen lassen sich in linearer Zeit aus den entsprechenden Voronoi-
Diagrammen ableiten, da sie zueinander dual sind (Abbildung 2.2). Dazu sind einfach alle
Punkte miteinander zu verbinden, deren Voronoi-Regionen an eine gemeinsame Voronoi-
Kante grenzen. Eine direkte Berechnung erfordert ebenfalls nur Zeit O(nlogn) [Kle97].

Damit eine Delaunay-Triangulation ausschlieflich lauter dreieckige Flachen enthélt, diir-
fen nie mehr als drei Punkte aus S auf dem Rand eines leeren Kreises liegen. Wenn mehr
als drei Punkte auf einem gemeinsamen Kreisrand liegen, dann entsteht durch diese
Punkte eine konvexe Flidche in DT'(S) mit genau soviel Kanten, wie Punkte auf dem
Kreisrand. Aus der Delaunay-Triangulation wird in diesem Fall eine Delaunay-Zerlequng
von S.

In der vorliegenden Diplomarbeit wird mit einer Delaunay-Triangulation auch immer
tatséchlich eine Triangulation gemeint sein. Die gezeigten Ergebnisse gelten indes sowohl
fiir Delaunay-Triangulationen als auch fiir Delaunay-Zerlegungen.

2.4 Dilation

Sei G ein planarer und zusammenhéngender Graph und seien p und ¢ zwei beliebige
Knoten- oder Kantenpunkte von G. Mit dg(p, ¢) bezeichnen wir die Linge des kiirzesten
Pfades von p nach ¢ in G und mit d(p, q) den euklidischen Abstand. Die Dilation der
beiden Punkte p und ¢ wird durch

dG(p7 Q)
d(p, q)

definiert. Der Quotient stellt ein MaB fiir den Umweg dar, der in Kauf genommen werden
muss, wenn anstelle der geradlinigen Bewegung von p nach ¢ nur eine Traversierung
entlang der Kanten des Graphen G moglich ist.

6G(p7 Q) =

Bei der Dilation des Graphen G unterscheidet man zwischen der graphtheoretischen
Dilation und der geometrischen Dilation. Wahrend bei der graphtheoretischen Dilation
nur die Knotenpunkte verwendet werden, sind bei der geometrischen Dilation neben
allen Knotenpunkten auch alle Kantenpunkte in der Berechnung zu beriicksichtigen.

Die vorliegende Diplomarbeit wird sich nur mit der graphtheoretischen Dilation von
Graphen einer Punktmenge S befassen, fiir die wir ¢ schreiben. Sie ist das Maximum
der Menge aller Quotienten, die auf obige Weise aus den Knotenpunkten von G gebildet
werden konnen. Die genaue Definition von d¢ lautet also

d
dc = max M
paes d(p,q)
Hat ein planarer Graph z.B. die graphtheoretische Dilation 2, dann sind alle kiirzesten
Pfade zwischen je zwei Knotenpunkten in diesem Graphen hoéchstens doppelt so lang
wie der geradlinige euklidische Abstand.

Da ausschliefilich die graphtheoretische Dilation behandelt wird, kann fortan ohne
Missverstandnis einfach Dilation geschrieben werden, womit dann also immer die
graphtheoretische Dilation §g gemeint ist.
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In der Literatur kommen zahlreiche Bezeichnungen fiir den Begriff Dilation vor, wie z.B.
spanning ratio, stretch faktor, detour over vertices, distortion oder auch G t-approzimates
the complete graph fiir einen Graphen G mit Dilation d¢ < t. Der Einfachheit halber
wird hier ausschliellich der Begriff Dilation verwendet.

2.5 Metriken

Im dritten Kapitel dieser Arbeit geht es um die Dilation von Delaunay-Triangulationen.
Dabei werden neben der euklidischen Metrik noch zwei weitere Metriken zur Konstruk-
tion von DT(S) zum Einsatz kommen. Aus diesem Grund folgen nun kurz ein paar
wissenswerte Bemerkungen zu dieser Thematik, wobei wir uns auf den R? beschranken.

Der Abstand zwischen zwei Punkten p = (p1,p2) und g = (q1, ¢2) kann auf verschiedene
Weisen definiert werden, z.B. gilt fiir die bekannte Klasse der Minkowski-Metriken

Li(p,q) = \/\Pl—Q1V+!p2—QQV, 1<i<oo,

und
Loo(p,q) = max(|p1 — q1, [p2 — q2]) -

Fiir ¢ = 1 ergibt sich die sogenannte Manhattan-Metrik, benannt nach dem orthogonalen
Straflengitter des gleichnamigen Stadtteils, und Lo ist gerade die euklidische Metrik.

Die Funktionen L; erfiillen die fiir eine Metrik notwendigen Bedingungen:

1. Li(p,q) > 0, Li(p,p) =0

2. Li(p,q) = Li(q,p) ~ (Symmetriebedingung)

3. Li(p,q) < Li(p,1) + Li(l,q)  (Dreiecksungleichung)
4. Li(p,q) =0<=p=¢

Eine Metrik ist also eine Funktion, die je zwei Punkten eines Raums, hier die Ebene,
einen reellen Wert zuordnet, der als Abstand der beiden Punkte voneienander aufgefasst
werden kann. Die Minkowski-Metriken gehoren zu einer Menge spezieller Metriken, die
auch symmetrische konvexe Distanzfunktionen genannt werden. Diese werden durch
Normen induziert. Der mathematische Begriff der Norm ist die Verallgemeinerung des
geometrischen Begriffs der Lénge eines Vektors. Eine Norm ist eine Funktion, die jedem
Element eines Vektorraums eine reelle, nichtnegative Zahl zuordnet und eine Reihe
weiterer Eigenschaften erfiillt.

Geometrisch liegt jeder symmetrischen konvexen Distanzfunktion ein Einheitskreis zu
Grunde, der in Bezug auf den Nullpunkt symmetrisch ist und mit dem der Abstand
zwischen zwei Punkten p und ¢ ermittelt werden kann. Dazu wird p auf den Nullpunkt
gelegt und der Einheitskreis solange expandiert, bis der Rand des Kreises ¢ schneidet.
Der Abstand entspricht dann dem Faktor, um den der Kreis skaliert werden muss.
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Ist der Einheitskreis in Bezug auf den Nullpunkt aber nicht symmetrisch, dann ist die
Symmetriebedingung nicht erfiillt, und somit liegt keine Metrik mehr vor. Man spricht
dann nur noch von konvexen Distanzfunktionen. Bei derartigen Funktionen kann der
Einheitskreis jede beliebige konvexe Form annehmen mit dem Nullpunkt irgendwo im
Innern.

Enthilt der Rand des Einheitskreises keine Liniensegmente, dann nennt man die Distanz-
funktion streng konvex. Bei diesen ist die Existenz flachiger Bisektoren ausgeschlossen,
wie sie z.B. in der Li-Metrik auftreten konnen.

Da die Bisektoren bei (symmetrischen) konvexen Distanzfunktionen im Allgemeinen
keine Geraden sind, gilt fiir die Voronoi-Regionen einer Punktmenge S, dass sie im
Allgemeinen nicht konvex sind und dass nicht jede Kante der konvexen Hiille von S
eine Delaunay-Kante sein muss. Daher handelt es sich bei einer derartigen Delaunay-
Triangulation nicht notwendigerweise mehr um eine Triangulation, die ja immer die
Kanten der konvexen Hiille enthalten muss. Wir behalten die Bezeichnung dennoch bei,
da die Abweichung zur Standard Delaunay-Triangulation minimal und fiir unsere Zwecke
unerheblich ist.



Kapitel 3

Dilation von
Delaunay-Triangulationen

Wenn es darum geht, eine Menge von Knotenpunkten so miteinander zu verbinden, dass
die jeweiligen Entfernungen moglichst kurz sind, dann gibt es die Moglichkeit einfach
alle Knotenpunkte miteinander zu verbinden. Der so entstehende vollstéindige Graph hat
den Vorteil, dass die Entfernungen zwischen den einzelnen Knotenpunkten so kurz wie
moglich sind und die Dilation den optimalen Wert 1 erreicht. Der Nachteil besteht in
der hohen Komplexitit durch die quadratische Anzahl an Kanten. Sollen z.B. Bahnhofe
durch ein Schienennetz miteinander verbunden werden, so ist diese Losung aus Kosten-
griinden nicht realisierbar.

Man wird sich also mit weniger optimalen Losungen zufrieden geben miissen und nach
Graphklassen Ausschau halten, die einen vollstdndigen Graphen beziiglich der Dilation
moglichst gut approximieren. Die Graphen von Delaunay-Triangulationen sind planar
und enthalten deshalb nur eine lineare Anzahl an Kanten. Durch diese Eigenschaft
scheint diese Graphklasse zur Losung solcher Probleme geeigneter zu sein. Die Dilation
von Delaunay-Triangulationen hat allerdings nur in Sonderfillen den optimalen Wert 1.
In der Regel ist ein kiirzester Pfad zwischen zwei Punkten entlang den Kanten einer
Delaunay-Triangulationen ldnger als der euklidische Abstand.

In diesem Kapitel wird anhand bereits vorliegender Ergebnisse untersucht, inwieweit sich
die Dilation von Delaunay-Triangulationen durch eine Konstante nach unten und nach
oben abschitzen ldsst. Dabei wird nicht nur der euklidische Abstandsbegriff behandelt,
sondern auch auch noch zwei weitere. Hinsichtlich dieser Thematik ist insbesondere zu
kléren, inwiefern die Ergebnisse zwischen den verschiedenen Metriken variieren.

3.1 Euklidische Metrik

Zuerst wird die euklidische Metrik als Abstandsbegriff betrachtet. Hierzu gibt es bereits
eine Reihe von interessanten Ergebnissen. Nach ein paar kurzen Anmerkungen zur
unteren Schranke, des Wertes der kleinsten oberen Schranke fiir die Dilation einer
Delaunay-Triangulation, werden in diesem Abschnitt zwei konkrete obere Schranken
prasentiert und ausfiihrlich bewiesen.

13
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3.1.1 Die untere Schranke

Sei S eine Menge von n Punkten in der euklidischen Ebene. Mit GG bezeichnen wir einen
Graphen der Menge S, der im folgenden die beiden Eigenschaften hat, dass jeder Knoten
ein Punkt aus S ist und dass das Gewicht einer Kante dem euklidischen Abstand der
beiden Punkte entspricht, die durch die Kante verbunden werden. Fiir zwei Punkte p
und ¢ bezeichnen wir mit d(p, ¢) den euklidischen Abstand und mit dg(p,q) die Linge
des kiirzesten Pfades in G.

Im Kontext dazu wird mit DT'(S) die Delaunay-Triangulation der Punktmenge S be-
zeichnet und mit dpp(p,q) die Lénge des kiirzesten Pfades von p nach ¢ in DT(S).
dpr(S) ist dann die Dilation von DT'(S).

Es sind verschiedene Konstellationen denkbar, bei denen die Dilation einer Delaunay-
Triangulation den kleinsten moglichen Wert 1 hat, z.B. wenn die Punktmenge einer
Delaunay-Triangulation aus maximal drei Punkten besteht. Somit ist die untere Schranke
fiir die Dilation von Delaunay-Triangulationen trivialerweise mit 1 gegeben.

Interessanter ist die Frage, wo die grofite bekannte untere Schranke fiir den Wert
Apr = supépr(S)

liegt. Ein Kandidat ist /2, wie ein Beispiel zeigt (Abbildung 3.1). Seien p und ¢ die
Endpunkte des Durchmessers eines leeren Kreises. Durch Hinzunahme weiterer Punkte
auf dem Rand des Kreises entstehen Delaunay-Zerlegungen, deren Dilation sich beliebig
scharf 7/2 ndhert [Che89]. In der Tat ist eine groflere untere Schranke fiir Apz nicht
bekannt.

DT(S)

Abbildung 3.1: Obere Schranke kann nicht kleiner als 7/2 sein

Ein anderes Beispiel verdeutlicht, dass eine obere Schranke fiir den Wert der Dilation
aller planaren Graphen nicht kleiner als v/2 sein kann, also Ag > v/2, wenn G planar ist.

a9 ob a b

d. e C d C

Abbildung 3.2: Obere Schranke kann nicht kleiner als v/2 sein
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In Abbildung 3.2 markieren die vier Punkte S = {a,b, c,d} die Eckpunkte eines Qua-
drats. Aufgrund der Planaritit darf im resultierenden Graphen héchstens eine der beiden
Diagonalen ac oder bd als Kante existieren. Angenommen die Kante ac existiert, dann
muss der Umweg iiber einen weiteren Eckpunkt in Kauf genommen werden um von b
oder d zum jeweils gegeniiberliegendem Eckpunkt zu gelangen. Offensichtlich ist dieser
Umweg v/2-mal so lang wie die entsprechende direkte Verbindung.

3.1.2 Eine erste obere Schranke

Sei S eine Menge von n Punkten in der euklidischen Ebene wie gehabt, und sei DT'(.S)
die Delaunay-Triangulation der Punktmenge S. Mit dpr(p,q) wird der kiirzeste Pfad
von p nach ¢ in DT'(S) bezeichnet und mit dp7(S) die Dilation von DT'(S).

Es wird nun gezeigt, dass die Dilation einer Delaunay-Triangulation niemals grofler sein

kann als
145
2

Der Beweis stammt aus dem Artikel ,Delaunay graphs are almost as good as complete
graphs* von David P. Dobkin, Steven J. Friedman und Kenneth J. Supowit [DFS90]. Er
besteht im wesentlichen darin, fiir je zwei beliebige Punkte p und ¢ aus S einen Pfad
ausfindig zu machen, der nicht langer als

1++5
2

m ~ 5.08.

- d(p7 q)

ist. Dazu wird ein Pfad entlang den Kanten der Delaunay-Triangulation konstruiert, der
die Punkte p = qo,¢1,---,¢n-1,9m = ¢q aus der Punktmenge S passiert und dabei den
euklidischen Abstand d(p, q) moglichst gut approximiert. Zur Vereinfachung und ohne
Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, die Punkte p,q € S liegen horizontal
auf der z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems mit x(p) < z(q).

Abbildung 3.3: Der direkte DT-Pfad von p nach ¢ (einseitig)
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Die dabei nacheinander zu passierenden Voronoi-Regionen sind genau diejenigen, die
von der z-Achse sequentiell von links nach rechts geschnitten werden. Mit a; bezeichnen
wir die Schnittpunkte der z-Achse mit den Voronoi-Kanten, wobei ¢ = 1,...,m ist.
Aus der Definition des Voronoi-Diagramms folgt, dass jedes a; das Zentrum eines leeren
Kreises C; darstellt, dessen Rand ausschlielich die beiden Punkte ¢;_1 und ¢; aus S
enthélt, es sei denn a; ist ein Voronoi-Knoten. Der auf diese Weise konstruierte Pfad
von p nach ¢ wird als direkter DT-Pfad von p nach g bezeichnet. (Abbildung 3.3)

Der direkte DT-Pfad wird einseitig genannt, wenn er entweder nur ober- oder unterhalb
der z-Achse verlduft. Andernfalls muss er durch beide Halbebenen verlaufen und heifit
nicht einseitig. Flir einseitige direkte DT-Pfade kann die Relation von Pfadlinge zum
euklidischen Abstand hochstens den Wert 7/2 annehmen, was unmittelbar aus den
nachstehenden Lemmata 3.1 und 3.3 gefolgert werden kann.

Zwei offensichtliche Eigenschaften des direkten DT-Pfades zwischen zwei Punkten p
und ¢ aus S halten Lemma 3.1 und 3.2 fest.

Lemma 3.1 Gegeben sei eine n-elementige Punktmenge S mit p,q € S und ein direkter
DT-Pfad von p nach q, der die Punkte p = qo,q1,- -, ¢m—1,qm = q aus S passiert. Dann
gilt

z(q0) < x(q1) < --- < a(gm) -

Beweis. Betrachten wir den Bisektor der Punkte ¢;—; und ¢; aus S, der a; enthélt.
Dann liegt der Punkt ¢;—; links und der Punkt ¢; rechts des Bisektors. Daraus folgt

x(gi—1) < x(qi)- [ |

Lemma 3.2 Gegeben sei eine n-elementige Punktmenge S mit p,q € S und ein direkter
DT-Pfad von p nach q, der die Punkte p = qo,q1,---,Gm—1,0m = q aus S passiert. Fir
alle i mit 0 <1 < m gilt, dass q; € S entweder im Innern oder auf dem Rand des Kreises
mit Durchmesser pq liegt.

Beweis. Liegt ein Punkt auflerhalb des Kreises mit Durchmesser pg, dann wird die
zugehorige Voronoi-Region vom Durchmesser weder beriihrt noch geschnitten. Fiir drei
Punkte kann dieser Sachverhalt anhand Abbildung 3.4 gut nachvollzogen werden.

%

Abbildung 3.4: Durchmesser und Voronoi-Region
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Fiir einen allgemeineren Nachweis dient Abbildung 3.5. Sei ¢ der Mittelpunkt des Kreises
mit Durchmesser pq und sei k derart, dass ¢ in der Voronoi-Region des Punktes g € S
liegt.

Abbildung 3.5: Abstand zwischen ¢ und den Punkten ¢;

Betrachtet man die in grau unterlegten Voronoi-Regionen durch die der direkte DT-Pfad
verlduft, so ist folgender Sachverhalt offensichtlich. Fiir p = qo und q = g, gilt

d(qo,c) > d(qi,c) > ... > d(qx,c)

und
d(Qlﬁ C) S d(q]C-i-lv C) S B S d(Qm’ C) .

Somit haben p und ¢ von allen Punkten, die der DT-Pfad passiert, den grofiten Abstand
zum Kreismittelpunkt c. Also liegen alle Punkte ¢g; entweder innerhalb oder auf dem
Rand eines Kreises mit Durchmesser pq. |

Zur Veransschaulichung des folgenden Lemmas sei auf Abbildung 3.6 verwiesen.

Lemma 3.3 Seien D1, Ds ..., Dy Kreise, die ihren Mittelpunkt auf der x-Achse haben
und set D = Uy<ij<ipD; die Vereinigung dieser Kreise, so dass D zusammenhingend ist.
Dann hat der Rand von D hichstens die Linge m - (x, — x7), wobei x; und x, jeweils die
kleinste und die grofste x-Koordinate von D ist.
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F D=UigipDi

x — Achse

Abbildung 3.6: Veranschaulichung zu Lemma 3.3

Beweis. Es wird ein Induktionsbeweis iiber die Variable & gefiihrt. Der Fall im Induk-
tionsanfang k = 1 ist klar. Sei also k£ > 1 und nehmen wir an, Lemma 3.3 gilt fiir £ — 1.
Im Induktionsschritt muss nun gezeigt werden, dass daraus auch die Richtigkeit fiir &
folgt. Betrachten wir dazu die folgende Abbildung.

x — Achse

D;

Abbildung 3.7: Zum Beweis von Lemma 3.3

Mit g1 und g4 wird hier jeweils der am weitesten links- bzw. rechtsliegende Punkt von
Dy bezeichnet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei q4 = x,. Mit ¢o wird der
Schnittpunkt von Dy, mit einem anderen Kreis Dj, j < k, bezeichnet und mit g3 der am
weitesten rechtsliegende Punkt von D; auf der z-Achse. Wir kénnen annehmen, dass
Dy, keinen anderen Kreis D;, i # k, vollstéindig umfasst. Andernfalls wire die Induktion
trivial, da D; nichts zum Rand von D beitragen wiirde. Mit a; (ag2) wird die Linge
des Bogens auf dem Rand des Kreises Dy im Uhrzeigersinn von ¢; nach g2 (von go
nach q4) bezeichnet und mit a3 die Lénge des Bogens im Uhrzeigersinn von g2 nach g3
auf dem Rand des Kreises D;. Schliellich sei ay die Linge des oberen Halbkreises mit
Durchmesser z(q3) — z(¢q1) und a5 die Lénge des oberen Halbkreises mit Durchmesser

x(qa) — x(g3), also ay = (7/2)(z(q3) — z(q1)) und a5 = (7/2)(x(qs) — z(g3)). Simple
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hieraus abgeleitete geometrische Eigenschaften sind
a1 +a3 > aq
und
04 + a5 = a1 + az,
da der Umfang der beiden Kreise mit Durchmesser x(q3) — z(¢1) und z(qs) — x(g3)
zusammenaddiert dem Umfang des Kreises Dy, entspricht. Es folgt
o1 t+az+as > ag+as = a; +az.

Das bedeutet
ag+ a5 > ag.

Sei Rand(D) die Lénge des Randes von D, und sei Kreis(g;,q;) der Kreis mit Durch-
messer ¢;qj. Dann ergibt sich nun

Rand(D) < Rand(Kreis(qg,Q4)U U DZ-)

1<i<k—-1

IN

Rand(Kreis(qs,qa)) + Rand( U Di>

1<i<k—1

< w(2r —2(g3)) + m(2(g3) — x1)
< m(xy — 7).

Damit ist der Beweis vollbracht. [ |

Da eine direkte Verbindung zwischen zwei Punkten auf dem Rand eines Kreises immer
kiirzer ist als die Bogenlange, besteht das Fazit der Lemmata 3.1 und 3.3 darin, dass ein
einseitiger direkter DT-Pfad (p = qo,q1, - - -, Gm—1,9m = ¢q) nicht linger sein kann als die
Hilfte des Randes von C, wenn C' die Vereinigung der Kreise Cj ist, deren Rand jeweils
die Punkte ¢;—1 und ¢; enthélt und deren Kreismittelpunkte auf dem Liniensegment
pq liegen (Abbildung 3.3). Dadurch ist die Relation von Pfadlénge zum euklidischen
Abstand zweier Punkte durch den Wert /2 nach oben beschréinkt, wie eingangs bereits
erwiahnt. Sei DT'(S) eine Delaunay-Triangulation, bei der alle moglichen direkten DT-
Pfade zwischen je zwei Punkten p und ¢ aus S einseitig sind, und sei U der Umfang
des jeweiligen Kreises mit Durchmesser pq, der C' - also die Vereinigung der Kreise C; -
genau umschlieft (Abbildung 3.6). Dann folgt

~d(p,q)
Rand(C) U m-d(p,q) 5 T
—— < == d dpr(S) < =—.
2 — 2 und Oor(S) < g,y =3
Die Dilation einer Delaunay-Triangulation mit ausschliefllich einseitigen direkten DT-
Pfaden ist demzufolge durch 7/2 nach oben beschrénkt.

Problematischer ist die Behandlung von nicht einseitigen direkten DT-Pfaden zwischen
zwei Punkten. Bei diesen wird unter Umsténden eine Umformung des Pfades notwendig,
um die Pfadlénge zu verringern. Welche maximale Pfadlénge sich ergeben kann, wenn der
direkte DT-Pfad im Zickzackweg beliebig oft die obere und untere Halbebene entlang
der x-Achse abwechselnd durchlduft, wird nun ausfiihrlich diskutiert. Ein Beispiel fiir
einen nicht einseitigen direkten DT-Pfad ist in Abbildung 3.8 gegeben.
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Abbildung 3.8: Der direkte DT-Pfad von p nach ¢ (nicht einseitig)

Die Grundidee zur Konstruktion eines Pfades, dessen Gesamtlinge kiirzer ist als der
urspriingliche nicht einseitige direkte DT-Pfad besteht darin, den Pfad jeweils so lange
wie moglich innerhalb einer Halbebene laufen zu lassen. Wenn der direkte DT-Pfad
die z-Achse kreuzt und somit die Halbebene wechselt, wird zunichst bestimmt, wie
kostspielig der Ubergang in die andere Halbebene ist. Ist der Ubergang - in einem
noch zu definierendem Sinn - nicht zu teuer, so lassen wir den direkten DT-Pfad ohne
Anderungen weiter laufen. Andernfalls wird eine Art Abkiirzung zum niichsten Punkt
innerhalb der gleichen Halbebene konstruiert. Im folgenden Theorem wird die maximale
Lénge des Pfades prizisiert. Die Hauptaufgabe des anschlieBenden Beweises besteht
natiirlich darin zu zeigen, dass die Lange der Abkiirzung nach oben beschriankt ist, also
hilt, was sie verspricht und zur moglichst kurzen Gesamtldnge des Pfades beitragt.

Theorem 3.4 Gegeben sei die Delaunay-Triangulation einer n-elementigen Punktmenge
S mit p,q € S. Dann existiert ein Pfad von p nach q der Linge

1++5
< m-d(p,q).

Fiir die Dilation gilt infolgedessen

1
opr(S) = max dpr(p,q) < +\/57T ~ 5.08.

paes d(p,q) — 2

Beweis. Zuerst wird der direkte DT-Pfad von p = ¢¢ nach ¢ = ¢, konstruiert. Dann
werden, falls bestimmte Voraussetzungen gegeben sind, die Abkiirzungen eingefiigt, die
sich entweder komplett oberhalb oder aber komplett unterhalb der z-Achse befinden, je
nach dem wo der Punkt ¢; liegt. Daran anschlieend erfolgt die Analyse der Pfadlénge.
Die zentrale Frage wird dabei sein, ob eine Abkiirzung einem Wechsel der Halbebene
vorzuziehen ist.
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Es wird zunéchst der Fall behandelt, in dem die Abkiirzungen oberhalb der x-Achse
eingefiigt werden. Sei g; ein Punkt innerhalb eines direkten DT-Pfades, so dass

L. y(g:) >0

2.1 <m

3. y(gi41) <0.

Wir befinden uns also an einem Punkt oberhalb der z-Achse, hinter dem der direkte
DT-Pfad (p = q0,q1,---,9m—1,qm = q) die Halbebene wechselt und die z-Achse nach
unten kreuzt. Sei j der kleinste Index gréfer als i, so dass wieder y(g;) > 0 gilt. In
folgender Abbildung ist z.B. i =1 und j = 4.

x — Achse

Abbildung 3.9: Markierung von T, w und h

Sei C' wieder die Vereinigung der Kreise C;, deren Rand jeweils die Punkte ¢;—; und ¢;
des direktern DT-Pfades enthélt und deren Kreismittelpunkte auf dem Liniensegment pg
liegen. Dann wird mit 7" das Teilstiick des Randes von C' bezeichnet, dass im Uhrzeiger-
sinn von ¢; nach g; verlduft. Die Projektion von 1" auf die 2-Achse wird mit w bezeichnet.
Es gilt also w = z(g;) — x(q;). Weiter sei h = min {y(b) : b liegt auf T'}.

Die Bedingung

w
h<—
— 4

wird als shortcut condition bezeichnet. Sie bestimmt den weiteren Pfadverlauf, indem
sie dariiber entscheidet, ob eine Abkiirzung zwischen ¢; und ¢; zum Einsatz kommt oder
nicht. Wenn die Bedingung h < w/4 erfiillt ist, dann wechseln wir die Halbebene und
folgen dem direkten DT-Pfad nach ¢; entlang den Kanten ¢;qi+1, ¢i+1¢i+2,- -, qj—1G;-
Andernfalls nehmen wir eine Abkiirzung, die wie folgt konstruiert wird.
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Zuerst wird die untere konvexe Hiille ¢; = 29, 21, 22, ..., 2, = ¢; der Menge
{be S| x(¢;) <z(b) <x(gj) und y(b) > 0 und b liegt unterhalb ¢;q;}

gebildet. Hierbei ist klar, dass die Kanten der konvexen Hiille nicht Bestandteil des
direkten DT-Pfades von p nach g sein kénnen, da der direkte DT-Pfad an dieser Stelle
auf der gegeniiberliegenden Halbebene verlauft.

Die Abkiirzung besteht nun letztendlich darin, jeweils den direkten DT-Pfad von zg
nach zy1 fiir jedes k mit 0 < k <n — 1 zu nehmen.

T
. %‘m
'A/

x — Achse

Abbildung 3.10: Der direkte DT-Pfad (rot) mit unterer konvexer Hiille (griin) und
Abkiirzung (blau)

Halten wir noch einmal fest. Wenn A im Verhéltnis zu w klein ist, dann wird der regulére
direkte DT-Pfadverlauf eingehalten und die xz-Achse gekreuzt. Ist A im Verhéltnis zu w
grof}, dann lohnt sich der mit der Kreuzung der z-Achse verbundene Umweg nicht. Der
direkte DT-Pfadverlauf wird unterbrochen, und die beiden resultierenden Pfadstiicke
werden durch eine Abkiirzung miteinander verbunden. Die Abkiirzung besteht dabei
wiederum aus lauter direkten DT-Pfaden. Damit bleibt der Pfad auf derselben Halb-
ebene. Zur Veranschaulichung dieses Sachverhalts dient Abbildung 3.11.

Links ist h < w/4. Somit ist die shortcut condition erfiillt, und es wird keine Abkiirzung
zwischen ¢; und g; eingefiigt. Die Route taucht unter die x-Achse und folgt dem DT-Pfad.

Rechts ist A > w/4. Die shortcut condition ist nicht erfiillt. Somit wird eine Abkiirzung
zwischen ¢; und ¢; eingefiigt. Der DT-Pfad wird unterbrochen, und die Route taucht
nicht unter die x-Achse.
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x — Achse z — Achse

Abbildung 3.11: Zusammenhang zwischen Abkiirzung und Gréfle von h

Werden die Abkiirzungen unterhalb der xz-Achse eingefiigt, so ist die Vorgehensweise
analog. Neben ¢; < 0 und y(gj+1) > 0 ist dann natiirlich auch y(g;) < 0, und 7' lduft
folglich entgegen dem Uhrzeigersinn von ¢; nach g;. Auch éndert sich die Definition von h
zu

h = max {y(b) : b liegt auf T}.

Aulerdem muss nun die obere konvexe Hiille ¢; = 29, 21, 22, ..., 2, = ¢; aus der Menge
{be S| x(¢;) <x(b) <x(g;) und y(b) < 0 und b liegt oberhalb g;q;}
gebildet werden.

Die Schliisselaussage zur Abschétzung der Lange einer Abkiirzung liegt im folgenden
Lemma, dessen Beweis im Anschluss an den laufenden Beweis nachgereicht wird.

Lemma 3.5 Sei zp2p11 eine Kante der unteren oder oberen konvexen Hiille wie soeben
beschrieben. Dann ist der direkte DT'-Pfad von zp nach zi41 einseitig.

Kommen wir nun zur Analyse der Lénge des Pfadstiickes von ¢; nach g;, so wie es durch
die oben dargelegte Vorgehensweise erzeugt wird. Dabei muss unterschieden werden, ob
das Pfadstiick eine Abkiirzung oder Teil des direkten DT-Pfades ist. Zuerst wir der Fall
betrachtet, in dem das Pfadstiick dem direkten DT-Pfad entspricht.

Fall 1: Sei also h < w/4.

Es folgt zunichst die Einfiihrung einiger neuer Bezeichnungen, die anhand Abbildung
3.12 leicht nachvollzogen werden kénnen. Sei ¢ die Lénge von T, womit das Teilstiick
des Randes von C bezeichnet wurde, dass im Uhrzeigersinn von ¢; nach ¢; verlduft
(Abbildung 3.9), und sei by der Punkt mit kleinstem y-Wert auf 7. Mit ¢; wird die
Lénge von g¢; nach by auf T bezeichnet und mit ¢; die Lange von by nach g; auf T, also
t; +t; = t. Die jeweiligen Projektionen von ¢; und t; auf die x-Achse bezeichnen wir
mit w; und wj, womit sich w; +w; = w ergibt.
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x — Achse

ol
w; T w;

w

Abbildung 3.12: Zur Analyse der Pfadlinge (ohne Abkiirzung)

Die Lénge des Pfadstiickes, in diesem Fall also ohne Abkiirzung, kann damit abgeschéitzt
werden. Zur Verdeutlichung dient Abbildung 3.13 mit ¢; = ¢1 und ¢; = ¢4, in der
ersichtlich ist, dass der in rot gepunktete Teil des direkten DT-Pfades durch die in blau
markierte Route nach oben beschrénkt ist.

Abbildung 3.13: Obere Schranke fiir das direkte DT-Pfadstiick

Das direkte DT-Pfadstiick hat also héchstens die Lange
t+2(y(a) +y(g)) = t+22h+ (y(q:) — h) + (y(g;) — 1))

< t+2(5 + @) = h) + (yla) — )

2

= t+2( 5+ @) — )+ + (la) — )

2 2
§t+2<\[t+\f )

= t(1+5).
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Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass

b _ V5
o< Y2
a—+ 5 =5 c
fiir jedes rechtwinklige Dreieck mit Katheten a, b und Hypotenuse ¢ gilt, wobei sowohl
a < b als auch b < a sein kann (Abbildung 3.14). Da die Allgemeingiiltigkeit dieser
Ungleichung nicht sofort ersichtlich ist, wird sie nun kurz unter Verwendundung des

Pythagorischen Lehrsatzes hergeleitet.
0 < (a—2b)

— 0 < a®— 4ab + 4b*

1
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Abbildung 3.14: a + 3 < \25 c
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Fall 2: Sei nun h > w/4.

Dann nehmen wir die Abkiirzung, die wegen Lemma 3.5 hochstens

n—1
Z Lange des einseitigen direkten DT-Pfades von z, nach 241
k=0

lang ist und wegen Lemma 3.3

3
—_

< d(zg, 2p41)™ < in
2 2
k=0
ist. Daher ist die Lénge des Pfadstiickes von ¢; nach ¢; in beiden Fallen hochstens
(1++/5)t. Der komplette direkte DT-Pfad (p = qo,q1, - - ,Gm—1,¢m = ¢) kann nun nach

oben abgeschétzt werden.

Verlduft der direkte DT-Pfad einseitig, dann ist die Liange durch (7/2)d(p, q¢) beschrénkt.
Nehmen wir also an, der direkte DT-Pfad verlduft nicht einseitig. Dann existieren
Abschnitte, in denen der direkte DT-Pfad entweder die z-Achse kreuzt und die
Halbebene wechselt oder in denen eine Abkiirzung eingefiigt wird. Diese Abschnitte
sind durch (1 + +/5)t nach oben beschrinkt. Die verbleibenden DT-Pfadstiicke befinden
sich innerhalb einer Halbebene und sind jeweils durch T miteinander verbunden
(Abbildung 3.9). Wegen Lemma 3.3 ist diese zusammengesetzte Route durch (7/2)d(p, q)
beschréinkt, die nun aber noch mit dem Faktor (1 4 \/5) multipliziert werden muss,
um die Abkiirzungen bzw. das Wechseln der Halbebene des direkten DT-Pfades zu
beriicksichtigen. Somit ergibt sich summa summarum eine insgesamte Pfadlinge von

hochstens
1++5
2

Q d(pa(J) .

Der Vollstandigkeit halber folgt nun noch der Beweis von Lemma 3.5.

Beweis von Lemma 3.5. Zur Illustration des Beweises sei zunichst auf Abbildung
3.15 verwiesen. Es wird also angenommen, die Abkiirzung liegt oberhalb der z-Achse
und die Kanten 2z sind Elemente der unteren konvexen Hiille. Der Fall, dass die
Kanten zjzxy1 unterhalb der x-Achse liegen und somit Elemente der oberen konvexen
Hiille sind, geht analog.

Wegen Lemma 3.2 liegt der direkte DT-Pfad von z; nach zp4; jeweils vollstédndig
innerhalb des Kreises mit Durchmesser zpziy1. Es wird nun exemplarisch fiir jedes k
mit 0 < k < n — 1 gezeigt, dass der direkte DT-Pfad von z; nach zp4; einseitig ist,
indem nachgewiesen wird, dass sich keine Punkte aus .S im unteren Halbkreis des Kreises
mit Durchmesser zpzpy1 befinden kénnen, da andernfalls diese Punkte Bestandteil der
unteren konvexen Hiille wéren.
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Abbildung 3.15: Zum Beweis von Lemma 3.5

Angenommen b sei ein willkiirlicher Punkt in diesem unteren Halbkreis. Dann muss
gezeigt werden, dass b nicht in der Punktmenge S enthalten sein kann. Der Beweis fiir
b ¢ S ist gelungen, wenn nachgewiesen werden kann, dass b in keiner der Regionen Ry,
Ro, Rs und Ry liegt, die in Abbildung 3.15 unterschiedlich grau schattiert sind.

Wenn z(g;) < z(b) < z(gj) und y(b) > —h, dann liegt b in Region Ry, und wir behaupten
b ¢ S. Wire namlich y(b) > h, dann wiirde b aulerhalb der unteren konvexen Hiille
liegen, und wire —h < y(b) < h, dann wiirde b innerhalb von U;<j<;C} liegen, was
der Definition des Voronoi-Diagramms widersprechen wiirde, da der Rand eines jeden
Kreises C; zwar die Punkte ¢;_1 und ¢; schneidet, aber keine Punkte im Innern enthalten
kann.

Als néchstes zeigen wir, dass y(b) > —h sein muss und somit b ¢ Ry. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann y(zx) < y(zx+1) angenommen werden. Da zj € S, muss z; ober-
halb von T liegen, denn die Fliche zwischen T und z-Achse befindet sich komplett
in C und innerhalb dieser Fliche konnen keine Punkte aus S enthalten sein, wie bereits
erwihnt. Demzufolge haben wir y(z) > h > w/4. Sei z’ der Punkt mit den Koordinaten
(2(2k+1),y(2k)). In Abbildung 3.15 ist 2’ beziiglich der Kante 2923 eingezeichnet. Weiter
bezeichnen wir mit ¢ und ¢’ jeweils die Mittelpunkte der Segmente zpzxyq1 und zgxz’,
wobei y(¢’) > w/4 ist. Wegen b € Kreis(zk, zkr1) und y(b) < (2x) = y(z’) folgt
b € Kreis(z, z'). AuBerdem ist z(zp11) — 2(2x) < w, da beim beidseitigen verlingern
der Kante zgzpy1 beide Enden auf T treffen und 7' zusammenhingend ist sowie die
Projektion von T auf die z-Achse mindestens so lang ist wie die Projektion der Kante
zk2k+1- Somit ist der Radius des Kreises Kreis(zy,z’) nicht ldnger als w/2. Insgesamt
folgt daraus
woow w

y(b) > y(c') — Radius(Kreis(z2,2")) > 1 9 1° —h,

wobei z(b) > x(¢;). Dadurch ist auch gleich der Fall b ¢ R3 gezeigt, bedingt durch unsere
Annahme y(z1) < y(zs1).
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Als letztes nehmen wir 2(b) > z(g;) an, also b € R4. Es wird gezeigt, dass b im Innern des
Kreises C; liegt, was b ¢ S impliziert. Sei z; der am weitesten links liegende Schnittpunkt
des Kreises C; mit der Geraden y = h, und sei z, der am weitesten rechts liegende
Schnittpunkt des Kreises C; mit der Geraden y = —h. Mit [ bezeichnen wir die Gerade,
die senkrecht zur Kante zx 211 verlduft und den Punkt z;11 schneidet (in Abbildung 3.15
beziiglich der Kante 2223 eingezeichnet), und !’ ist die Gerade, die durch die Punkte g;
und z, verlduft. Sowohl [ als auch [’ haben eine negative Steigung. Der vollstindige
Kreis mit Durchmesser zpzp11 liegt unterhalb der Geraden [ und somit insbesondere
auch der Punkt b. Wir behaupten, dass aufgrund dieser Tatsache b auch unterhalb der
Geraden [’ liegt. Um das zu erkennen, ist zu beachten, dass die Annahme y(z) < y(2x+1)
bedeutet, dass y(zx+1) < y(g;), was aus der Definition einer konvexen Hiille folgt. Daher
schneidet die Gerade [ die Gerade x = x(q¢;) unterhalb des Punktes ¢;. Folglich geniigt
es fiir die beiden Geraden [ und !’, deren Steigungen beide negativ sind, zu zeigen,
dass Steigung(l) < Steigung(l’) ist. Wire nimlich die Steigung der Geraden [, die
senkrecht zur Kante zpzpyq verlduft und den Punkt zpy; schneidet, grofler als die der
Geraden I/, dann wiirde der Punkt z; entweder im Innern des Kreises C; liegen oder
aber unterhalb von h, was beides nicht sein darf. Fiir Steigung(l) = Steigung(l’) fallt
der Punkt z; mit dem Punkt x; zusammen, was gerade noch erlaubt ist. Aufgrund des
Monotonieverhaltens der Steigungen aller Kanten in der unteren konvexen Hiille ergibt
sich Steigung(zxzk41) < Steigung(x;q;). Da weiter [ senkrecht zur Kante zj2p4; verlduft
und - weil 2; und z,, wie beim Durchmesser genau gegeniiberliegen - [’ auch senkrecht
zum Segment x;q;, folgt Steigung(l) < Steigung(l’). Somit liegt b in der Tat unterhalb
von !’. Da b gleichzeitig innerhalb der Region Ry liegt, muss b im Innern des Kreises C}
liegen und kann deshalb kein Punkt aus S sein. |
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3.1.3 Die kleinste bekannte obere Schranke

Kommen wir nun zur bis dato kleinsten bekannten oberen Schranke fiir die Dilation von
Delaunay-Triangulationen in der euklidischen Metrik. Sie wird in dem Artikel ,,Classes
of graphs which approximate the complete Euclidean graph“ von J. Mark Keil und Carl
A. Gutwin [KG92] vorgestellt und hat den Wert

2T
T
cos 5

Der Beweis gestaltet sich duflerst schwierig und ist sehr mathematisch. Er besteht aus
einem Lemma und einem Theorem. Das Lemma leistet dabei technische Vorarbeit fiir
das anschlieffende Theorem, in dem die Schranke konkretisiert wird.

~ 2.42.

Sei S eine Menge von n Punkten in der euklidischen Ebene. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit nehmen wir wieder an, die Punkte p und ¢ aus S liegen horizontal auf der
x-Achse eines kartesischen Koordinatensystems, wobei die z-Koordinate von p kleiner
als die von ¢ ist. Das folgende bereits angekiindigte Lemma liefert eine obere Schranke
fiir dpr(p, q), allerdings unter Einschrankungen.

Lemma 3.6 Gegeben sei die Delaunay-Triangulation einer n-elementigen Punktmenge
S mit den beiden Punkten p,q € S, die horizontal auf der x-Achse eines kartesischen
Koordinatensystems liegen, wobei die x-Koordinate von p kleiner als die von q ist. Sei
weiter C ein Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r, dessen Rand die Punkte p und q
aus S schneidet, und sei 0 der obere Winkel pOq (Abbildungen 3.16 - 3.18). Liegt kein
Punkt aus S im Innern von C unterhalb der x-Achse, dann ist

dDT(pa Q) S ré )

wobei r0 der obere Bogenabschnitt des Kreises C' von p nach q ist.

Beweis. Wenn gar kein Punkt aus S in C enthalten ist, dann ist das Liniensegment pg
eine Delaunay-Kante und es ergibt sich der einfache Fall

dpr(p,q) = d(p,q) < 0.

Hierbei sei an die Eigenschaft erinnert, dass ein leerer Kreis durch die Endpunkte jeder
Kante einer Delaunay-Triangulation existiert, vorausgesetzt die Delaunay-Triangulation
ist tatséichlich eine Triangulation, wovon wir ja aber bekanntlich ausgehen.

Der Fall, in dem Punkte aus S in C enthalten sind, erfordert etwas mehr Anstrengung,
wobei natiirlich nur die Variante untersucht werden muss, bei der sich - wie im Lemma
vorausgesetzt - die Punkte aus S oberhalb der xz-Achse durch p und ¢ befinden. Sei nun
b € S ein Punkt in C oberhalb der x-Achse, der auf dem Rand eines Kreises D liegt,
dessen Rand auflerdem die Punkte p und ¢ schneidet, aber keine Punkte aus S oberhalb
der xz-Achse im Innern enthélt. Solch einen Kreis D muss es geben, denn falls mehrere
Punkte in C' oberhalb der z-Achse existieren, dann bestimmt man einfach nacheinander
den Punkt aus S mit der kleinsten positiven y-Koordinate, bis man schliellich einen
Punkt b gefunden hat, so dass der Kreis D durch die drei Punkte p, ¢ und b keine
Punkte oberhalb des Liniensegmentes pg enthélt.
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Zum besseren Versténdnis der weiteren Ausfithrungen sollten zunéchst die folgenden drei
Abbildungen 3.16, 3.17 und 3.18 betrachtet werden. In ihnen sind verschiedene Szenarien
skizziert, was die Lage des Punktes b anbelangt.

Abbildung 3.16: Zum Beweis von Lemma 3.6

Wie aus den Abbildungen zu entnehmen ist, soll Cy ein Kreis mit Radius r; sein, der
durch die Punkte p und b verlduft und dessen Mittelpunkt O; auf dem Liniensegment pO
liegt. Das Pendant zu Cy ist der Kreis Cy mit Radius ro, der durch die Punkte b und ¢
verlduft und dessen Mittelpunkt Oy auf dem Liniensegment Ogq liegt. Die Existenz der
beiden Kreise C7 und Cs ist dadurch gesichert, dass der Punkt b im Innern des Kreises
C' liegt, wodurch r; < 7 und ro < r folgt. Weiter seien a1 und as die jeweiligen inneren
Schnittpunkte der Kreise C7 und Co mit dem Liniensegment pg. Durch die Punkte a;
und ao verlduft schliellich der Kreis C3 mit Radius r3, dessen Mittelpunkt O3 auf dem
Schnittpunkt der Liniensegmente O1a; und Osas liegt. Das dieser Schnittpunkt zu a;
und ay denselben Abstand hat, liegt an der Parallelitdt von pO und a2O2 sowie von qO
und a107. Dadurch hat der Winkel a2O3a; dieselbe Grofle wie pOgq. Da zudem aq und ag
auf dem Liniensegment pq liegen, muss der Abstand von a1 und ag zu dem Schnittpunkt
der Liniensegmente O1a; und Oza9 gleich sein.
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x — Achse

Abbildung 3.17: Zum Beweis von Lemma 3.6

Die inneren Schnittpunkte der Kreise Cy und Cs mit der x-Achse entstehen abhéngig
von der Lage der Punkte p, ¢ und b. So kommt es in den Abbildungen 3.16 und 3.18 zu
einer Situation, in der sich ao links von aq befindet. In Abbildung 3.17 hingegen befindet
sich a; links von as.

Aus diesen Konstellationen kénnen durch Anwendung elementarer geometrischer Lehrsétze
ganz allgemein die folgenden drei Fakten abgeleitet werden.

e Fuokt 1: In C liegt unterhalb des Liniensegmentes pb kein Punkt aus der Menge S.
Ebenso liegt kein Punkt aus S in C5 unterhalb des Liniensegmentes bg. Das folgt
einerseits aus der Definition des Kreises C, der die Kreise C7 und Cy vollstindig
im Innern enthélt, aber keine Punkte aus S unterhalb des Liniensegmentes pg und
andererseits aus der Definition des Kreises D, dessen Rand durch die drei Punkte
p, ¢ und b verlauft und der somit die Liniensegmente pb und bq enthélt, aber keine
Punkte aus S oberhalb des Liniensegmentes pq.
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Abbildung 3.18: Zum Beweis von Lemma 3.6

e Fakt 2: Die Dreiecke pOgq, pOiai, a202q und as0s3a; sind gleichschenklig und
haben alle gleich grofle gegeniiberliegende Basiswinkel ¢, was an der bereits ange-
sprochenen Parallelitdt von pO und as0s sowie von gO und a;01 liegt. Demzufolge
haben auch die oberen Winkel pOgq, pO1a; und a202q alle die gleiche Grofie wie 6.
Befindet sich as links von a1, dann hat zudem der obere Winkel aoOsa; die gleiche
Grofle wie 6.

e Fakt 3: Fiir die Dreiecke pO1ay, a202q, a2Osa; und pOgq ergibt sich nach Einsetzen
der entsprechenden Werte in den Kosinussatz und anschlieBendem Auflésen nach
cos ¢ die Gleichung

d(p,ar) _ d(az,q) _ d(az,a1) _ d(p,q)

cosy = 21"1 - 21"2 - 27‘3 - 2r
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Der nichste Schritt besteht aus einer Transformation des Kreises C' in einen Kreis C'’
mit Radius 7’ und Mittelpunkt O’. Der Rand von C' verlduft dabei durch die Punkte
p und ¢ sowie durch und einen dritten Punkt z € S, der sich unterhalb der z-Achse
befindet. Gleichzeitig wird die Forderung aufrechterhalten, dass kein Punkt aus S im
Innern von C' unterhalb der z-Achse liegt. In der folgenden Abbildung 3.19 ist diese
Transformation dargestellt.

ro

x — Achse

Abbildung 3.19: Transformation von C' nach C’

Sei 6 der obere Winkel pOq wie gehabt, und sei 6’ der obere Winkel pO’q. Dann folgt
r'6’ < rf, was daran liegt, dass der Punkt z € S unterhalb der z-Achse und nicht in C
liegt. Somit ist es zum Beweis von Lemma 3.6 ausreichend, anstelle des Kreises C' fortan
den transformierten Kreis C'/ zu verwenden. Gibt es keinen Punkt z € S unterhalb
der z-Achse, dann ist das Liniensegment pg Teil der konvexen Hiille von S, also eine
Delaunay-Kante, womit sich dpr(p,q) = d(p,q) < rf ergibt. Fiir den restlichen Verlauf
des Beweises wird daher angenommen, dass mindestens ein Punkt z € S unterhalb der
x-Achse existiert und C' derart transformiert wurde, dass dessen Rand durch die drei
Punkte p, q, z € S verlauft und unterhalb der z-Achse leer ist.

Insgesamt gibt es fiir eine n-elementige Punktmenge O(n?) mogliche Transformationen
eines Kreises C in einen Kreis C'’, wie in Abbildung 3.19 beispielhaft skizziert. Das
mag auf den ersten Blick viel erscheinen, wo eine Delaunay-Triangulation doch nur aus
einer linearen Anzahl an Kanten besteht. Aber hier ist nicht die Kantenzahl von DT'(S)
entscheidend, sondern die Anzahl moglicher Verbindungen zwischen je zwei Punkten, und
davon gibt es O(n?). Da es fiir jede dieser O(n?) Verbindungen zwischen je zwei Punkten
wiederum O(n) mogliche Punkte gibt, die dem oben definierten Punkt z entsprechen,
kommt man de facto auf O(n?®) Transformationen. Die Menge der transformierten Kreise
nennen wir €.
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Die transformierten Kreise der Menge € werden nun der Einfachheit halber und ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit mit C' anstelle C'’ bezeichnet. Desgleichen wird fiir die
Winkel 6’ vereinfachend 6 geschrieben.

Bei O(n?) transformierten Kreisen gibt es natiirlich auch O(n?) obere Winkel 6, die der
Grofe nach sortiert werden koénnen. Uber die GroBe der Winkel @ der transformierten
Kreise in € wird jetzt ein Induktionsbeweis gefiihrt.

Den Induktionsanfang bildet dabei der transformierte Kreis C' € € mit dem kleinsten
moglichen Winkel 6. Dieser Kreis muss leer sein, denn sollte C' nicht leer sein und einen
Punkt b € S oberhalb der z-Achse in seinem Innern enthalten, dann lésst sich der bereits
weiter oben definierte Kreis C7 mit Mittelpunkt O; auf dem Liniensegment pO bilden
(Abbildungen 3.16 - 3.18), dessen Rand durch die Punkte p und b verlduft, wie die
folgende Abbildung veranschaulicht.

Abbildung 3.20: Transformierter Kreis C' hat nicht den kleinsten moglichen Winkel 6

Wegen Fakt 1 kann kein Punkt aus S im Innern von C] unterhalb des Liniensegmentes
pb existieren, und mit Fakt 2 ergibt sich

01 = pO1b < pO1a1 =0.

Aber das widerspricht der Annahme, dass C' den kleinsten moglichen oberen Winkel 6
enthélt. Werfen wir dazu einen Blick auf Abbildung 3.20. Wird die Szene gedreht, bis
die Punkte p und b horizontal auf einer Linie liegen, dann ist C; ein Kreis, der zu einem
Kreis C der Menge € transformiert werden kann mit p, b und z auf dem Rand und dessen
Winkel 6 dann kleiner ist als der Winkel 8 des Kreises C in Abbildung 3.20. Je nach Lage
des Punktes z kann es auch notwendig sein, anstelle der Transformation des Kreises Cy
die Transformation des Kreises Cy mit Mittelpunkt Oy auf dem Liniensegment Oq zu
betrachten, dessen Rand die Punkte b und ¢ enthélt. Auf jeden Fall muss C' leer sein,
und es folgt dpr(p,q) = d(p,q) < r0.
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Kommen wir nun zum Induktionsschritt. Sei dazu C' € € eine konkrete Transformation
mit einem Punkt b € S im Innern oberhalb der z-Achse, und nehmen wir als Induktions-
voraussetzung an, dass Lemma 3.6 fiir alle transformierten Kreise mit kleinerem Winkel 6
gilt. Zuriickgreifend auf Fakt 2 ergeben sich die Ungleichungen

0, = pO1b < pO1a; =0
und

0y = bqu < GQOQQ =0.
Mit Fakt 1 und der Induktionsvoraussetzung folgt daraus

dpr(p,q) < dpr(p,b) + dpr(b,q)

(3.1)
< 1101 + rabs.

Betrachten wir als niichstes die Region Cs, die sich im Innern von C3 oberhalb der -
Achse befindet und die Region Cis, die sich aus der oberhalb der z-Achse liegenden
Schnittmenge von C; und Cj ergibt. In Abbildung 3.21 sind die Regionen C3 und C1
unterschiedlich grau schattiert.

Abbildung 3.21: Die Regionen Cj und C3

Die Fille, ob a9 links oder rechts von a; liegt, miissen unterschieden werden, denn davon
hingt die Existenz der Region C1o ab.
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Fall 1: a9 liegt links von a;

Wenn a links von a; liegt, dann existiert die Region C2 definitiv, und sie enthilt dann
auch die Region C3 vollstéindig im Innern. Sowohl C3 als auch C sind konvex. Bezeichne
L(X) die Linge des Randes einer konvexen Fliche X. Dann ist L(C3) < L(C}2), da der
Rand einer konvexen Flédche, die wie hier echt in einer anderen konvexen Fldache enthalten
ist, kiirzer sein muss als der Rand der sie umschlielenden konvexen Fldache. Genauer

L(C3) = r30 + d(az,a1)
< L(C_12) = 710 —r107 + 190 — ro0y + d(ag, al) (32)
= 7’1(9 — 91) + 7‘2(9 — 92) + d(ag, al)

mit #; = pO1b und 05 = bO2q wie bereits definiert. Die restlichen Schritte sind nunmehr
rein handwerklicher Natur und bestehen darin, in bereits vorhandene Gleichungen die
entsprechenden Daten einzusetzen und auszurechnen.

Aus (3.1) und (3.2) folgt

(3.1)
dpr(p,q) < 1161 + 12602

= 7"1(9 —(0—61)) +1r2(0 — (0 — 62))
= 710+ 190 — [7“1(9 — 91) + 7"2((9 - 92)]

(3.2)
< 7“19 + 7“29 — 7’39

= (ri+r2—13)0,

und wenn die Gleichungen von Fakt 3 jeweils nach dem Radius aufgelost werden, dann
ergibt sich wie erwiinscht

dpr(p,q) < (r1 412 —13)0

_ (d(p,al) | d(a,q) d(ag,a1)>9

2cos 2cos B 2cos

d(p,q)0

2cos @
=rf.

Jetzt fehlt nur noch der Fall, in dem sich as rechts von aq befindet.
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Fall 2: a9 liegt rechts von a;

Dann ist wegen (3.1) analog wie oben

w

(3.1)
dpr(p,q) < 1161 + 12602
<

710 4+ 190
- (Tl + T?)Ha

und Fakt 3 impliziert wiederum

dpr(p,q) < (1 +1m2)0

_ (d(p,al) n d(azq)) 0

2cos 2cos @

d(p,q)0

2cos
=rf.

IN

Damit ist Lemma 3.6 bewiesen. [ |

Wir sind nun in der Lage, das Haupttheorem dieses Abschnitts zu beweisen, welches die
kleinste bisher bekannte obere Schranke fiir die Dilation einer Delaunay-Triangulation
in der euklidischen Metrik angibt.

Theorem 3.7 Gegeben sei die Delaunay-Triangulation einer n-elementigen Punktmenge
S mit p,q € S. Dann gilt fiir die Dilation

d 2
dpr(S) = max pr(p,q) < 7r7r ~ 2.42.

paesS d(p,q) ~ 3 cos <6>

Beweis. Zunichst sei auf Abbildung 3.22 verwiesen, in der alle wichtigen Angaben fiir
den Beweis enthalten sind. Sei also C ein Kreis mit Mittelpunkt O; oberhalb der x-
Achse, und sei (5 ein Kreis mit Mittelpunkt Os unterhalb der z-Achse, so dass die
Rénder von C; und Cs die Punkte p und ¢ enthalten und die Winkel qpO1, pqO1, qpO2
und pgOs alle den gleichen Wert 7/6 haben. Der Rand des Kreises C verlduft somit
durch Oy und der Rand von Cy dementsprechend durch O;.
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Abbildung 3.22: Zum Beweis von Theorem 3.7

Mit Lune(C1,Cs) wird der Durchschnitt der beiden Kreise C; und Cs bezeichnet. Er ist
in Abbildung 3.22 grau unterlegt.
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Wenn keine Punkte aus S im Innern von Lune(Cq,Cs) existieren, dann gibt es auch
keine Punkte im Innern von C unterhalb der z-Achse. Damit sind die Voraussetungen
von Lemma 3.6 erfiillt, und es gilt dpr(p,q) < r16;, wobei r; der Radius von Cj ist
und 6, der obere Winkel pOq, der im Ubrigen die gleiche GroBe hat wie der untere
Winkel pOsq. Der Wert von 0y ldsst sich prézisieren zu

= (r2(F)) -

und nach Anwendung des Kosinussatzes wie in Fakt 3 erhilt man

_ dp,q)
r = ——.
2eos ()
Somit folgt
d(p 4
dpr(p,q) < ri6; = (piqz A
2cos (%) 3
2
_ d ’ ,
3 cos (%) (p,9)

womit dieser Fall erfolgreich abgeschlossen ist, da sich durch eine weitere Umformung
die Ungleichung aus Theorem 3.7 ergibt, ndmlich

dpr(p,q) _ 27
d(p,q) — 3COS(%)

Der Fall, in dem keine Punkte aus S im Innern von Lune(Cy,Cs) existieren, konnte
mit Hilfe von Lemma 3.6 schnell geklart werden. Es verbleibt der kompliziertere Fall,
in dem sich ein Punkt aus S im Innern von Lune(C4,Cs) befindet. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit ist es dabei ausreichend, nur die Punkte aus der Menge S’ C S zu
betrachten, die im Innern von Lune(C7,Cy) niher zu p als zu ¢ liegen. Zudem kann die
Untersuchung auf eine Halbebene entweder ober- oder unterhalb der x-Achse beschrinkt
werden, da sich die Szene beliebig drehen lésst. Im weiteren Verlauf des Beweises werden
daher nur die Punkte aus S’ betrachtet, die oberhalb oder auf der z-Achse liegen. Sei K
die Menge aller Kreise, die durch p verlaufen und ihre Mittelpunkte auf dem Linien-
segment pO; haben, und sei b € S’ ein Punkt, dessen Lage zusammenfassend wie folgt
eingeschrankt werden kann. Der Punkt b liegt

e im Innern von Lune(Ch, Cy),
e niher zu p als zu ¢,
e nicht unterhalb der xz-Achse und
e auf dem Rand eines Kreises C3 € KC, dessen Inneres geschnitten mit Lune(Cy, Cs)
keine Punkte aus S enthalt.
Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 3.22 dargestellt.

Desweiteren wird mit ¢ der Winkel gpb und mit ¢ der Winkel pgb bezeichnet. Der Punkt
b’ ist die Projetion des Punktes b auf die z-Achse, und c ist der Abstand zwischen beiden
Punkten. Sei weiter o der obere Winkel pOsb und r3 der Radius des Kreises Cj.
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Der Beweis wird nun durch Induktion iiber den euklidischen Abstand d(p,q) aller
Punktepaare (p, q) mit p,q € S fortgefithrt. Den Induktionsanfang bilden dabei die zwei
zueinander dichtesten Punkte p und ¢ aus S, fiir die dpr(p,q) = d(p,q) gilt, da das
Liniensegment pq eine Kante der Delaunay-Triangulation von S sein muss. Dass die
beiden dichtesten Punkte p und ¢ aus S durch eine Delaunay-Kante verbunden sind,
kann mit dem Voronoi-Diagramm von S erklirt werden, denn der Bisektor bzw. die
Voronoi-Kante von p und ¢ ist von beiden Punkten sichtbar, und deshalb ist pg € DT'(S).

Im Induktionsschritt muss nun gezeigt werden, dass Theorem 3.7 fiir das i-te dichteste
Punktepaar (p, q) gilt. Als Induktionsvoraussetzung kann man annehmen, dass Theorem
3.7 auch fiir alle dichteren Punktepaare gilt. Es folgt

dpr(p,q) < dpr(p,b) +dpr(b,q),

und da C3 unterhalb des Liniensegmentes pb keine Punkte aus S enthilt, impliziert
Lemma 3.6 dpr(p,b) < ars. Wegen der Induktionsvoraussetzung ist

27
dpr(b,q) <

——— d(b,
- 3005(%) (b,q)

und somit
2

dpr(p,q) < arz + Seos (1) d(b,q) . (3.3)
6

Zwei Fille miissen nun unterschieden werden und sind getrennt zu untersuchen, nédmlich
ob der Punkt b auf oder oberhalb der x-Achse liegt.
Fall 1: b liegt auf der z-Achse

Wenn sich b auf der z-Achse befindet, ansonsten aber den oben angegebenen Ein-
schrinkungen unterliegt, dann ist die Grofle des Winkels o immer konstant und stimmt
mit der von 64 iiberein. Also

4
Der Radius r3 lédsst sich auf analoge Weise bestimmen wie der Radius 1. Man erhélt
e = A0 b)
572 cos(§)
Eingesetzt in (3.3) ergibt sich
(33) 2 2
dor(p,q) < gy dp.b) + gy d(b.q)
cos (g) 3 cos (g)
2
= o n\ [d(pv b) + d(bv q)]
3 cos (g)
21
= ———d ) )
3 cos (%) (P, 9)

womit dieser Fall erfolgreich abgeschlossen wire.
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Fall 2: b liegt oberhalb der z-Achse

Wenn sich b oberhalb der z-Achse befindet, dann ist die Grofle der Winkel «, ¢ und
variabel, wodurch sich dieser Fall schwieriger gestaltet. Der Wert von a betrigt

()

4
= gﬂ' - 2¢)7
und da das Dreieck pb’b rechtwinklig ist, erhélt man d(p, b) = ¢/ sin ¢. Unter Anwendung
des allgemeinen Sinussatzes

a b c a sin «v

: = = = = = :
sin «v sin 3 sin vy c sin vy

auf das Dreieck pbOs3 ergibt sich damit die Gleichung

T3 B sin(§ — ¢)
c/sing  sin(27m — @)
_ sin(% — 9)

B sin(%ﬂ +2¢)’

die nun nach r3 aufgelost werden kann, also

_ sin(g —¢) o c
8= sin(27 4+ 2¢) sing
csin (% — d))

- sin (%ﬂ' + Zgb) sin ¢
B c cos (% + gf))
~ 2sin (% +¢) cos (% +¢) sin ¢

c
2sin (% +¢) sing

Da auch das Dreieck bb’q rechtwinklig ist, ergibt sich d(b,q) = ¢/sin, was nun zu-
sammen mit den fiir o und r3 erhaltenen Formeln wieder in Gleichung (3.3) eingesetzt
werden kann. Man erhélt

(3.3) o0
dpr(p,q) < arz+

c 2 c

N (37T_2¢> 2 sin (g +¢>) sin ¢ * 3 cos (%) .Sinw

(3.4)

c 2me

B <37T_¢> sin (%—i—qﬁ) sin ¢ * 3 cos (%) sint)
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Sei a1 der Abstand von p zu b’, und sei as der Abstand von b’ zu ¢. Dann ist

c N c
tan¢ = tanv

d(paQ) =a1+ta =

und zusammen mit (3.4) ergibt sich

c 2me

2
(37T ¢) sin (% —i—(b) sin ¢ + 3cos (%) sin )
c c

dpr(p,q)
dlp,q) ~

tan ¢ + tan ¢

%ﬂ' —¢ 27
+
sin (% + <Z>) sing  3cos (%) sin 4
1 n 1
tan ¢ tan

%ﬂ' — ¢ n 27
sin (% + <Z>) sing  3cos (%) sin )
cos ¢ cos

sin ¢ + sin v

Zn—¢ n 27 sin ¢ sin ¢
sin (%—Hb) sin ¢ 3 cos (%) sin1) | cos¢siny + cosysin g

_ st 2 sin ¢ sin ¥

N _sin (%—i—(b) sin¢g  3cos (%) sin¢_ sin (¢ + ¢)

B (27r B ) sin 1 N 27 sin ¢

S \3 sin (% +¢>) sin (¢ + @) 3 cos (%) sin (¢ + @)
= [(o,9).

Durch die Lage des Punktes b kann der Definitionsbereich der Funktion f(¢, ) erheblich
eingeschriinkt werden. Weil b im Innern von Lune(C1,C2) liegt und sich oberhalb der
x-Achse sowie ndher an p als an ¢ befindet, folgt

$>0, ¢>1 und ¢+¢<§.
Aus diesen Bedingungen ergibt sich fiir f(¢,) der relevante Definitionsbereich
0<¢p<m/3

und
0<t¢<m/6.

In Abbildung 3.23 wird ein 3D-Plot der Funktion f(¢,v) gezeigt.
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Abbildung 3.23: 3D-Plot von f(¢,¢) fir 0 < ¢ <7/3 und 0 < ¢ < 7/6

Es kann nun rechnerisch nachgewiesen werden, dass

of

T
bl i >
8(]5#0 fiir ¢_10

und
of
oY
gilt. Eine Extremstelle kann aber nur vorliegen, wenn beide partiellen Ableitungen den
Wert 0 haben. Infolgedessen muss zur Ermittlung des Maximums, die Funktion f(¢, )
nur an den Grenzen des Definitionsbereiches untersucht werden. Somit sind also drei
Situationen zu priifen.

£ 0 fir ¢§1”—0

1. Strebt ¢ gegen 0, dann strebt auch sin v gegen 0, und sin(i)+ ¢) strebt gegen sin ¢.

Dadurch ergibt sich
27

i%f(&’ﬁ) = :,)CT(%)-

2. Wenn 1 gegen ¢ strebt, dann wird f(¢, ) zur Funktion

. 2 B sin ¢ 27 sin ¢
oo = (37T ¢) sin (5 + ¢) sin(2¢)+3cos(g)sin(2¢)

B (g —d)) sin ¢ N 27 sin ¢
- \3" sin (3 4+ ¢) 2singcos¢ ~ 3cos (%) 2sin¢cos

B %W—¢ . 0
~ sin (% +¢)2COS¢ 3 cos (%) cos¢’
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mit 0 < ¢ < 7/6. In der folgenden Abbildung ist die Funktion g(¢) fiir den
relevanten Definitionsbereich dargestellt.

2.4 ¢
2.35 ¢
2.3 ¢

2.25 ¢

0.‘1 0.‘2 0.‘3 O.‘4 0.‘5
Abbildung 3.24: Die Funktion g(¢) fir 0 < ¢ < 7/6
Man kann zeigen, dass g(¢) fir 0 < ¢ < 7/6 zwar ein lokales Minimum aber kein

lokales Maximum besitzt, was auch aus Abbildung 3.24 hervorgeht. Daher muss
das Maximum von g(¢) erreicht werden, wenn ¢ entweder gegen 0 oder 7/6 strebt.

Es folgt
. —_— 7T 7r
(})lg%)g(@ ~ 3sin(3) + 3cos (%)
 3sin(§-F)  3cos(§)
_ AR
" 3cos(—%) ' 3cos (2)
- 27
~ 3cos (%)
und
. P — 7T 77-
¢El7lrl/6g(¢) - 4cos (§)sin (3) " Seos? ®)
~ 2.30
« 2
3 cos (§)
r~ 2.42.

Damit wird der Grenzwert von beiden Werten nicht iiberschritten.
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3. Wenn ¢ + 9 gegen 7/3 strebt, dann wird f(¢, ) zur Funktion
<2 B ) sin (% — ¢) N 27 sin ¢
sin (% + qb) sin (%) 3 cos (%) sin (%) ’

s
3

mit 7/6 < ¢ < 7/3. Die folgende Abbildung zeigt den Funktionsgraphen von h(¢)

fiir den relevanten Definitionsbereich.

h(¢) =

2.42

2.34 ¢

0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3.25: Die Funktion h(¢) fiir 7/6 < ¢ < 7/3

Man kann zeigen, dass dh/d¢ # 0 fir 7/6 < ¢ < /3, was auch wieder durch
die Darstellung des Funktionsgraphen ersichtlich ist. Daher muss das Maximum
von h(¢) erreicht werden, wenn ¢ entweder gegen /6 oder gegen 7/3 strebt. Also

lim h(¢) ~ 2.30

Pp—7/6
< 2w
3 cos (%)
~ 2.42
und 5
T
lim h = ——.
¢—1>I;Ir1/3 (4) 3 cos (%)
Somit folgt schlieBlich fiir 0 < ¢ < ¢ < 7/3 -
dDT(pa Q> 27
3 N S f gbad} S Pz A
d(p,q) @0) = Feos (%)

womit der Beweis endgiiltig vollbracht ist. ]
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Soweit zum euklidischen Abstandsbegriff. In den beiden nichsten Abschnitten werden
zwel weitere Metriken die Diskussion ergédnzen. Abschlielend kann festgehalten werden,
dass sich in der euklidischen Metrik die kleinste obere Schranke fiir den Wert der Dilation
einer Delaunay-Triangulation in dem Intervall

2

m
2 3o (M)
COS 6

~ 2.42

befindet, wobei in [Che89] vermutet wird, dass sie nahe bei 7/2 liegt.
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3.2 Manhattan-Metrik

In diesem Abschnitt wird die kleinste bekannte obere Schranke fiir die Dilation von
Delaunay-Triangulationen présentiert, bei der zur Berechnung der Dilation die eukli-
dische Metrik verwendet wird und zur Konstruktion der Delaunay-Triangulationen die
Manhattan-Metrik. Gerade der Stadtplan von Manhattan offenbart, dass die euklidische
Metrik oft nicht geeignet ist, um reale iiberwindbare Distanzen anzugeben. Manhattan-
Metrik ist die umgangssprachliche Bezeichnung fiir die Li-Metrik, in der die Entfernung
zwischen zwei Punkten definiert ist als

Li(p,q) = |p1 — q1] + |p2 — 2.

Ein L1-Kreis hat somit die Form eines Quadrates rotiert um 45°.

Abbildung 3.26: Der Einheitskreis in der Li-Metrik

Die Eigenschaft, dass ein Kreis aus genau den Punkten besteht, die vom Kreismittelpunkt
gleich weit entfernt sind, bleibt damit erhalten.

3.2.1 Eigenschaften von DT(S) in der L,;-Metrik

Sei S eine Menge von n Punkten in der Ebene. Je nach Kontext werden die Elemente
von S als Punkte oder als Knoten bezeichnet.

Auch in der Li-Metrik ldsst sich die Delaunay-Triangulation in linearer Zeit aus dem
entsprechendem Voronoi-Diagramm ableiten, fiir welches Zeit O(nlogn) veranschlagt
werden muss [Che86]. Alternativ kann es in derselben Zeitschranke auch direkt berechnet
werden. In [Dry90] wird gezeigt, wie die Delaunay-Triangulation generell fiir konvexe
Distanzfunktionen, bei denen der Einheitskreis eine beliebige konvexe Form annehmen
kann, in worst-case Zeit O(nlogn) direkt berechnet werden kann.

In der euklidischen Metrik definieren drei Punkte aus S genau dann ein Dreieck von
DT(S), wenn der eindeutig bestimmte Kreis durch diese drei Punkte keinen Punkt aus
S im Innern enthélt. Das gilt gewissermaflen auch in der Li-Metrik, allerdings besteht
hier diesbeziiglich eine Problematik. Zum einen gibt es nicht fiir jedes Dreieck einen
L1-Kreis, der alle Eckpunkte auf dem Rand enthélt, und zum anderen ist ein solcher
L1-Kreis unter Umsténden nicht eindeutig.
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In der folgenden Abbildung finden sich dazu zwei Beispiele.

Abbildung 3.27: links: kein umschliefender Li-Kreis mit allen Punkten auf dem Rand
rechts: beliebig viele

Unter Beriicksichtigung dieser Problematik wird die Lj-Delaunay-Triangulation daher
neu definiert, wobei die Eigenschaft der Dualitit zum L;-Voronoi-Diagramm erhalten
bleibt.

Definition 3.8 Die Lq-Delaunay-Triangulation einer Punktmenge S ist eine Triangu-
lation von S, in der es fiir jedes Dreieck einen leeren L1-Kreis gibt, der alle drei Punkte
aus S auf dem Rand enthdlt.

Da die Bisektoren in der Li-Metrik im Allgemeinen keine Geraden sind, gilt fiir die
Voronoi-Regionen, dass sie im Allgemeinen nicht konvex sind, und dass nicht jede Kante
der konvexen Hiille von S eine Delaunay-Kante sein muss.

Abbildung 3.28: L;i-Voronoi-Diagramm (links) und L;-Delaunay-Triangulation (rechts)
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3.2.2 Obere Schranke fiir die Dilation

Kommen wir nun zum Beweis der kleinsten bekannten oberen Schranke fiir die Dilation
einer Li-Delaunay-Triangulation. In dem Artikel ,There is a planar graph almost as
good as the complete graph“ von L. Paul Chew [Che86] wird gezeigt, dass

5L1—DT(S) S \/E

gilt. Somit ist ein kiirzester Pfad zwischen zwei Knotenpunkten in einer Li-Delaunay-
Triangulation héchstens v/10-mal so lang wie der euklidische Luftlinienabstand. Der
Beweis wird darauf hinauslaufen zu zeigen, dass fiir zwei beliebige Punkte aus S immer
ein Pfad gefunden werden kann, der dieser Bedingung geniigt.

Zur Vereinfachung und Vermeidung einiger Spezialfélle in den Beweisen werden als Erstes
die vier Punkte
(+O0,0), (—OO, 0)7 (07 +OO) und (07 _OO)

zur Punktmenge S hinzugefiigt. Sie entsprechen den Eckpunkten einer unendlich grofien
Version des Li-Kreises und bewirken, dass die Li-Delaunay-Triangulation von S die
komplette Ebene umspannt. Praktische Anwendungen, beruhend auf dem Ergebnis die-
ses Abschnitts, bleiben von dieser Mafinahme natiirlich unberiihrt.

Abbildung 3.29: L1-DT'(S) umspannt die komplette Ebene

Es folgt nun zunéchst die Definition eines Clircle-Graphen, der einen wichtigen Bestand-
teil im Aufbau des Beweises darstellt.

Definition 3.9 Sei L1-DT(S) die Ly-Delaunay-Triangulation einer Punktmenge S in
der Ebene. Die Knoten des von L1-DT(S) abgeleiteten Clircle-Graphen sind genau die
Punkte aus S. Zu jedem Dreieck A in Li-DT(S) existieren im Circle-Graphen drei
Kanten, die den drei Bogenabschnitten des leeren Li-Kreises um A entsprechen. Dabei
ist die Ldnge einer Kante des Circle-Graphen durch die entsprechende Bogenlinge des
leeren L1-Kreises definiert. Gibt es mehrere leere L1-Kreise um A, dann wird der kleinste
Kreis verwendet. Gibt es mehrere kleinste Kreise, dann der am weitesten links liegende.
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Abbildung 3.30: Circle-Graph in der L;-Metrik

Das Aussehen des Circle-Graphen richtet sich selbstversténdlich nach der jeweils einge-
setzten Distanzfunktion. In der euklidischen Metrik besteht der Circle-Graph genau aus
den eindeutig bestimmten Kreisen um die Dreiecke von DT'(.S). In der Li-Metrik besteht
er entsprechend aus um 45° gekippten Quadraten. Unabhéngig von der eingesetzten
Distanzfunktion ist aber die Eigenschaft, dass fiir jede innere Kante e einer Delaunay-
Triangulation zwei Kanten im Circle-Graphen existieren, nidmlich jeweils eine fiir beide
Dreiecke die e enthalten.

Der Beweis verlauft in drei Phasen, die zunichst kurz skizziert werden. Zuerst nehmen
wir wieder an, dass die Punkte p,q € S horizontal auf der z-Achse eines kartesischen
Koordinatensystems liegen und dass die x-Koordinate von p kleiner als die von ¢ ist.
Mit L wird dabei das Teilstiick der x-Achse von p nach ¢ bezeichnet. Unter dieser
Annahme gibt es im Circle-Graphen einen Pfad von p nach ¢, dessen Lénge

< 2v2d(p,q)

ist. Als néchstes wird die Einschriankung, dass das Liniensegment L = pq horizontal sein
muss, aufgehoben und gezeigt, dass es fiir zwei beliebige Punkte p und ¢ aus S einen
Pfad im Circle-Graphen gibt mit Linge

< V10d(p,q).

Mit diesem Resultat ist es schliefflich ein Leichtes zu zeigen, dass ein Pfad von p nach ¢
entlang den Kanten einer L;-Delaunay-Triangulation existiert, der héchstens so lang ist
wie der Pfad von p nach ¢ im Circle-Graph.

Lemma 3.10 Sei Li-DT'(S) die Ly-Delaunay- Triangulation einer n-elementigen Punkt-
menge S in der Ebene, und sei CG der von L1-DT(S) abgeleitete Circle-Graph. Wenn
p € S den Anfangspunkt und q € S den Endpunkt eines horizontalen Liniensegmentes
L = pg markieren, dann gibt es einen Pfad von p nach q entlang den Kanten von CG,
der nicht linger ist als

2v/2d(p, q) .

Beweis. Der folgende Algorithmus berechnet einen geeigneten Pfad und liefert somit
den Beweis seiner Existenz.
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ALGORITHMUS 1

1. Sei L = pq das horizontale Liniensegment von p nach ¢, mit p auf der linken Seite.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass aufler p
und ¢ keine weiteren Punkte aus S auf L liegen, denn wenn zwischen p und ¢ ein
Punkt, z.B. b, liegen wiirde, dann kénnte rekursiv der Pfad von p nach b sowie von b
nach g berechnet werden. Das Zusammenfiigen beider Pfade wiirde dann wieder
einen Pfad von p nach ¢ liefern. Sei L1-DT'(S)’ der Teilgraph von Li-DT'(S), der
nur aus denjenigen L;-Delaunay-Dreiecken besteht, die ein Teilstiick von L in ihrem
Innern enthalten. Zu beachten ist, dass die Dreiecke des Teilgraphen L,-DT'(S)’
von links nach rechts entlang L geordnet sind. Der Pfad wird nun sukzessiv beim
Durchlaufen von einem Knoten zum néchsten konstruiert, wobei der Algorithmus
lediglich mit den Knoten und Kanten von L;-DT(S)’ und den entsprechenden
L1-Kreisen aus dem Circle-Graphen arbeitet. Mit P; wird die aktuelle Position auf
dem Pfad angezeigt. Bei dieser Position kann es sich immer nur um einen Knoten
von L1-DT(S)’ handeln. Zu Beginn ist ¢ = 0 und Py gerade der Punkt p.

2. Sei A; das am weitesten rechts liegende Dreieck von Li-DT(S)’, welches P; als
Knoten enthilt (Abbildung 3.32), und sei C; der Li-Kreis im Circle-Graph um A;.
Dann muss sich einer der beiden verbleibenden Knoten von 4;, genannt P,
oberhalb L und im Uhrzeigersinn entlang des Randes C; von P; aus befinden. Der
andere, genannt Py,ten, liegt dementsprechend unterhalb L und ist entgegen dem
Uhrzeigersinn entlang des Randes C; von P; aus zu erreichen. Es ist natiirlich auch
moglich, dass einer der beiden Knoten gerade ¢ ist und damit auf L liegt. Daher
soll der Punkt ¢ als oberhalb sowie als unterhalb von L angesehen werden.

3. IF (P, ist auf der oberen linken Kante von C})

THEN gehe im Uhrzeigersinn um Cj

ELSE IF (F; ist auf der unteren linken Kante von Cj)
THEN gehe entgegen dem Uhrzeigersinn um Cj

ELSE IF (P, ist oberhalb L)
THEN gehe im Uhrzeigersinn um Cj

ELSE IF (P, ist unterhalb L)
THEN gehe entgegen dem Uhrzeigersinn um Cj

Abbildung 3.31: Bewegungsrichtungen in Schritt 3

4. Fahre in dieser Weise fort, so dass in jedem Schritt entweder P, oder Pynten
erreicht wird, und benenne den Knoten in P;;; um. Wenn F;;; identisch ist mit
dem Endpunkt ¢, dann sind wir fertig. Andernfalls wird ¢ inkrementiert, und es
geht wieder zu Schritt 2.
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In Schritt 2 ist A; das am weitesten rechts liegende Dreieck von L1-DT'(S)’, welches P,
als Knoten enthélt. Damit ist von allen in Frage kommenden L;-Delaunay-Dreiecken
immer genau jenes gemeint, welches von L am weitesten rechts geschnitten wird.

Abbildung 3.32: Das am weitesten rechts liegende Dreieck, welches P; enthélt

Es folgen nun eine Reihe von Lemmata, die Bezug nehmen auf wichtige Eigenschaften
des von Algorithmus 1 konstruierten Pfades, der entlang den Kanten des Circle-Graphen
verlduft. Daran anschliefend wird mit dem Beweis von Lemma 3.10 fortgefahren.

Lemma 3.11 Alle A; € L1-DT(S)’ aus Schritt 2 von Algorithmus 1 sind von links
nach rechts entlang L geordnet.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der sukzessiven Benutzung aller 4;, also der
jeweils am weitesten rechts liegenden Dreiecke, die P; enthalten. |

Lemma 3.12 Algorithmus 1 terminiert und liefert einen Pfad von p nach q entlang den
Kanten des Circle-Graphen.

Beweis. In Schritt 2 befinden sich Pppe, und Pyyten rechts von P, und in Schritt 4 wird
entweder Pppe, oder Pypien zu Piyi. Wird die Sequenz {P;} der aufeinanderfolgenden
Knoten anstelle mit Kanten des Circle-Graphen mit Kanten des Teilgraphen Li-DT(S)’
verbunden, so entsteht ein Pfad in L;-DT'(S)’. Da der Teilgraph L;-DT(S)’ nur aus
einer endlichen Anzahl von Li-Delaunay-Dreiecken besteht, ist somit auch die Anzahl
der daraus benétigten A; begrenzt. Nach Lemma 3.11 werden diese A; der Reihe nach
von links nach rechts abgearbeitet bis der Endpunkt ¢ erreicht wird. |

Lemma 3.13 Seien Ay und Ay Dreiecke aus L1-DT(S)’ und seien Cy und Co die ent-
sprechenden Li-Kreise im Circle-Graphen um diese Dreicke. Mit e1 und es werden die
jeweils am weitesten rechts liegenden Schnittpunkte von C1 und Co mit L bezeichnet.
Zudem sei mit < eine Ordnung der Dreiecke von links nach rechts entlang L sowie der
Punkte selbst von L definiert. Dann gilt

A < Ay <~ e < e9.
Beweis. Die Aussage folgt aus der Tatsache, dass die Li-Kreise des Circle-Graphen

keine Punkte aus S in ihrem Innern enthalten und dadurch auch kein L;-Kreis ganz in
einem anderen enthalten sein kann. ]
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Lemma 3.14 Sei b ein Punkt, der auf dem Clircle-Graphen von p nach q entlang des
von Algorithmus 1 ausgegebenen Pfades wandert. Dann gilt

1. fir b oberhalb von L:

o Punkt b bewegt sich nicht in Richtung links oben.

o Wandert b entlang der oberen linken Kante des aktuellen Li-Kreises C;, dann
bewegt sich b in Richtung rechts oben.

2. fir b unterhalb von L:

o Punkt b bewegt sich nicht in Richtung links unten.

o Wandert b entlang der unteren linken Kante des aktuellen Li-Kreises Cj,
dann bewegt sich b in Richtung rechts unten.

Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus den Verzweigungsmoglichkeiten des dritten
Schrittes von Algorithmus 1. [ |

Mit diesen Lemmata ist das notwendige Riistzeug gegeben, um den Beweis von Lemma
3.10 fortzufiithren.

Beweis von Lemma 3.10. Um die Lénge des von Algorithmus 1 ausgegebenen Pfades
zu analysieren, wird der Pfad zuniichst in einzelne Stiicke zerlegt, die dann geeignet
umgeformt werden, so dass die Lange der Pfadstiicke mathematisch abgeschétzt wer-
den kann. Es wird sich herausstellen, dass das Verhéltnis aus der L&nge jedes dieser
Pfadstiicke zu der Linge des entsprechenden Teilstiickes von L durch 2v/2 nach oben
beschrénkt ist.

Natiirlich sind die Stellen, an denen der Pfad zerstiickelt wird, nicht einfach beliebig
wéhlbar, sondern unterliegen bestimmten Gesetzméfigkeiten. Die einzelnen Pfadstiicke
sind das Resultat einer natiirlichen und einer kiinstlichen Zerstiickelung. Die natiirliche
Zerstiickelung des Pfades erfolgt an den Stellen, an denen der Pfad das Liniensegment
L = pq kreuzt. Bei der kiinstlichen Zerstiickelung wird der Pfad zunéchst an bestimmten
Stellen erweitert. Genauer, der Pfad wird genau dann erweitert, wenn er nach links
dreht und sich anschliefend wieder von L weg bewegt. Die Erweiterungen fithren zu
einer haufigeren Berithrung des Pfades mit L, als durch den urspriinglichen Pfadverlauf
vorgegeben. Wann immer nun der erweiterte Pfad mit L in Beriihrung kommt, oder L
kreuzt, wird der Pfad getrennt.

Sei z.B. b ein Punkt, der entlang des Pfades von p nach ¢ wandert, und nehmen wir an, b
befindet sich oberhalb von L und hat soeben nach links unten gedreht (Abbildung 3.33).
Ob nun eine Erweiterung des Pfades zu Stande kommt, hingt vom weiteren Pfadverlauf
ab. Erweitert wird der Pfad nur unter der Bedingung, dass sich b wieder von L weg
bewegt, bevor b auf L trifft. Angenommen dieser Fall tritt ein. An der Stelle, wo sich b
wieder von L weg bewegt, wird der Pfad erweitert, indem b solange in Richtung links
unten bewegt wird, bis b auf L trifft. Um den Pfadverlauf nach ¢ weiter fortzusetzen,
wird b von L aus in Richtung rechts oben zuriick bewegt, bis b wieder in den urspriing-
lichen Pfadverlauf einmiinden kann.
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Abbildung 3.33: Erweiterte Pfadstellen oberhalb L

Befindet sich b unterhalb von L (Abbildung 3.34), dann wird der Pfad in analoger
Vorgehensweise erweitert. Angenommen b hat nach links oben gedreht. Erweitert wird
der Pfad an der Stelle, an der sich b wieder von L weg bewegt. Die Form der Pfadstiicke
unterhalb von L entspricht somit quasi dem Spiegelbild der Pfadstiicke oberhalb von L.

L

Abbildung 3.34: Erweiterte Pfadstellen unterhalb L

Nach Lemma 3.14 gibt es fiir b nur zwei Moglichkeiten nach links zu drehen. Entweder
nach links unten, fiir b oberhalb von L, oder nach links oben, fiir b unterhalb von L.

Aufgrund der Einschrénkungen, die aus der Bewegungsrichtung von b (Lemma 3.14)
und der Ordnung der Li-Kreise entlang L (Lemma 3.13) folgen, kann jedes Pfadstiick
in eine Art Grundform gebracht werden, indem es so umgeformt wird, wie es folgende
Abbildung veranschaulicht. Dabei bleibt die Pfadlinge unveréndert.

m

________________ n

Abbildung 3.35: Pfadlange bleibt nach Umformung konstant

Mit einer weiteren kleinen Anderung wird daraus nun ein rechtwinkliges Dreieck mit
zwei gleich langen Katheten a, b mit ¢ = b und Hypotenuse ¢, wie Abbildung 3.36 zeigt.

In Dreiecken solcher Bauart gilt das Verhéltnis
b
a—+ _ \@7
c
was durch Anwendung des Satzes von Pythagoras gezeigt werden kann.

2 b
a2+b2202<:>2a2202<:>\f2a:c<:>2a:\f20<:>—a:\/§<:>a+ =2
c c
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Abbildung 3.36: Rechtwinkliges Dreieck mit zwei gleich langen Katheten

Die Hypotenuse c ist nun zwar ldnger als das Teilstiick von L, aber das braucht uns
nicht weiter zu stéren. Wichtig ist ndmlich nur, dass der Punkt n in Abbildung 3.35
nicht links vom Punkt m liegt, was mit Lemma 3.13 gezeigt werden kann. Dadurch ist
gewahrleistet, dass die Lénge des Teilstiickes von L mindestens halb so lang ist wie die
Hypotenuse ¢ des rechtwinkligen Dreiecks in Abbildung 3.36. Das Verhéltnis, aus der
Lénge des Pfadstiickes zu der Lange des entsprechenden Teilstiickes von L, ist dadurch
sicher durch 2v/2 nach oben beschrinkt. Da die Beschrinkung fiir alle Pfadstiicke gilt,
- in analoger Weise auch fiir die Pfadstiicke unterhalb von L - ist das Verhéltnis aus der
Linge des gesamten Pfades zur Lénge von L ebenfalls durch 2v/2 nach oben beschrinkt.
Somit ist der Pfad von p nach ¢ entlang den Kanten des Circle-Graphen, wie im Lemma
angegeben, nicht linger als 2v/2d(p, q). [ |

Nun muss geklart werden, welche Konsequenzen sich ergeben, wenn das Liniensegment pq
nicht mehr wie in der Voraussetzung von Lemma 3.10 horizontal ist. Die dazu dquivalente
Fragestellung lautet, was passiert, wenn das Liniensegment pq zwar weiterhin horizontal
bleibt, aber die quadratischen Kreise im Circle-Graphen dafiir um einen anderen Winkel
als 45° rotiert sind?

In der euklidischen Metrik stellt sich diese Frage nicht, da erstens ein euklidischer
Kreis keine Ausrichtung hat und zweitens die Grole des Umkreises eines euklidischen
Delaunay-Dreiecks konstant bleibt, wenn es gedreht wird (Abbildung 3.37). In der L;-
Metrik hingegen bewirkt die Drehung eines Li-Kreises im Allgemeinen eine Anderung
der 45° Rotation, und wird ein Lj-Delaunay-Dreieck gedreht, dann hat der L;-Umkreis
nach der Drehung unter Umsténden eine andere Grofle als vorher, wodurch die Pfadlénge
im Circle-Graphen betroffen ist.

Euklidischer Umkreis bleibt konstant

N

L1-Umkreis wird groesser

Abbildung 3.37: Drehung einer Szene
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Die Beweisidee des folgenden Lemmas besteht darin, die Szene geeignet zu drehen, so
dass das Liniensegment pg wieder horizontal ist, falls das vorher nicht der Fall gewesen
sein sollte. Bei negativer Steigung des Liniensegmentes pq wird die Szene nach links
gedreht und bei positiver Steigung nach rechts. Verlduft das Liniensegment pq senkrecht,
dann kann es beliebig gedreht werden. Der Winkel, um den die quadratischen Kreise im
Circle-Graphen nach der Drehung rotiert sind, wird mit « bezeichnet. Der Rest des
Beweises verlduft analog wie der zu Lemma 3.10, nur das a mit in die Berechnungen
integriert werden muss.

Lemma 3.15 Sei L1-DT(S) die Li-Delaunay- Triangulation einer Punktmenge S in der
Ebene, und sei CG der von Li-DT(S) abgeleitete Circle-Graph. Dann gibt es fiir zwei
beliebige Punkte p,q € S einen Pfad von p nach q entlang den Kanten von CG, der nicht
langer ist als

V10d(p, q) -

Beweis. Verlduft L horizontal, dann muss die Szene nicht gedreht werden, und die
Grofle des Winkels o betriagt unveréindert 45°. Verlduft L senkrecht, dann wird die Szene
um 90° nach links oder rechts gedreht, wodurch die L;-Kreise wieder ihre urspriingliche
Ausrichtung erhalten. Somit ergibt sich erneut o = 45°. Hat L eine negative Steigung
von 45°, dann wird die Szene um 45° nach links gedreht, woraus a = 0° folgt. Im dritten
Schritt von Algorithmus 1 wird aus der ’oberen linken Kante von C;* nun die 'linke Kante
von C;‘, und aus der 'unteren linken Kante von C;* wird die 'untere Kante von C;‘. Hat L
eine positive Steigung von 45°, dann wird die Szene um 45° nach rechts gedreht, woraus
a = 90° folgt. Im dritten Schritt von Algorithmus 1 wird aus der ’oberen linken Kante
von C;* jetzt die ’obere Kante von C;‘, und aus der 'unteren linken Kante von C;‘ wird
die ’linke Kante von C;‘.

Sei o € [0°,90°] also der Winkel, um den die quadratischen L;-Kreise im Circle-Graphen
rotiert sind, nachdem die Szene so gedreht wurde, dass das Liniensegment L = pq
horizontal ist. Aufler bei den beiden Spezialfillen o = 0° und o = 90° wird « immer
zwischen der z-Achse und der unteren linken Kante des entsprechenden Li-Kreises
gemessen. Zuerst wird der Fall behandelt, in dem der Pfad oberhalb von L verlduft.

o,
o,

< dcosa

dsin o < dcos

Abbildung 3.38: Pfadstiick oberhalb von L
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In Abbildung 3.38 ist exemplarisch ein Pfadstiick oberhalb von L zu sehen. Dabei ist
der Pfad blau dargestellt. Mit d wird das entsprechende Teilstiick von L bezeichnet,
dass sich nun in horizontaler Lage befindet. Die in rot gezeichnete Kante wird fiir die
Berechnung der Pfadldnge benttigt und verlduft parallel zur unteren linken Kante des
L1-Kreises. Im worst-case folgt der Pfad dem gepunkteten Verlauf, und aus dem auf
der roten Kante aufliegendem Rechteck wird dann ein Quadrat, da die Lange der beiden
seitlichen Kanten, die auf der roten Kante aufliegen, wegen Lemma 3.13 durch die Lénge
der roten Kante beschriankt ist. Betrachten wir dazu noch einmal die Abbildung 3.35
mit den Punkten n und m, wobei wegen Lemma 3.13 n nicht links von m liegen kann,
und denken wir uns die rote Kante mit @ = 45° hinzu. Im worst-case liegen also beide
Punkte genau senkrecht iibereinander, und auf der imaginéren roten Kante entsteht ein
Quadrat. Zur Bestimmung der gesamten Pfadldnge muss auf der linken Seite noch die
Kante mit Lénge dsin a hinzuaddiert werden. Somit ergibt sich im worst-case fiir das
Verhiltnis aus der Lange des Pfadstiickes entlang den Kanten des Circle-Graphen zu der
Lénge des entsprechenden Teilstiickes von L

dsino + 3dcos

= sina + 3 cos «
] +

= f1 (Oé) .
Fiir Pfadstiicke unterhalb von L (siehe Abbildung 3.39) ergibt sich demgemé&f

dcosa + 3dsin« .
= cosa + 3sin«

= fa(a).

< dsin o

ot
-

Abbildung 3.39: Pfadstiick unterhalb von L

Es wird nun gezeigt, dass die beiden Funktionen fi(a) und fa(«) bei /10 ihr Maximum
annehmen, wobei der Definitionsbereich auf das Intervall a € [0°,90°] eingeschrinkt
werden kann.

Zuerst wird die Funktion fi(«) untersucht.

fi(a) = sina + 3cosa
fi'(a) = cosa — 3sina

fi'"'(a) = —sina — 3cosa
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Die Nullstellen von f;’(«) sind potentielle Extrema.

fi'la) =0 <= cosa—3sina =0
<= cosa = Jsin«w
. s cosox
sina 3
< tana =
<~

1
3
arctan (%) =«

Ob es sich bei der gefundenen Nullstelle um ein Maximum handelt, kann durch Einsetzen
der Nullstelle in f1'/(«) ermittelt werden. Weitere Nullstellen gibt es innerhalb des
eingeschriankten Definitionsbereiches [0°,90°] nicht.

f1i ” (arctan (é)) = —sin (arctan (%)) — 3cos (arctan (%))
= —sin (arcsin (%)) — 3cos (arccos (%))
- __1 _ 3.3
V10 V10
— V0

Wegen f’’ (arctan (%)) < 0 hat f1(«) an der Stelle arctan (%) ~ 18.4° ein Maximum.
Der Funktionswert des Maximums ist 1/10, denn es gilt f1'/(a) = —f1(«).
Jetzt wird fa(«) untersucht.

f2(a) = cosa+ 3sina
fo'(a) = —sina+ 3cosa

f2''(a) = —cosa — 3sina

Die Nullstellen von f5'(«) sind potentielle Extrema.

fo'(a) =0 <= —sina+3cosa =0
<— —sina = —3cos«
S sina __
cosa 3
<— tana = 3
<~

arctan3 = «

Testen der Nullstelle durch Einsetzen in fa’’(«). Weitere Nullstellen gibt es innerhalb
des Definitionsbereiches [0°,90°] nicht.

f2!" (arctan3) = — cos (arctan 3) — 3sin (arctan 3)
= —cos (arccos <\/%—0)) — 3sin (arcsin (\/%»
= __1 _ 33
V10 TV10
= V10

Wegen fo'’ (arctan 3) < 0 hat fo(«) an der Stelle arctan 3 ~ 71.6° ein Maximum.

Der Funktionswert des Maximums ist v/10, denn es gilt fo'/(a) = — fa(a).
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Damit ist gezeigt, dass es fiir zwei beliebige Punkte p,q € S einen Pfad von p nach ¢
entlang den Kanten von C'G gibt, der nicht ldnger ist als v/10d(p, q). |

Noch eine kleine Anmerkung zu dem gerade gefithrten Beweis von Lemma 3.15. Fiir
a = 45° ergibt sich der Spezialfall aus Lemma 3.10, und im worst-case liegen die Punkte
m und n aus Abbildung 3.35 auf einer senkrechten Linie, wodurch auf der roten Kante
ein Quadrat entsteht. Im Beweis zu Lemma 3.10 hétte man nun anstelle tiber das recht-
winklige Dreieck mit zwei gleich langen Katheten auch wie folgt argumentieren kénnen.

Wegen
V2

sin 45° = cos 45° = -

folgt im worst-case fiir das Verhéltnis aus der Lénge des Pfadstiickes zu der Lénge des
entsprechenden Teilstiickes von L wie nicht anders zu erwarten

2 = 2V2.
d d V2

Jetzt muss noch gezeigt werden, dass das Resultat von Lemma 3.15 nicht nur fiir den
Pfad entlang den Kanten des Circle-Graphen gilt, sondern auch fiir den Pfad entlang
den Kanten der L;-Delaunay-Triangulation.

Theorem 3.16 Sei L-DT(S) die Li-Delaunay-Triangulation einer n-elementigen
Punktmenge S in der Ebene. Dann gibt es fiir zwei beliebige Punkte p,q € S einen
Pfad von p nach q entlang den Kanten von L1-DT(S), der nicht linger ist als

V10d(p, q) -

Fiir die Dilation gilt infolgedessen

dr,-pr(p,q)
o1, . = P VU Y < /10,
L1-07(8) paes  d(p.q) 0

Beweis. Der von Algorithmus 1 ausgegebene Pfad wandert entlang den Kanten des
Circle-Graphen, der aus den quadratischen Umkreisen aller Dreiecke von Li-DT(S)
besteht. Um von Punkt zu Punkt zu gelangen wandert der Pfad also jeweils auf der
Kante des quadratischen Umkreises des entsprechenden L;-Delaunay-Dreiecks.

Abbildung 3.40: Abkiirzung zwischen zwei Punkten
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In Abbildung 3.40 ist nun deutlich zu sehen, dass die Kanten eines Dreiecks jeweils eine
Abkiirzung beziiglich den entsprechenden Kanten des umschlieenden quadratischen Lq-
Kreises darstellen. Somit kann die Dreiecksungleichung angewendet werden mit dem
Ergebnis, dass der Pfad entlang den Kanten von L;-DT'(S) nicht ldnger sein kann als
der Pfad entlang den Kanten des Circle-Graphen. |

Eine untere Schranke fiir den Wert Ar,_pr = supdr,.pr(S) ist 2, denn es kann ein
Beispiel einer Lji-Delaunay-Triangulation mit Dilation 2 angegeben werden, wie die
folgende Abbildung zeigt.

Abbildung 3.41: Beispiel mit d1,,_pr(S) = 2

Alle Punkte liegen auf einem leeren Lq-Kreis. Es gibt zwei Pfade von p nach ¢ entlang
den Kanten des Li-Kreises, und beide Pfade sind doppelt so lang wie der euklidische
Abstand zwischen p und ¢. In der Li-Metrik befindet sich die kleinste obere Schranke
fiir den Wert der Dilation einer Lj-Delaunay-Triangulation somit in dem Intervall

2 v,

wobei der Autor vermutet, dass zumindest die obere Schranke nicht scharf ist.

3.2.3 Anwendung in der Bewegungsplanung

Das in Theorem 3.16 bewiesene Ergebnis hat eine niitzliche Anwendung [Che86].
Gemeint ist die Bewegungsplanung in der Ebene. Man stelle sich eine Umgebung vor
mit verschiedenen Hindernissen sowie einem Start- und Zielpunkt, wobei die Hindernisse
eine polygonale Form haben. Sei R eine Menge von Polygonen in der Ebene, und sei n
die Anzahl der Eckpunkte sdmtlicher Polygone aus R. Der Startpunkt wird mit s und
der Zielpunkt mit z bezeichnet. Der Einfachheit halber seien auch die beiden Punkte s
und z - quasi als entartete Polygone - in der Menge R enthalten. Gesucht wird ein Pfad,
der ohne die Hindernisse zu kollidieren von s zu z fithrt und dessen Lénge weniger als
v/10-mal so lang ist wie der optimale Pfad.

Der optimale Pfad kann mit Hilfe des Sichtbarkeits-Graphen gefunden werden, in dem
je zwei Punkte genau dann miteinander verbunden werden, wenn sie sich gegenseitig
sehen konnen, d.h. ihr Liniensegment kommt mit keinem Hindernis in Beriihrung. Der
n-Knoten Sichtbarkeitsgraph kann in Zeit O(n?) berechnet werden, und der Algorithmus
von Dijkstra benstigt nochmals Zeit O(n?), um darin den kiirzesten Pfad zu bestimmen.
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Eine etwas weniger optimale, aber dafiir effizientere und mit der Thematik verwandte
Losung des Problems wird nun vorgestellt. Sie beruht auf einer Triangulation, in der alle
Polygone aus R integriert sind, aber ansonsten groftmogliche Ubereinstimmung mit der
L;i-Delaunay-Triangulation aufweist (Abbildung 3.42). Diese etwas entartete Variante
wird nun definiert und Constrained L -Delaunay- Triangulation genannt.

Definition 3.17 Sei R eine Menge von polygonalen Hindernissen in der Ebene. Fine
Constrained Li-Delaunay-Triangulation der Menge R ist eine Triangulation T von R,
so dass die Kanten aller Polygone aus R in T enthalten sind. Jede Kante e von T ist
entweder eine Kante aus R oder es existiert ein L1-Kreis C' mit den folgenden beiden
FEigenschaften:

1. Die Endpunkte von e liegen auf dem Rand von C.

2. Liegt ein Eckpunkt eines Hindernisses aus R im Innern von C, dann kann er von
beiden Endpunkten der Kante e nicht gesehen werden.

Abbildung 3.42: CL1-DT(R) fiir eine Menge R aus drei Polygonen

Die Constrained L;-Delaunay-Triangulation ist in Zeit O(nlogn) berechenbar. Da es
sich hierbei um einen planaren Graphen handelt, benotigt Dijkstra‘s Algorithmus zum
Auffinden des kiirzesten Pfades ebenfalls nur Zeit O(nlogn). Somit haben wir eine
brauchbare Approximation zum optimalen Pfad.

Theorem 3.18 Sei R eine Menge von polygonalen Hindernissen in der FEbene, und
sei CL1-DT(R) die Constrained Li-Delaunay-Triangulation von R. Sind die Punkte s
und z in R enthalten, dann g¢ibt es einen Pfad von s nach z entlang den Kanten von
CL1-DT(R), dessen Linge hichstens v/10-mal so lang ist wie der optimale Pfad.

Beweis. Es wird nur die Beweisidee kurz skizziert. Sei P der optimale Pfad von s
nach z entlang den Kanten des Sichtbarkeits-Graphen. Betrachten wir ein geradliniges
Teilstiick von P, welches von p nach ¢ fithrt, wobei p und ¢ Eckpunkte von Polygonen
aus der Menge R sind und das sonst keine weiteren Eckpunkte enthélt. Mit geringen
Anderungen kann Theorem 3.16 erweitert werden, um zu zeigen, dass es entlang den
Kanten von CL;-DT(R) einen Pfad von p nach ¢ gibt, der nicht linger als v/10d(p, q)
ist. Da es nun fiir jedes geradlinige Teilstiick von P solch einen Pfad gibt, folgt daraus,
dass es in CL;-DT(R) einen Pfad von s nach z gibt, dessen Linge hochstens v/10-mal
so lang ist wie der optimale Pfad. ]
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3.3 Dreieck-Metrik

Dieser Abschnitt beinhaltet den Beweis der kleinsten bekannten oberen Schranke fiir
die Dilation von Delaunay-Triangulationen in der Dreieck-Metrik, wobei zur Berechnung
der Dilation wieder die euklidische Metrik verwendet wird. Bei der Dreieck-Metrik, oder
wie fortan kurz geschrieben wird A-Metrik, basiert die konvexe Distanzfunktion zur
Konstruktion der Delaunay-Triangulationen auf einem gleichseitigem Dreieck. Genau
genommen handelt es sich hierbei nicht um eine Metrik, da die Symmetriebedingung
nicht erfiillt ist. Diese gilt ndmlich nur, wenn der Einheitskreis in bezug auf den Nullpunkt
symmetrisch ist. Auch wenn die Bezeichnung somit mathematisch nicht korrekt ist, wird
sie aus Griinden der einfacheren Lesbarkeit trotzdem beibehalten.

Es wird sich herausstellen, dass es in einer A-Delaunay-Triangulation zwischen je zwei
Punkten immer einen Pfad gibt, der nur hochstens doppelt so lang ist wie der geradlinige
euklidische Abstand. Damit ist in der A-Metrik eine optimale Schranke fiir die Dilation
von A-Delaunay-Triangulationen gefunden, denn wie wir spater noch sehen werden ist
es moglich eine Punktmenge S zu definieren mit dA_pr(s) = 2.

3.3.1 Besonderheiten der Dreieck-Metrik

Der Einheitskreis nimmt in der A-Metrik die Form eines gleichseitigen Dreiecks an und
ist wie in folgender Abbildung ausgerichtet.

(-1,v3)

F (2,0)
L U

(—=1,—v3)

Abbildung 3.43: Der Einheitskreis in der A-Metrik

Um den Abstand zweier Punkte zu ermitteln, wird der A-Einheitskreis an einem Punkt
zentriert und solange expandiert, bis der Rand des Kreises den zweiten Punkt enthélt.
Der Abstand entspricht dann dem Faktor, um den der A-Einheitskreis skaliert werden
muss.

Ipq| |ap|
) = ° oo d(q,p) =
pg’| | P d 7 4 lqp’|

Abbildung 3.44: Symmetriebedingung wegen d(p, q) # d(q, p) nicht erfiillt
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Sei S eine Punktmenge in der Ebene. Wie schon in der Li-Metrik sind die A-Voronoi-
Regionen im Allgemeinen nicht konvex und nicht jede Kante der konvexen Hiille von S
muss eine A-Delaunay-Kante sein.

Abbildung 3.45: A-Voronoi-Diagramm (links) und A-Delaunay-Triangulation (rechts)

Bei der Betrachtung von Abbildung 3.45 féllt auf, dass die beiden am weitesten rechts
liegenden Punkte nicht durch eine A-Delaunay-Kante verbunden sind. Allerdings wére
es durchaus moglich, den wie in Abbildung 3.43 ausgerichteten A-Kreis so zu platzieren,
dass der Rand durch beide Punkte verlduft, ohne dabei andere Punkte aus S in seinem
Innern zu enthalten. Demnach miissten also beide Punkte durch eine A-Delaunay-Kante
verbunden sein. Desweiteren gibt es z.B. fiir das rote A-Delaunay-Dreieck oben links
keinen leeren A-Umkreis und fiir das blaue A-Delaunay-Dreieck daneben keinen A-
Kreis, dessen Rand alle drei Punkte enthélt.

Die geschilderte Problematik wiirde hier nicht auftreten, wenn der A-Kreis die entge-
gengesetzte Ausrichtung hitte. Deshalb sind in den folgenden Ausfiihrungen zwei Kreise
zu beriicksichtigen und zu unterscheiden. Zur Abstandsberechnung wird weiterhin der
nach rechts ausgerichtete A-Kreis verwendet und zur Uberpriifung, ob es einen leeren
dreieckigen Kreis um eine A-Delaunay-Kante sowie um ein A-Delaunay-Dreieck gibt, der
nach links ausgerichtete A-Kreis (Abbildung 3.46). Damit stets klar ist, mit welchem
A-Kreis wir gerade arbeiten, wird die Ausrichtung ab jetzt immer mit angegeben.

Abbildung 3.46: Der nach links ausgerichtete /A-Kreis



KAPITEL 3. DILATION VON DELAUNAY-TRIANGULATIONEN 64

Die Eigenschaft, dass es um jedes A-Delaunay-Dreieck einen leeren nach links aus-
gerichteten A-Kreis gibt, ist Grundlage der folgenden Definition einer A-Delaunay-
Triangulation, die auch die Tatsache beriicksichtigt, dass nicht fiir jedes Dreieck ein
nach links ausgerichteter A-Kreis mit allen drei Punkten auf dem Rand existiert. Damit
ist die Dualitét zum A-Voronoi-Diagramm weiterhin gegeben.

Definition 3.19 Die A-Delaunay-Triangulation einer Punktmenge S ist eine Triangu-
lation von S, in der es fiir jedes Dreieck einen leeren nach links ausgerichteten /\-Kreis
gibt, der alle drei Punkte aus S auf dem Rand enthdlt.

Die Zeitkomplexitit fiir die Konstruktion einer A-Delaunay-Triangulation betrigt er-
wartungsgeméf O(nlogn) [Dry90]. Dabei spielt es keine Rolle, ob die A-Delaunay-
Triangulation in linearer Zeit vom entsprechenden Voronoi-Diagramm abgeleitet wird,
oder ob man alternativ eine direkte Berechnungsmethode wihlt.

3.3.2 Obere Schranke fiir die Dilation

Der bereits aus Abschnitt 3.2 bekannte Autor L. Paul Chew zeigt in seinem Artikel
,There are planar graphs almost as good as the complete graph®“ [Che89], dass

In-pr(S) < 2

gilt. Der Beweis verlauft in weiten Teilen dhnlich wie der Beweis im vorigen Abschnitt fiir
die Li-Metrik. Dennoch wird er ausfiihrlich erldutert, auch wenn sich einige Textpassagen
wiederholen werden. Auf Gemeinsamkeiten und Abweichungen wird explizit hingewiesen.

Als Erstes wird zur Vereinfachung und Vermeidung einiger Spezialfille in den Beweisen
A-DT(S) wieder auf die gesamte Ebene ausgedehnt.

Abbildung 3.47: A-DT(S) umspannt die komplette Ebene
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Wie in Abbildung 3.47 zu erkennen ist, werden dazu drei Punkte bendétigt, die den
Eckpunkten einer unendlich grofien Version des zur Abstandsberechnung definierten und
somit also nach rechts ausgerichteten, A-Kreises entsprechen. Wenn wir die Punkte

(2,0), (=1,v3) und (—1, —V3)

in ein Koordinatensystem eintragen und geeignet miteinander verbinden, dann ergibt
sich der nach rechts ausgerichtete /A-Einheitskreis. Werden diese Punkte anschliefflend
mit einer Zahl w, mit w — oo, multipliziert, so erhélt man fiir das gesuchte Dreieck die
unendlich fernen Eckpunkte

(2’[1), 0)7 (*’U), \/gw) und (7w’ 7\/311}),
die zur Punktmenge S hinzugefiigt werden.

Der Beweis startet wie gewohnt mit der Annahme, dass die Punkte p, ¢ € S horizontal auf
der z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems liegen und dass die z-Koordinate von
p kleiner als die von ¢ ist. Mit L wird das Teilstiick der z-Achse von p nach ¢ bezeichnet.

Wenn eine A-Delaunay-Triangulation diese Annahme beriicksichtigt, dann gibt es einen
Pfad von p nach ¢ entlang den Kanten von A-DT(S) gibt, dessen Linge

< V3d(p,q)

ist. Bewiesen wird das mit Hilfe des Circle-Graphen, der aus den nach links ausgerichte-
ten A-Umkreisen aller Dreiecke von A-DT(S) besteht und dessen genaue Definition in
Abschnitt 3.2.2 nachgelesen werden kann. Die Einschrankung, dass das Liniensegment
pq horizontal sein muss, wird spéter aufgehoben. In A-DT'(S) ist die kiirzeste Pfadlénge
zwischen zwei beliebigen Punkten p und ¢ aus S immer

<2d(p,q).

Lemma 3.20 Sei A-DT(S) die A-Delaunay-Triangulation einer n-elementigen Punkt-
menge S in der Ebene. Wenn p € S den Anfangspunkt und ¢ € S den Endpunkt eines
horizontalen Liniensegmentes L = pq markieren, dann gibt es einen Pfad von p nach q
entlang den Kanten von A-DT(S), der nicht linger ist als

V3d(p.q).

Beweis. Der im Beweis von Lemma 3.10 priasentierte Algorithmus 1, der einen Pfad von
p nach ¢ entlang den Kanten des von Li-DT'(S) abgeleiteten Circle-Graphen berechnet,
kann hier praktisch ohne wesentliche Anderungen iibernommen werden. Es ist lediglich
zu beachten, dass der von A-DT(S) abgeleitete Circle-Graph nun aus lauter nach links
ausgerichteten gleichseitigen Dreiecken besteht und daher Schritt 3 leicht modifiziert
werden muss. Es werden trotzdem alle Schritte hier noch einmal vollstindig angegeben,
um ldstiges hin und her bléttern zu vermeiden.
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ALGORITHMUS 2

1. Sei L = pq das horizontale Liniensegment von p nach ¢, mit p auf der linken Seite.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass aufler p
und ¢ keine weiteren Punkte aus S auf L liegen, denn wenn zwischen p und ¢ ein
Punkt, z.B. b, liegen wiirde, dann kénnte rekursiv der Pfad von p nach b sowie von b
nach g berechnet werden. Das Zusammenfiigen beider Pfade wiirde dann wieder
einen Pfad von p nach ¢ liefern. Sei A-DT(S)’ der Teilgraph von A-DT'(S), der
nur aus denjenigen A-Delaunay-Dreiecken besteht, die ein Teilstiick von L in ihrem
Innern enthalten. Zu beachten ist, dass die Dreiecke des Teilgraphen A-DT'(S)’
von links nach rechts entlang L geordnet sind. Der Pfad wird nun sukzessiv beim
Durchlaufen von einem Knoten zum néchsten konstruiert, wobei der Algorithmus
lediglich mit den Knoten und Kanten von A-DT(S)’ und den entsprechenden nach
links ausgerichteten A-Kreisen aus dem Circle-Graphen arbeitet. Mit P; wird die
aktuelle Position auf dem Pfad angezeigt. Bei dieser Position kann es sich immer
nur um einen Knoten von A-DT(S)’ handeln. Zu Beginn ist i = 0 und Py gerade
der Punkt p.

2. Sei A; das am weitesten rechts liegende Dreieck von A-DT(S)’, welches P; als
Knoten enthélt, und sei C; der nach links ausgerichtete /A-Kreis im Circle-Graph
um A;. Dann muss sich einer der beiden verbleibenden Knoten von 4A;, genannt
Ppen, oberhalb L und im Uhrzeigersinn entlang des Randes C; von P; aus befinden.
Der andere, genannt P,pien, liegt dementsprechend unterhalb L und ist entgegen
dem Uhrzeigersinn entlang des Randes C; von P; aus zu erreichen. Es ist natiirlich
auch moglich, dass einer der beiden Knoten gerade ¢ ist und damit auf L liegt.
Daher soll der Punkt ¢ als oberhalb sowie als unterhalb von L angesehen werden.

3. IF (P, ist auf der oberen linken Kante von C;)
THEN gehe im Uhrzeigersinn um Cj
ELSE IF (P, ist auf der unteren linken Kante von Cj)
THEN gehe entgegen dem Uhrzeigersinn um Cj
ELSE IF (P, ist auf der rechten Kante von C;)
THEN gehe zu L

rechte Kante

Abbildung 3.48: Bewegungsrichtungen in Schritt 3

4. Fahre in dieser Weise fort, so dass in jedem Schritt entweder P, oder Pynten
erreicht wird, und benenne den Knoten in P;;; um. Wenn F;; identisch ist mit
dem Endpunkt ¢, dann sind wir fertig. Andernfalls wird ¢ inkrementiert, und es
geht wieder zu Schritt 2.
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An dieser Stelle wird der Beweis unterbrochen, um zunichst einige Eigenschaften des
von Algorithmus 2 ausgegebenen Pfades aufzuzeigen. Es folgen drei Lemmata, wobei die
beiden folgenden identisch sind mit Lemma 3.11 und Lemma 3.12 aus Abschnitt 3.2.2.

Lemma 3.21 Alle A; € A-DT'(S)’ aus Schritt 2 von Algorithmus 2 sind von links nach
rechts entlang L geordnet.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der sukzessiven Benutzung aller 4A;, also der
jeweils am weitesten rechts liegenden Dreiecke, die P; enthalten. ]

Lemma 3.22 Algorithmus 2 terminiert und liefert einen Pfad von p nach q entlang den
Kanten des Clircle-Graphen.

Beweis. In Schritt 2 befinden sich Ppe, und Pynten rechts von P;, und in Schritt 4
wird entweder P,pe,, oder Pypien zu Piy1. Wird die Sequenz {P;} der aufeinanderfolgen-
den Knoten P; anstelle mit Kanten des Circle-Graphen mit Kanten des Teilgraphen
A-DT(S)’ verbunden, so entsteht ein Pfad in A-DT(S)’. Da der Teilgraph A-DT'(S)’
nur aus einer endlichen Anzahl von A-Delaunay-Dreiecken besteht, ist somit auch die
Anzahl der daraus benéttigten A; begrenzt. Nach Lemma 3.21 werden diese A; der Reihe
nach von links nach rechts abgearbeitet bis der Endpunkt ¢ erreicht wird. |

Algorithmus 2 liefert einen Pfad IT entlang den Kanten des Circle-Graphen. Wird die
Sequenz {P;} der dabei besuchten Knoten P; mit Kanten aus A-DT'(S)’ verbunden, so
erhélt man den Pfad P.

Abbildung 3.49: Unterschiedliche Routen zwischen P; und P;1

Die Sequenz { P;} der Knoten P; wird also von IT als auch von P in derselben Reihenfolge
durchlaufen. Zum Beweis von Lemma 3.20 ist der Pfad P ausschlaggebend. Er darf die
angegebene Pfadlange nicht iiberschreiten. Das folgende Lemma nimmt vorweg, was
in Abschnitt 3.22 erst im Beweis zu Theorem 3.16 aufgezeigt wurde, ndmlich dass die
Pfadléange von P beschrankt ist durch die Lange des Pfades I entlang den Kanten des
Circle-Graphen.
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Lemma 3.23 Sei P der Pfad entlang den Kanten von A-DT(S)’, und sei II der Pfad
entlang den Kanten des von A-DT(S)' abgeleiteten Circle-Graphen. Dann gilt

[P < ]

Beweis. Die Aussage folgt aus der Dreiecksungleichung. Ein Blick auf Abbildung 3.49
verdeutlicht, dass die Linge einer Kante eines A-Delaunay-Dreiecks kiirzer ist als die
Lange der entsprechenden Kante des nach links ausgerichteten A-Umkreises. |

Wir konnen nun mit dem Beweis von Lemma 3.20 fortfahren.

Beweis von Lemma 3.20. Es muss gezeigt werden, dass

|P|
<3
|L|

gilt, wobei es wegen |P| < |II| auch geniigt

| 11]
< V3
L]

zu zeigen. Davon wird nun auch Gebrauch gemacht, denn aufgrund der regelméfigen
Struktur eignet sich der Pfad IT besser fiir eine Langenanalyse als der Pfad P.

Die weitere Vorgehensweise ist wieder identisch mit der im Beweis von Lemma 3.10.
Zunéchst werden IT und L jeweils in einzelne Teilstiicke zerlegt. Dazu wird sowohl der
Pfad I als auch das Liniensegment L an allen Stellen geteilt, an denen sie sich kreuzen.
Die dadurch entstehenden Pfadstiicke, deren Sequenz mit {II;} und {L;} bezeichnet
wird, werden dann auf ihre Lénge analysiert. Fiir jedes j haben II; und L; jeweils
gemeinsame Start- und Endpunkte. Der Beweis ist vollbracht, wenn gezeigt werden kann,
dass

Ll < v

L
fiir jedes j gilt.

Die Liniensegmente von I7 sind allesamt Bestandteile von nach links ausgerichteten
gleichseitigen Dreiecken. Daher konnen die Winkel der Liniensegmente nur vier verschie-
dene Werte annehmen (Abbildung 3.50). Da die rechte Dreiecks-Kante genau senkrecht
verlduft, sind die moglichen Werte der Winkel

e +30° fiir die linke obere Kante,

e — 30° fiir die linke untere Kante,

e 1+ 90° fiir die rechte senkrechte Kante von unten kommend und

e —90° fiir die rechte senkrechte Kante von oben kommend,

wobei das horizontale Liniensegment L mit 0° die Messungsgrundlage bildet.
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Abbildung 3.50: Winkel der Liniensegmente

Es wird nun gezeigt, dass fiir jedes j das jeweils erste Liniensegment von II; entweder
mit +30° oder mit —30° startet. Fiir j = 1 befindet sich das erste A-Delaunay-Dreieck
von A-DT(S)’ rechts vom Startpunkt p. Also liegt p auf der oberen oder unteren linken
Kante des leeren nach links ausgerichteten /A-Kreises um dieses /A-Delaunay-Dreieck.
Wegen Schritt 3 in Algorithmus 2, kann II; - das erste Teilstiick von I/ beginnend
bei p - also nur mit einem Winkel von entweder +30° oder —30° starten. Fiir alle
verbleibenden II; kann &hnlich argumentiert werden. Da in Schritt 2 jeweils das am
weitesten rechts liegende /A-Delaunay-Dreieck gewéihlt wird, gibt es fiir den von Algo-
rithmus 2 ausgegebenen Pfad I nur zwei Moglichkeiten das horizontale Liniensegment L
zu durchkreuzen.

1. P; befindet sich oberhalb von L und auf der unteren linken Kante des leeren nach
links ausgerichteten A-Kreises C; im Circle-Graphen.

2. P; befindet sich unterhalb von L und auf der oberen linken Kante des leeren nach
links ausgerichteten A-Kreises C; im Circle-Graphen.

Somit gilt fiir alle I}, dass ihre jeweils auf L startenden Liniensegmente einen Winkel
von 4+30° oder —30° haben miissen.

Die Form der Pfadstiicke II; ist schematisch, egal ob II; mit 4-30° startet und oberhalb
des Liniensegmentes L verlduft oder mit —30° startet und unterhalb L verlduft. Die
strukturelle Beschaffenheit ist bei allen Pfadstiicken identisch. Daher kann die weitere
Betrachtung ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf ein oberhalb von L verlaufen-
des Pfadstiick II; gerichtet werden, denn die Form der Pfadstiicke unterhalb von L
entspricht lediglich dem Spiegelbild der Pfadstiicke oberhalb von L (Abbildung 3.51).
Wie oben bereits festgestellt, wird II; das Liniensegment L erst kreuzen, wenn II; auf
einen Knoten trifft, der sich auf der unteren linken Kante eines leeren und nach links
ausgerichteten A-Kreises im Circle-Graphen befindet. Bis zu diesem Knoten ist der
Pfadverlauf von II; dadurch gekennzeichnet, dass alle vorherigen Knoten von II; jeweils
im Uhrzeigersinn mit Kanten des Circle-Graphen verbunden wurden, wie man Schritt 3
aus Algorithmus 2 entnehmen kann. Innerhalb von II; bewegt sich der Pfad also immer
nur in Richtung +30° oder —90°. Kommt es schliellich zu einer Kreuzung mit L, so hat
nur das letzte Segment von II; die Richtung —30°.
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Abbildung 3.51: Pfadverlauf entlang den Kanten des Circle-Graphen

Die Grundform aller oberhalb von L verlaufenden Pfadstiicke sieht demnach so aus, dass
zundchst einige Kanten mit Winkeln von 4+30° und —90° vorangehen und am Ende eine
Kante mit —30° folgt, falls L gekreuzt wird. Ohne die Pfadldnge zu verdndern, kann der
Pfad wie in folgender Abbildung umgeformt werden.

Abbildung 3.52: Pfadlénge bleibt nach Umformung konstant

In Abbildung 3.52 ist auch gut zu erkennen, wie der worst-case des Verhaltnisses |I1;|/| L]
aussieht. Das Verhéltnis |11;|/|L;| wachst umso stérker, desto kiirzer das letzte Segment
von [I; ist. Daher geht beim worst-case die Lénge des Endstiickes, also der Kante mit
Winkel —30°, gegen Null, und der Pfad von II; nimmt zusammen mit L; die Form eines
rechtwinkligen Dreiecks mit den Winkeln 30°, 60° und 90° an.

[NJISH

Abbildung 3.53: worst-case des Verhaltnisses |I1;|/|L;]

Fiir Dreiecke dieser Bauart muss nun

11|

< V3
1L

gezeigt werden. Da wir es hier sozusagen mit einem halben gleichseitigen Dreieck zu tun
haben, setzt sich II; aus der Hypotenuse mit Lénge d und einer Kathete mit Lange d/2
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zusammen. Diese beiden Angaben geniigen, um mit dem Satz des Pythagoras die Léinge

von L; zu bestimmen.
d\ 2
|L]‘ 2 + <2) = d2

L|? = 4d? —d?
/ 4
1Lj| = \/Sd

Wird nun die Lénge von II; durch die Lange von L; geteilt, so erhélt man

3d
| 11| 92 V3
_— = = = 3
1Ll V/3d

2

fiir den worst-case. Damit ist gezeigt, dass |II;|/|L;| < V/3 fiir alle j gilt. Werden nun
alle Pfadstiicke wieder zusammengesetzt, dann ergibt sich insgesamt |IT|/|L| < v/3, und
da wegen Lemma 3.23 |P| < |II| ist, folgt zu guter Letzt |P|/|L| < +/3. Damit ist der
Beweis von Lemma 3.20 vollbracht. |

Unter der Einschriankung, dass die Punkte p und ¢ auf einem horizontalen Liniensegment
liegen, gibt es also einen Pfad von p nach g, der nicht linger ist als v/3d(p, q).

Aus denselben Griinden, wie im vorigen Abschnitt 3.2.2 fiir die Li-Metrik, muss nun
geklirt werden, welche Konsequenzen sich ergeben, wenn das Liniensegment pq nicht
mehr wie in der Voraussetzung von Lemma 3.20 horizontal ist.

In der euklidischen Metrik ist es gleichgiiltig, ob L = pq horizontal ist oder nicht,
da erstens ein euklidischer Kreis keine Ausrichtung hat und zweitens die Grofle des
Umkreises eines euklidischen Delaunay-Dreiecks konstant bleibt, wenn es gedreht wird. In
der A-Metrik hingegen bewirkt die Drehung eines nach links ausgerichteten A-Kreises im
Allgemeinen eine Anderung der Ausrichtung, und wird ein A-Delaunay-Dreieck gedreht,
dann hat der nach links ausgerichtete A-Umkreis nach der Drehung unter Umsténden
eine andere Grofle als vorher, wodurch die Pfadlénge im Circle-Graphen betroffen ist.

Euklidischer Umkreis bleibt konstant

o

A-Umkreis wird groesser

Abbildung 3.54: Drehung einer Szene
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Waihrend die Beweisidee von Lemma 3.15 darin bestand, die Szene so zu drehen, dass
das eventuell schiefe Liniensegment pg wieder horizontal ist und den Winkel, um den
die quadratischen Kreise im Circle-Graphen rotiert sind, anzupassen, wird im Beweis
des folgenden und im Prinzip inhaltsgleichen Theorems 3.24 eine etwas andere Strategie
verfolgt (Abbildung 3.55). Nachdem L; C L in eine allgemeine Lage gebracht wurde,
werden die dreieckigen Kreise des Circle-Graphen nicht mitgedreht, sondern es wird
fir jedes - nun nicht mehr notwendigerweise horizontales - Liniensegment L; = p’q’
ein nach links ausgerichteter A-Kreis so platziert, dass L; am linken Eckpunkt des A-
Kreises startet und an der gegeniiberliegenden senkrechten Kante endet, also vollsténdig
im Innern des A-Kreises verlduft. Die Schrége des Liniensegmentes L; wird durch den
Winkelparameter o beschrieben.

x — Achse

!/

q

Abbildung 3.55: Beweisidee zu Theorem 3.24

Theorem 3.24 Sei A-DT(S) die A-Delaunay-Triangulation einer n-elementigen Punkt-
menge S in der Ebene. Dann gibt es fiir zwei beliebige Punkte p,q € S einen Pfad von p
nach q entlang den Kanten von A\-DT(S), der nicht linger ist als

2d(p,q) .

Fir die Dilation gilt infolgedessen

da-pr(p,q)
Sp.pr(S) = max ADTP9)
2t = S )

Beweis. Fiir zwei beliebige Punkte p,q € S wird im Circle-Graphen von A-DT(S)
ein Pfad gesucht, der nicht linger ist als 2d(p, q). Wie bereits bekannt, lisst sich der
gezackte Pfadverlauf begradigen, ohne dabei die Lange zu veréindern. Als erstes wird nun
ein nach links ausgerichteter A-Kreis so platziert, dass einer der Eckpunkte entweder
auf p oder auf ¢ liegt und das Liniensegment pg durch das Innere des A-Kreises verlauft.
In der folgenden Abbildung 3.56 ist dazu ein Beispiel gegeben.
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x — Achse

Abbildung 3.56: Platzierung des A-Kreises auf das Liniensegment pq

Wenn ein Eckpunkt auf p platziert ist, dann wird mit 3 der Winkel zwischen dem nun
nicht mehr horizontalen Liniensegment L = pq und der x-Achse bezeichnet, bei der wir
annehmen, dass sie p enthélt. Aufgrund der Gleichseitigkeit des A-Kreises kann ( je
nach Lage von L nur Werte aus den drei Intervallen

[—30°, 4 30°], [+90°, 4 150°] und [— 150°, — 90°]

annehmen, wie Abbildung 3.57 verdeutlicht.

Abbildung 3.57: Die moglichen Werte von 3

Wenn der Winkel § zwischen L und der z-Achse nicht innerhalb dieser drei Intervalle
liegt, dann wird ein Eckpunkt des A-Kreises einfach auf ¢ anstelle auf p platziert
(Abbildung 3.58). Damit liegt 5 wieder innerhalb der drei Intervalle, und L verlduft
durch das Innere des A-Kreises.

x — Achse

Abbildung 3.58: Winkelwerte aulerhalb der drei Intervalle
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Das Verhéltnis |IT]/|L| &ndert sich nicht, wenn die Szene gedreht wird oder die Namen
von p und g vertauscht werden. Daher ist es moglich ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit anzunehmen, dass der nach links ausgerichtete A-Kreis wie in folgender Abbildung
auf p platziert ist.

Abbildung 3.59: Standard Platzierung des A-Kreises auf pq

Mit o wird der Winkel zwischen L und der z-Achse am Knoten p bezeichnet. Nach
einer etwaigen Drehung muss der /A-Kreis natiirlich wieder nach links ausgerichtet sein.
Sollte beispielsweise eine Sitution wie in Abbildung 3.60 vorliegen, dann iibernimmt die
Winkelhalbierende des A-Kreises am Knoten p die Funktion der z-Achse.

Abbildung 3.60: Drehung zur Standard Platzierung

Sei also der nach links ausgerichtete A-Kreis wie in Abbildung 3.59 platziert. Die Werte
von « kénnen sich somit nur in dem Intervall

[—30°, +30°]

bewegen. Fiir o = 0° ergibt sich der Spezialfall von Lemma 3.20, in dem das Linien-
segment L = pq horizontal sein musste. Der Rest des Beweises kann nun auch analog
wie der von Lemma 3.20 gefiihrt werden, nur muss der Winkel « als Parameter mit in
die Berechnungen einflielen, und es muss unterschieden werden, ob II oberhalb oder
unterhalb von L verlauft.
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Sowohl II als auch L werden wieder in Teilstiicke zerlegt, indem sie an allen Stellen
geteilt werden, an denen sie sich kreuzen. Die resultierende Sequenz der Pfadstiicke wird
mit {/1;} und {L;} bezeichnet. Fiir jedes j haben I7; und L; jeweils gemeinsame Start-
und Endpunkte. An jedem Startpunkt wird der nach links ausgerichtete A-Kreis wieder
neu platziert. Der Beweis ist vollbracht, wenn gezeigt werden kann, dass

| 11|

L AN ))
| L

£

fiir jedes j gilt. Betrachten wir zunéchst den Fall, in dem II; oberhalb von L; verlduft.
Sei p’ der Startpunkt und ¢’ der Endpunkt fiir ein Pfadstiick I7;. Im worst-case besteht
der Pfad dann aus der kompletten +30°-Kante und einem Stiick der —90°-Kante des
nach links ausgerichteten A-Kreises.

%|Lj|cosa

-------- x — Achse

|L;| sin ax

/

E q

Abbildung 3.61: worst-case fiir II; oberhalb von L

Die Léngen der Dreiecksseiten kénnen mit den Winkelfunktionen im rechtwinkligen
Dreieck in Abhéngigkeit von L; und a miihelos berechnet werden. Hilfreich ist dabei
die Kenntnis der Werte cos 30° = \/§/ 2 und sin30° = 1/2. Fiir II; ergibt sich somit
insgesamt die Lénge

2
V3
= V3|Lj|cosa +|L;|sina.

1
|II;| = |Lj\cosa+%|Lj|cosoz+|Lj|sina

Wird |II;| durch |L;| geteilt, dann erhdlt man

|11;] _ V3|Lj| cosa + |Lj| sin

| Ly | Ly

= \/gcosoz—l—sina
= fl(Oé) .

Bei ao = 30° erreicht diese Schranke ihren maximalen Wert 2, wie nun gezeigt wird. Der
Definitionsbereich kann dabei auf das Intervall o € [—30°, 4+30°] eingeschrénkt werden.

fi(e) = V3cosa +sina
fi'(a) = —V3sina + cosa
fi''(a) = —V3cosa —sina
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Die Nullstellen von f;’(«) sind potentielle Extrema.

fi'lae) =0 <= —V3sina+cosa =0
> cosa = V3sina
= W@a _ /3

— 1
<= tana—\/g

1)
<= arctan(\/g) =«

Ob es sich bei der gefundenen Nullstelle um ein Maximum handelt, kann durch Einsetzen
der Nullstelle in f;'/(«) ermittelt werden. Weitere Nullstellen gibt es innerhalb des
eingeschriankten Definitionsbereiches [—30°, +30°] nicht.

" (arctan <%>> = —V3cos (arctan (%)) — sin (arctan (%))
= —+v3cos (arccos (@)) — sin (arcsin (%))

= -2

Wegen f1'’ (arctan (%)) < 0 hat f1(a) an der Stelle arctan (%) = 30° ein Maximum.

Der Funktionswert des Maximums ist 2, denn es gilt f1'/(a) = — f1(a).

Es verbleibt der Fall, in dem I7; unterhalb von L; verlauft (Abbildung 3.62). Hier setzt
sich der Pfad dann aus der kompletten —30°-Kante und einem Stiick der +90°-Kante
des nach links ausgerichteten A-Kreises zusammen.

%|Lj| cos o — | Lj| sin o

Abbildung 3.62: worst-case fiir II; unterhalb von L

Hier ergibt sich fiir I7; insgesamt die Lénge
|11; 2 |L;] = L] — |L;]si
Il;| = Li|cosa + Li|cosa — |L;|sina
/ \/3 J \/§ ! /

= V3|Lj|cosa — |L;|sina.
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Wird nun |I7;| wieder durch |L;| geteilt, dann erhélt man mit

\II;|  V3|Ljlcosa — |Lj|sina

L] |y
= V3cosa —sinw
= fa(a)
eine Schranke, die bei a = —30° ihren maximalen Wert 2 erreicht, wie nun gezeigt

wird. Der Definitionsbereich kann dabei wieder auf das Intervall a € [—-30°, +30°] ein-
geschrénkt werden.

fa(a) = V3cosa —sina
f2'(a) = —V3sina — cosa
f2!'(@) = —V3cosa +sina

Die Nullstellen von f3'(«) sind potentielle Extrema.

f2'lla) =0 <= —V3sina—cosa =0
— —cosa = V3sina
= =3
— _ 1
<~ tana = 7
1)
<= arctan (_\/§> = «

Testen der Nullstelle durch Einsetzen in fa’’(«). Weitere Nullstellen gibt es innerhalb
des Definitionsbereiches [—30°, +30°] nicht.

p) " (arctan (—%)) = —v3cos (arctan (—%)) + sin (arctan (—%))
= —+/3cos (— arccos (§)> + sin (arcsin (—1))
3

)

- 2
Wegen fo' (arctan (—%)) < 0 hat fy(a) an der Stelle arctan (—%) = —30° ein
Maximum.
Der Funktionswert des Maximums ist 2, denn es gilt f1'/(a) = — f1(a).

Da wegen Lemma 3.23 |P| < |II] gilt, folgt nach Zusammensetzung aller Pfadstiicke
|P|/|L| < 2. Also gibt es einen Pfad von p nach ¢ entlang den Kanten von A-DT'(S),
der nicht ldnger als 2d(p, q) ist. [ |

3.3.3 Nachtrag

Die Schranke aus Theorem 3.24 ist optimal [Che89], denn es kann ein Beispiel einer
A-Delaunay-Triangulation mit Dilation 2 angegeben werden, wie Abbildung 3.63 zeigt.
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Abbildung 3.63: Beispiel mit da_pr(S) = 2

Alle Punkte liegen auf einem leeren nach links ausgerichteten A-Kreis. Es gibt zwei
Pfade von p nach ¢ entlang den Kanten des A-Kreises, und beide Pfade sind doppelt so
lang wie der euklidische Abstand zwischen p und ¢. Es gilt also

Aa.pr = supda.pr(S) = 2.

Bisher ist keine planare Graphklasse bekannt, die eine kleinere obere Schranke als 2 fiir
den Wert der Dilation hat.

In einer Constrained A-Delaunay-Triangulation sind die Kanten einer Menge R von
Polygonen integriert, die z.B. in der Bewegungsplanung Hindernisse darstellen kénnen.
Analog zu Abschnitt 3.2.3 ldsst sich zeigen, dass ein kiirzester Pfad zwischen zwei
Punkten entlang den Kanten von CA-DT(R) in Zeit O(nlogn) gefunden werden kann.
Dabei ist der Pfad wegen Theorem 3.24 nur hdchstens doppelt so lang wie der optimale
Pfad.

3.4 Zusammenfassung und Diskussion

Die bisherigen Ergebnisse fiir die maximale Dilation von Delaunay-Triangulationen in
den verschiedenen Metriken lassen sich am besten in einer Tabelle zusammenfassen.
Dabei beziehen sich die Angaben fiir die untere- und obere Schranke jeweils auf den
Wert Apr = sup dpr(S).

euklidische Metrik Li-Metrik | A-Metrik
[KG92] [Che86] | [Che89)]
untere Schranke /2 2 2
obere Schranke | 27/(3cos (7/6)) ~ 2.42 V10 2

Die maximale Dilation einer dilationsoptimalen Triangulierung kann nicht kleiner als
V2 sein, was in Abschnitt 3.1.1 anhand der Knoten eines Quadrats gezeigt wurde.
Andererseits ist nicht bekannt, ob eine planare Graphklasse existiert, deren kleinste
obere Schranke fiir die Dilation kleiner als 2 ist. Diese offene Frage macht deutlich,
wie gut das Ergebnis fiir die A-Delaunay-Triangulation ist, fiir die mit 2 eine optimale
Schranke existiert.
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In der Li-Metrik klafft zwischen unterer- und oberer Schranke eine grofie Liicke. Es wird
vermutet [Che86], dass zumindest die obere Schranke nicht scharf ist. Wo der exakte
Wert fiir Ar,.pr liegt bleibt eine offene Frage.

Die obere Schranke in der euklidischen Metrik ist wahrscheinlich auch nicht scharf. Hier
wird angenommen [Che89], dass Apr nahe bei 7/2 liegt. In Abschnitt 3.1.1 wurde ein
Beispiel angegeben, bei dem sich dpr(S) beliebig scharf 7/2 nihert, wenn entsprechend
viele Punkte auf dem Rand eines leeren Kreises hinzugefiigt werden. Bisher ist eine
grofere untere Schranke als 7/2 fiir App nicht bekannt.

Der Beweis fiir die obere Schranke in der Li-Metrik stammt vom selben Autor wie
der Beweis in der A-Metrik. Beide Beweise basieren auf dem gleichen Ansatz, ndmlich
der Konstruktion eines Pfades entlang den Kanten des jeweiligen Circle-Graphen, dessen
Léange mathematisch abgeschétzt wird und der die Lange des Pfades entlang den Kanten
der Delaunay-Triangulation nach oben beschriankt. Allerdings sind die Ergebnisse von
unterschiedlicher Qualitit. Wihrend die obere Schranke in der A-Metrik optimal ist,
gibt es in der Lj-Metrik vermutlich noch Verbesserungspotential, wie ein Blick auf obige
Tabelle verdeutlicht, wobei es auch sein kann, dass die obere Schranke scharf und nur
die untere Schranke unscharf ist. Generell lésst sich aber sagen, dass die Beschaffenheit
der entsprechenden Einheitskreise das Ergebnis beeinflusst. Um eine moglichst scharfe
obere Schranke fiir die Dilation zu erhalten, muss die Abweichung zwischen dem Pfad-
verlauf entlang den Kanten der Delaunay-Triangulation und der Traversierung entlang
den Réndern der entsprechenden Einheitskreise klein sein. In der A-Metrik passt sich
der Pfad entlang den Kanten des Circle-Graphen besser dem Pfad entlang den Delaunay-
Kanten an als in der Li-Metrik.

In der euklidischen Metrik wurden zwei obere Schranken prisentiert, die beide auf
unterschiedlichen Beweisideen beruhen und deren Werte eine erhebliche Diskrepanz
aufweisen. Die chronologisch erste hat den Wert

1+5
2

T~ 5.08,

und die Beweisidee besteht darin, einen moglichst kurzen Pfad zwischen zwei Punkten p
und ¢ aus der Punktmenge S entlang den Kanten der Delaunay-Triangulation zu finden.
Im Prinzip wird hier eine dhnliche Strategie angewendet wie bei der Li-Metrik und bei
der A-Metrik, nur wird anstelle des Circle-Graphen der direkte DT-Pfad konstruiert.
Betrachtet werden aber immer nur ausschlief$lich diejenigen Delaunay-Dreiecke, die vom
Liniensegment pq geschnitten werden. Der euklidische Circle-Graph eignet sich nicht fiir
die Bearbeitung des dritten Schrittes von Algorithmus 1 bzw. Algorithmus 2, der die
Bewegungsrichtungen des Pfades auf dem Kreis bestimmt, da eine Positionsangabe, wie
‘obere linke Kante' oder 'untere linke Kante' auf dem Rand eines euklidischen Kreises
nicht moglich ist. Aber auch die anschliefende Umformung der Pfadstiicke, bei der die
gezackten Pfadrouten begradigt werden, wirft Probleme auf, die beim L;-Kreis und
beim A-Kreis nicht auftreten und die gegen einen deckungsgleichen Ansatz sprechen.
Zur Abschitzung der Pfadliange werden auch nicht die Bogenabschnitte der Kreise um
die entsprechenden Delaunay-Dreiecke verwendet, sondern die Kreise, deren Rand jeweils
zwei benachbarte Punkte des direkten DT-Pfades enthalten und deren Mittelpunkte auf
dem Liniensegment pq liegen. Die resultierende obere Schranke ist allerdings ziemlich
grof}, obwohl die Pfadlange durch Einfiigen von Abkiirzungen noch verkiirzt wird, so dass
der Pfadverlauf moglichst selten das Liniensegment zwischen den zwei zu verbindenden
Punkten p und ¢ kreuzt.
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Ein vollig anderer Ansatz wird im Beweis der chronologisch zweiten und bislang auch
kleinsten bekannten oberen Schranke fiir die Dilation einer Delaunay-Triangulation in
der euklidischen Metrik angewendet. Diese Schranke ist um mehr als die Hélfte kleiner
als die chronologisch erste und hat den Wert

27
3 cos (%)

Diesmal wird kein Pfad konstruiert, sondern mathematisch argumentiert, indem ein
Induktionsbeweis iiber den euklidischen Abstand d(p,q) aller Punktepaare (p,q) mit
p,q € S gefithrt wird. Den Induktionsanfang bilden dabei die zwei zueinander dichtesten
Punkte p und ¢ aus S, fiir die dpr(p,q) = d(p,q) gilt, da das Liniensegment pq eine
Kante der Delaunay-Triangulation von S sein muss.

~ 2.42.

Trotz unterschiedlicher Vorgehensweisen in den Beweisen gibt es doch eine Gemeinsam-
keit. Zur Abschitzung der Pfadlange werden immer die Kreise der jeweiligen Metriken
benutzt.

Die Komplexitéit der Beweise lédsst erahnen, dass es erheblichen Aufwand bedarf die
bewiesenen Schranken zu verschérfen.



Kapitel 4

Dilation verwandter Graphklassen

Neben den Delaunay-Triangulationen gibt es natiirlich noch weitere Graphklassen, die
einen vollstdndigen Graphen beziiglich der Dilation gut approximieren. Dabei sind im
Kontext zu Kapitel 3 vor allem jene Graphklassen interessant, die mit den Delaunay-
Triangulationen mehr oder weniger strukturelle Ahnlichkeiten aufweisen. Eine kleine
Auswahl wird in diesem Kapitel ndher betrachtet, wobei sowohl zur Berechnung der
Dilation als auch zur Konstruktion der Graphen ausschliellich die euklidische Metrik
verwendet wird.

Bei den #-Graphen und den (-Skeletons ist die Dilation abhingig von einem Parameter,
der die Konstruktion der Graphen beeinflusst. Wahrend die Dilation der 6-Graphen
mit grofler werdendem Parameter k kleiner wird, ist sie fiir die §-Skeletons nur dann
beschriankt, wenn sich der Parameter § in dem Intervall [0,2] bewegt. Fiir § > 2 ist
die Dilation definitionsgeméfl unendlich, da die §-Skeletons dann nicht mehr zusam-
menhéngend sind.

4.1 Planare Graphen mit geringer Dilation

Bevor wir uns weiteren konkreten Graphklassen widmen, sei zunichst eine allgemeine
Aussage iiber die Dilation beliebiger planarer Graphen angesprochen. Es handelt sich
hierbei im Wesentlichen um eine kurze Zusammenfassung des Artikels ,, Which triangula-
tions approximate the complete graph?“ von Gautam Das und Deborah Joseph [DJ89].

Die Dilation eines planaren Graphen wird durch eine von zwei Groflen abhingige
Konstante ¢ beschrinkt, wenn er zwei Bedingungen erfiillt, die in der einschldgigen
Literaur als good polygon property und als diamond property bezeichnet werden.

Die good polygon property gilt als erfiillt, wenn der kiirzeste Pfad zwischen je zwei
gegenseitig sichtbaren Knotenpunkten einer Fléche nicht viel langer ist als der euklidische
Abstand. Genauer, sei z eine Konstante und G ein planarer Graph der Punktmenge S.
Weiter seien fiir jede Fliche f von G mit p,q € S zwei Punkte auf dem Rand von f
gegeben, so dass das Liniensegment pg ganz in f enthalten ist. Dann muss die Linge
des kiirzesten Pfades von p nach ¢ entlang des Randes von f kleiner als z - d(p, q) sein.
In Abbildung 4.1 ist die good polygon property nur fiir grole z-Werte erfiillt, da das
Verhéltnis aus der Pfadlange von p nach ¢ zum euklidischen Abstand sehr hoch ist.

81
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A

Abbildung 4.1: Good polygon property fiir z <~ 7.35 nicht erfiillt

Die diamond property soll gewéhrleisten, dass eine Kante kein zu langes Hindernis
zwischen zwei Knotenpunkten darstellt (Abbildung 4.2). Dazu sind zu jeder Kante e
von G die beiden gleichschenkligen Dreiecke zu betrachten, die dadurch entstehen,
dass e als Basiskante dient und die Basiswinkel « zwischen e und den gleich langen
Dreieckskanten kleiner als /2 sind. Zur Erfiilllung der diamond property - beziiglich
eines festen Winkels « - diirfen h6chstens in einem der beiden Dreiecke Punkte aus S
enthalten sein.

Abbildung 4.2: Diamond property fiir a = 45° erfiillt, da zumindest immer ein Dreieck
basierend auf e keine Knotenpunkte enthélt

Werden beide Eigenschaften mit kleiner Konstante z und groffem Winkel o von einem
planaren Graphen G erfiillt, dann wird der vollstéindige Graph beziiglich der Dilation
gut von G approximiert.

Theorem 4.1 Sei S eine n-elementige Punktmenge mit p,q € S, und sei G ein pla-

narer Graphalgorithmus mit Eingabe S und Ausgabe G(S). Wenn G(S) die good polygon

property und die diamond property fiir eine beliebige Konstante z und einen beliebigen

Winkel a < w/2 erfillt, dann existiert eine von z und « abhingige Konstante ¢, , mit
82z

Caz = 5

2 gin2 (&)
a? sin” { 7
die eine obere Schranke fiir die Dilation von G(S) darstellt. Es gilt also

5G(S dG(p7Q)

= max
) pacs d(p,q)

IN

Cayz-
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Der Beweis ist recht komplex und umfangreich. Daher wird hier nur die Beweisidee kurz
skizziert. Er verlauft aber in weiten Teilen dhnlich wie der Beweis aus Abschnitt 3.1.2,
wo gezeigt wurde, dass ((1 + v/5)/2)7 ~ 5.08 eine obere Schranke fiir den Wert der
Dilation einer Delaunay-Triangulation ist. Zunéchst wird entlang den Kanten von G(S)
der direkte G-Pfad zwischen zwei beliebigen Punkten konstruiert, die zur Vereinfachung
auf der z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems liegen. Verlauft der Pfad nicht
einseitig, dann entscheidet eine shortcut condition an den entsprechenden Stellen, ob
der Pfadverlauf weiterhin dem direkten G-Pfad entspricht oder Abkiirzungen eingefiigt
werden. AnschlieBend muss die Analyse des Pfades die Beschrinktheit der Pfadlange im
worst case attestieren.

Es stellt sich nun die Frage, welche planaren Graphalgorithmen sowohl die good polygon
property als auch die diamond property erfiillen? Pridestinierte Kandidaten sind die
Triangulationen, erfiillen sie doch die good polygon property mit z = 1 in jedem Fall.
In [DJ89] wird gezeigt, dass die Delaunay-Triangulation beide Bedingungen erfiillt,
ebenso die greedy-Triangulation, bei der nacheinander die jeweils kiirzestmogliche Kante
eingefiigt wird und die minimum weight Triangulation, bei der die Summe der Kan-
tenléngen iiber alle Triangulationen derselben Punktmenge minimal ist. Aus [Epp99] ist
zu entnehmen, dass auch die min-maz edge length Triangulation, bei der die Lange der
lingsten Kante minimiert wird und die min-max angle Triangulation, mit der kleinsten
Winkelfolge, wo also der gréfite Dreieckswinkel minimal ist, beide Bedingungen erfiillen.

4.2 Teilgraphen von Delaunay-Triangulationen

Bei den meisten Anwendungen eines Graphen ist neben der Dilation aus Kostengriinden
auch die Summe der Léingen aller Kanten mit zu berticksichtigen. Daher stellt sich die
Frage, ob ein planarer Graph zu einer Punkmenge S konstruiert werden kann, der

1. den vollstdndigen Graphen beziiglich der Dilation gut approximiert und

2. dessen summierte Kantenléinge beschréinkt ist durch ein konstantes Vielfaches der
Gesamtlinge des minimalen Spannbaums?

Da sich n-elementige Punktmengen S definieren lassen, so dass die Gesamtldnge der
Kanten von DT'(S) n-mal so lang ist wie der minimale Spannbaum [LL89], scheitert
die Graphklasse der Delaunay-Triangulationen an der zweiten Bedingung. Fiir spezielle
Teilgraphen der Delaunay-Triangulationen gibt es zwischen beiden Bedingungen aller-
dings einen interessanten Zusammenhang.

Die Summe der Kantenldngen eines zusammenhingenden Graphen kann bestenfalls
gleich der Lénge des minimalen Spannbaums sein. Der minimale Spannbaum zu einem
gegebenen Graphen G ist ein Baum, der alle Knoten des Graphen enthilt und dessen
Summe aller Kantenlingen minimal ist. Man kann z.B. - nebenbei bemerkt - zeigen,
dass mit diesem Baum das Problem des Handlungsreisenden approximiert werden kann,
wobei der approximierte Rundweg um einen minimalen Spannbaum héchstens doppelt so
lang ist wie der optimale Rundweg [K1e97]. Die Dilation eines minimalen Spannbaums ist
natiirlich aufgrund der geringen Kantenzahl entsprechend hoch, was auf einen trade off
zwischen beiden Bedingungen hindeutet.
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Aus einer Delaunay-Triangulation ldsst sich der minimale Spannbaum in Zeit O(nlogn)
ableiten, da er als Teilgraph in DT'(S) enthalten ist.

Sei t die Lénge des minimalen Spannbaums einer Punktmenge S in der Ebene. In [LL89]
wird ein Algorithmus présentiert, dessen Eingabe aus einer Punktmenge S und einer
positiven rationalen Zahl r besteht. Als Ausgabe liefert er einen Teilgraphen T'G(S) der
Delaunay-Triangulation DT'(S), bei dem die Gesamtlange der Kanten durch

2r+1)t
nach oben beschrénkt ist. Fiir die Dilation von T'G(S) gilt

1 2T

ora(S) < (1+T> W.
6

Hierbei handelt es sich bei dem zweiten Faktor um die kleinste bekannte obere Schranke
fir die Dilation einer Delaunay-Triangulation in der euklidischen Metrik [KG92]. Sie
wurde in Abschnitt 3.1.3 bewiesen. Leider gibt es zwischen beiden Schranken einen trade
off, da eine kiirzere Gesamtlinge der Kanten mit einer grofleren Dilation bezahlt werden
muss und umgekehrt.

Der Algorithmus berechnet zunichst die Delaunay-Triangulation der Punktmenge S.
Wenn DT'(S) vorliegt, dann benotigt die restliche Konstruktion von T'G(S) nur noch
lineare Zeit.

4.3 Fixed-Angle 6-Graph

Sei G ein euklidischer Graph der Punktmenge S mit p,q € S. Dann gibt es auf einem
kiirzesten Pfad von p nach ¢ entlang den Kanten von G einen Punkt b, der unmittelbar
mit p benachbart ist.

Abbildung 4.3: Graph mit Winkel gpb

Bei genauerer Betrachtung des Winkels ¢pb ist folgende rein intuitive Aussage nicht
ganz abwegig. Umso kleiner der Winkel gpb ist, desto kleiner ist dg(p, ¢) im Verhéltnis
zu d(p,q). Andererseits wird das Verhéltnis von dg(p, q) zu d(p,q) umso grofer, desto
grofler der Winkel gpb ist.
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Diese Uberlegung motiviert zur Konstruktion eines Graphen, bei dem jeder Punkt jeweils
mit einem nahen Nachbarpunkt aus einem bestimmten Winkelintervall verbunden wird.
In dem Artikel ,, Approximating the complete Euclidean graph® von J. Mark Keil [Kei88|
wird ein Graph definiert, der diese Uberlegung auch beriicksichtigt. Er triigt den Namen
Fized-Angle 0-Graph, kurz 0-Graph. Die urspriingliche Intention des Autors war die
Bestimmung einer Graphklasse, die moglichst gut die Klasse der vollstdndigen Graphen
approximiert. Inwieweit -Graphen diesem Anspruch gerecht werden, wird im néchsten
Abschnitt untersucht. Dabei ist die Dilation abhéngig von einer Zahl k, die fiir die Anzahl
der Winkelintervalle steht. Umso grofler die Zahl k£ gewéhlt wird, desto kleiner ist die
Dilation.

4.3.1 Definition

Gegeben sei eine Punktmenge S in der Ebene und eine ganzzahlige Konstante k& mit
k > 4. Dann wird der 6-Graph 6(.S) mit Winkel § = 27 /k wie folgt konstruiert. An jedem
Punkt in S werden zunéchst sternférmig & Hilfsstrahlen erzeugt, so dass die Strahlen
beziiglich der positiven x-Achse die Winkel 27 (i — 1)/k bilden, mit i« = 1,2,...,k.
Somit ist jeder Punkt Ursprung von k Strahlen, die zum Einfiigen der Kanten bendétigt
werden. In der folgenden Abbildung sind die Strahlen exemplarisch fiir einen Punkt p
und k = 6 gestrichelt eingezeichnet, wodurch sich eine Grofie von /3 oder 60° fiir jedes
Winkelintervall ergibt.

Abbildung 4.4: k = 6 Hilfsstrahlen mit Ursprung p

Durch die Strahlen wird die Ebene in k gleich groie Regionen zerlegt. Jeder Punkt aus S
liegt in einer bestimmten Region. Die Menge der Punkte, die einer bestimmten Region
angehoren wird mit S;(p), i = 1,2,...,k bezeichnet. Genauer, sei ¢ € S und ¢ der
Winkel zwischen dem Liniensegment pg und der positiven x-Achse. Dann sind in S;(p)
alle Punkte enthalten, fiir die der Winkel ¢ in dem Intervall

27(i — 1) 27 (i)

— < < —2=

E ST T

liegt. Sofern die Punktmengen S;(p) nicht leer sind, wird p mit jeweils einem bestimmten
Punkt b aus jeder Region verbunden. Sei S1(p) nicht leer. Dann geht von p eine gerichtete
Kante zu einem Punkt b € S1(p), dessen z-Koordinate die Bedingung

z(b) = min{z(q) [q € S1(p)}
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erfiillen muss. Gibt es mehrere Punkte mit minimaler z-Koordinate in S1(p), dann wird
der Punkt mit der kleinsten y-Koordinate gewéhlt. Fiir die anderen Regionen ist die
Bedingung ungeeignet. Sei daher ¢’ die senkrechte Projektion eines Punktes ¢ € S;(p)
auf den bei p beginnenden Strahl mit Winkel 27(i—1)/k. Dann geht von p eine gerichtete
Kante zu einem Punkt b genau dann, wenn b € S;(p) und fir alle anderen Punkte
q € Si(p) entweder

d(p,b") < d(p,q")

oder
d(p,b") = d(p,q') und d(b,d") < d(q,q")

gilt. Die gerichtete Kante (pb) wird Typ i-Kante genannt, wenn b in der Region S;(p)
liegt. Nachdem alle gerichteten Kanten eingefiigt worden sind, werden sie zu ungerich-
teten Kanten transformiert. Somit ist #(S) ein ungerichteter Graph ist.

Abbildung 4.5: 6(S) fir 6 = 27 /k und k = 6

Obwohl die #-Graphen im Allgemeinen nicht zur Klasse der planaren Graphen gehéren,
enthalten sie trotzdem nur eine lineare Anzahl an Kanten, da jeder Punkt jeweils mit
maximal k& Punkten verbunden wird. Mit einem Sweep-Algorithmus ist 6(S) in Zeit
O(nlogn) berechenbar. Naheres hierzu in [KG92].

4.3.2 Obere Schranke fiir die Dilation

Wie schon mehrfach angedeutet, ist die Dilation der #-Graphen abhiingig von einer
Zahl k, die fiir die Anzahl der Winkelintervalle steht. Mit grofler werdendem & nimmt
somit im Allgemeinen auch die Anzahl der enthaltenen Kanten zu, was sich auf die
Dilation zweifelsohne positiv auswirkt. So geht die Dilation der #-Graphen gegen 1,
wenn k gegen unendlich strebt. Der Beweis findet sich in [Kei88] und [KG92].
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Sei 6(S) der 0-Graph von S fiir § = 27 /k und k > 8. Es wird nun gezeigt, dass dann

1 1
<
%(5) = cos 6 (1—tan9>

gilt, wobei die Bedingung k > 8 zur Folge hat, dass 8 < 45° ist, wodurch tanf < 1
resultiert. Fiir den Beweis dieser oberen Schranke ist zunéchst etwas technische Vorarbeit
zu leisten. Seien p und g zwei beliebige Punkte aus S. Der kiirzeste Pfad von p nach ¢
entlang den Kanten von 6(S) enthélt m innere Punkte, mit 0 < m < n —2. Das folgende
Lemma schriankt das Verhéltnis dy(p, ¢)/d(p, ¢) mit einer Funktion von m ein.

Lemma 4.2 Sei 0(S) der 0-Graph einer n-elementigen Punktmenge S in der Ebene fir
0 =2n/k und k > 8, und seien p,q € S. Wenn der kiirzeste Pfad von p nach q entlang
den Kanten von 0(S) durch m innere Punkte verliuft, dann ist

do(p, q) < 1 tan™ @ — 1
d(p,q) — cosf \ tanf —1

) + tan™@.

Beweis. Sei s; der j-te innere Punkt des kiirzesten Pfades von p nach ¢ entlang den
Kanten von 6(S), mit 0 < j < m und so = p. Weiter sei dy(p, q) die Liange des kiirzesten
Pfades von p nach ¢ unter der folgenden Einschrinkung. Wenn der Winkel ¢ zwischen
dem Liniensegment s;q und der z-Achse im Intervall

27(i — 1) 27 (i)
K
P

liegt, dann ist die Kante von s; nach s;11 im Pfad von p nach ¢ eine Typ i-Kante. In der
folgenden Abbildung wird diese Einschréankung von dem rot markierten Pfad beriick-
sichtigt. Er ist etwas linger als der kiirzeste Pfad von p nach ¢. Zwecks Ubersichtlichkeit
enthélt die Abbildung lediglich die Knoten und Kanten der beiden zu vergleichenden
Pfade. Fiir den Winkel 6 gilt § = 27/16 = 22.5°. Da

do(p,q) < dg:(p,q)

hilt das Lemma auch, wenn die Schranke fiir dy/(p, q) bewiesen wird.

d@’ (pv (1)
Soq

Abbildung 4.6: Vergleich zwischen dy(p, q) und dy(p, q)
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Uber die Variable m wird nun ein Induktionsbeweis gefiihrt. Den Induktionsanfang stellt
dabei m = 0 dar. Dieser Fall ist trivial, denn der Pfad von p nach ¢ enthélt dann keine
inneren Punkte, womit sich dy/(p, q) = d(p, q) ergibt.

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass

d@/(p7 q) 1 tan(mfl) f—1 (m—1)
< t 0
d(p,q) — cosf tand — 1 +tan

gilt, wenn der kiirzeste Pfad von p nach ¢ unter obiger Einschrinkung m — 1 innere
Punkte enthélt.

Im Induktionsschritt muss nun gezeigt werden, dass aus der Induktionsvoraussetzung
auch die Richtigkeit fiir m innere Punkte des eingeschrénkten kiirzesten Pfades von p
nach ¢ folgt. Da zwischen s; und ¢ in 6(S) m — 1 innere Punkte existieren, ergibt sich
zusammen mit der Induktionsvoraussetzung

1 tan(™=1 9 — 1 —
dp/(s1,9) < d(s1,9) [cose ( — >+ tan(™~1) 9]

und folglich

1 tan(m=1 g — 1
do'(p,q) < d(p,s1)+d(s1,q) [ (

(m—1)
P ) + tan 9] . (4.1)

cosf

Sei die rechte Seite der Ungleichung (4.1) gleich dy//(p, q). Wegen

do(p,q) < do:(p,q) < dyr/(p.q)
hilt das Lemma auch, wenn die Schranke fiir dg//(p, q) bewiesen wird.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien p und ¢ so angeordnet, dass der Winkel ¢
zwischen dem Liniensegment pq und der x-Achse innerhalb des Intervalls
27
0 < p < —
liegt. Dann ist auch die Lage von s; derart, dass sich der Winkel o zwischen dem
Liniensegment ps; und der z-Achse in dem Intervall
2w
0<a< —
> @ L
befinden muss. Um den Beweis nun weiter fortzufithren, benétigen wir genauere Infor-
mationen iiber die Lage der Punkte ¢ und s;. Mit Hilfe des folgenden Lemmas kann die
Lage von g und s; eingegrenzt werden. Der laufende Beweis von Lemma 4.2 wird im
Anschluss zu Ende gefiihrt.
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Lemma 4.3 Das Verhdltnis
dg'(p, q)

d(p,q)

erreicht seinen maximalen Wert, wenn sich p und q auf der x-Achse befinden und s1 so
liegt, dass der Winkel o, mit 0 < o < 27 /k, maximal ist.

Beweis. Es wird gezeigt, wie die beiden Punkte ¢ und s; zu den in Lemma 4.3 an-
gegebenen Positionen bewegt werden kénnen, ohne dabei den Wert des Verhéltnisses
dg'1(p,q)/d(p, q) zu verringern. Wenn man g und s; so bewegt, dass die Werte von d(p, s1)
und d(s1, q) sich einerseits nicht verringern und der Wert von d(p, q) sich andererseits
nicht vergréflert, dann verringert sich auch nicht der Wert von dy+/(p, q)/d(p, q).

Sind s; und ¢ derartig angeordnet, dass der Winkel « kleiner ist als der Winkel ¢,
dann betrachten wir ihre Darstellung in Polarkoordinaten (Abbildung 4.7). Die Polar-
koordinaten eines Punktes P bestehen aus dem Radius r, also dem Abstand des Punktes
von einem gegebenen Nullpunkt O, und dem Polarwinkel §, d.h. dem Winkel zwischen
dem Liniensegment OP und einem durch den Nullpunkt gehenden orientierten Strahl,
der Polarachse. Fiir s; ist die Darstellung in Polarkoordinaten somit (rs,, ), und fiir q
ist sie (rq, ¢). Wird der Punkt ¢ nach (rq, «) bewegt und s; nach (rs,, ¢), dann bleiben
sowohl die Werte d(p, s1) = rs, und d(p, ¢) = r, erhalten, als auch der Wert von d(sy, q),
womit der Wert des Verhéltnisses dy:/(p,q)/d(p,q) ebenfalls unveréndert bleibt. Nun
ist @ > ¢, wenn o den Winkel zwischen der xz-Achse und dem Liniensegment ps; darstellt
und ¢ den Winkel zwischen der z-Achse und dem Liniensegment pq.

(g, )

(g, )

p x — Achse

Abbildung 4.7: links: a < ¢, rechts: o >

Jetzt wird gezeigt, wie der Punkt ¢ zur z-Achse bewegt werden kann (Abbildung 4.8).
Dazu wird das Liniensegment s1q einfach solange um s; gedreht, bis ¢ auf der x-Achse
liegt. Durch diese Transformation bleiben die Werte von d(p, s1) und d(si, ¢q) abermals
unveridndert, im Gegensatz zum Wert von d(p, q), der aber wegen o > ¢ nicht groier
werden kann.

519

Abbildung 4.8: Bewegung von ¢ in Richtung x-Achse
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Um den Beweis abzuschliefen, muss nun noch gezeigt werden, dass s; so verschoben
werden kann, dass sich der Winkel o« dem Wert 27 /k néhert, ohne dabei das Verhéltnis
dg'1(p,q)/d(p,q) zu verringern (Abbildung 4.9). Dazu wird die y-Koordinate von s; so
weit wie moglich erhoht, wobei die Bedingung o < 27 /k nicht verletzt werden darf.

(rs, @)

(rg, ¢)

p x — Achse

Abbildung 4.9: Maximierung des Winkels «, mit 0 < « < 27/k

Da sowohl p als auch ¢ auf der x-Achse liegen, bewirkt diese Transformation einen
Zuwachs der Werte von d(p, s1) und d(s1,q), was zu einem Zuwachs von dy//(p, q) fiihrt.
Der Wert von d(p, q) bleibt bei dieser Transformation unberiihrt, so dass insgesamt ein
Ansteigen des Verhéltnisses von dy//(p, q)/d(p, q) resultiert. [ |

Jetzt geht es weiter mit dem Beweis von Lemma 4.2.

Beweis von Lemma 4.2. Wegen Lemma 4.3 ergibt sich fiir d(p, s1) in Ungleichung
(4.1) die Abschétzung

d(p. q)

cosf

0 < d(p7 51) <

Der Wert von dy:/(p, q) erreicht seinen maximalen Wert, wenn s; so liegt, dass d(p, s1)
maximal ist. In diesem Fall haben ¢ und s; dieselbe z-Koordinate und man erhélt

d(slv q) = d(pa q) tan6 .

Somit folgt

d(pa Q> 1 =~ i (m—1)
77 < -
dori(p,q) < p— +d(p,q) tand g ZE_O tan‘0 | + tan 0

und schliefllich

do:/(p,q) 1 (&
< > tan' 0 tan™ 6
Ap.q) = cosd (io an ) + tan

1 tan™ 6 — 1
tanf — 1

= > + tan™ @,
cos

womit der Beweis vollbracht ist. [ |
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Die bewiesene Schranke ist nicht sehr scharf, da dy(p,q) stets kleiner sein diirfte als
dgr/(p,q). Vom Autor des Artikels wird vermutet, dass es fiir m > 2 nicht mehr moglich
ist in einer Punktmenge zwei Punkte zu finden mit dy(p, q) = dg+/(p, q).

Theorem 4.4 Sei 6(S) der 6-Graph einer n-elementigen Punktmenge S in der Ebene
fiir 0 = 2w /k und k > 8, und seien p,q € S. Dann gilt fiir die Dilation

59(5):maxd9<p’q)< 1 < 1 )

pgeS d(p,q) — cosf \1—tanf

Beweis. Wegen k£ > 8 folgt # < 45° und tanf < 1. Dadurch wéchst die in Lemma 4.2
angegebene Schranke kontinuierlich mit gréfler werdendem m, also der Anzahl innerer
Punkte auf dem kiirzesten Pfad von p nach q. Strebt m gegen unendlich, dann ergibt
sich die Schranke aus Theorem 4.4. [ |

Wie zu Beginn des Abschnitts bereits erwahnt, geht die Schranke

1 1
b= cos (1 —tanH)

mit @ = 27/k gegen 1, wenn k entsprechend grof§ wird. Die folgende Tabelle illustriert
diesen Sachverhalt fiir einige Beispielwerte.

k ‘10 15 20 25 30 35 40 50 60 80 100 200
B‘4.52 197 156 139 130 124 1.20 1.15 1.12 1.09 1.07 1.03

Diese Entwicklung ist nicht sehr verwunderlich, da die Anzahl der Kanten zunimmt,
wenn k grofler wird, und mit zunehmender Kantenzahl werden die Pfade zwischen zwei
Punkten im Allgemeinen kiirzer.

Im néchsten Abschnitt wird eine weitere Graphklasse betrachtet, bei der die Dilation
abhéngig ist von einem Parameter, der die Konstruktion der Graphen beeinflusst.
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4.4 [-Skeletons

Wie bei den im vorigen Abschnitt behandelten 6-Graphen ist auch bei den (-Skeletons
die Dilation abhéngig von einer weiteren Grofle. Je nach Wert des Parameters § ergeben
sich unterschiedliche Ausprigungen und Spezialfille. So entsteht fiir 3 = 1 der Gabriel
Graph, fir 8 = 2 der Relative Neighborhood Graph und die §-Skeletons mit g > 2 sind
nicht mehr zusammenhéngend.

4.4.1 Definition

Gegeben sei eine Punktmenge S in der Ebene. Dann werden zwei Punkte genau dann
durch eine Kante miteinander verbunden, wenn sich in einem gewissen Einflussbereich
der beiden Punkte keine weiteren Punkte aus S befinden. Zur Bestimmung des Ein-
flussbereiches, der offen oder geschlossen sein kann, kommt nun der Parameter 8 zum
Tragen. Mit grofler werdendem 3 wéchst der Einflussbereich und die Anzahl der Kanten
wird geringer.

Der Einflussbereich zweier Punkte p,q € S wird durch die sogenannte (3-Region fest-
gelegt und mit R(p,q, 3) bezeichnet. Fiir 5 = 0 ist die S-Region R(p,q,0) gerade das
Liniensegment pq. Abgesehen von dem Spezialfall, dass mehrere Punkte aus S auf einer
Geraden liegen, entsteht in diesem Fall also ein vollstdndiger Graph.

R(p,q,0)
pe ®

Abbildung 4.10: 5-Region fiir 5 =0

Befindet sich  in dem Intervall |0, 1], dann ist R(p, q,3) definiert als der Durchschnitt
der beiden Kreise mit Radius d(p, ¢)/203, deren Rénder p und ¢ enthalten.

Abbildung 4.11: 8-Region fiir § € |0, 1]
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Der Einflussbereich wird mit steigendem g grofler. Strebt 3 gegen 0, dann néhert sich
R(p, q,3) dem Liniensegment pq, und strebt § gegen 1, dann wird der Radius kleiner,
was dazu fiihrt, dass sich die Kreismittelpunkte aufeinander zu bewegen.

Fiir § = 1 ergibt sich der Gabriel Graph, dessen -Region R(p,q, 1) aus dem geschlos-
senen Kreis mit Durchmesser pg besteht, da die beiden Kreismittelpunkte identisch sind.

Abbildung 4.12: 5-Region fiir § =1

Wenn § im Intervall [1,o00[ liegt, dann ist die (-Region R(p,q,[) definiert als der
Durchschnitt der beiden Kreise mit Radius (d(p, q)/2, deren Kreismittelpunkte durch
(1 —03/2)p + (8/2)q und (5/2)p + (1 — 5/2)q gegeben sind. Sie befinden sich auf der
Geraden durch die Punkte p und ¢ und bewegen sich mit grofler werdendem ( vonein-
ander weg, wodurch der Einflussbereich wichst. Wenn § > 2 ist, dann wird R(p, q, )
allerdings so grof3, dass p und ¢ immer darin enthalten sind und die Kanten sich gegen-
seitig blockieren. Die (3-Skeletons sind dann nicht mehr zusammenhéngend.

Fiir # = 2 sind die #-Skeletons gerade noch zusammenhingend. Die S-Region R(p, ¢, 2)
besteht in diesem Fall aus dem offenen Durchschnitt der beiden Kreise mit Radius pq,
deren Kreismittelpunkte genau die Punkte p und ¢ sind. Der so entstehende Graph
wird als Relative Neighborhood Graph bezeichnet. Ein Beispiel hierfiir ist eine Punkt-
menge S, bestehend aus drei Punkten, die jeweils den gleichen Abstand voneinander
haben. Die Punkte liegen dann auf dem Rand der Vereinigung aller drei geschlossenen
Einflussbereiche, was aber zu keiner Kantenblockierung fiithrt, da die Einflussbereiche
des Relative Neighborhood Graphen offen sind.

Abbildung 4.13: 5-Region fiir § = 2
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Da die B-Regionen mit steigendem 3 grofier werden, nimmt zum Einen die Anzahl der
Kanten ab, und zum Anderen sind dadurch alle §-Skeletons Teilgraphen der G-Skeletons
mit kleinerem (. Somit gilt fiir die Graphen einer endlichen Punktmenge S folgende
Beziehung [BDEKO02].

Minimaler Spannbaum

C Relative Neighborhood Graph
C Gabriel Graph

C Delaunay-Tiangulation

4.4.2 Obere Schranke fiir die Dilation

Aufgrund der verschiedenen Auspridgungen, die sich in Abh#ngigkeit der Werte von (3
fir die (-Skeletons ergeben, ist eine separate Betrachtung der einzelnen Intervalle
unabdinglich, um moglichst scharfe obere Schranken fiir die Dilation zu erhalten. In dem
Artikel ,,On the spanning ratio of Gabriel graphs and (-skeletons“ von Prosenjit Bose,
Luc Devroye, William Evans und David Kirkpatrick [BDEKO02| werden fiir die relevanten
Intervalle und Werte von 3 obere Schranken prisentiert und bewiesen.

Der Fall 8 > 2 ist schnell abgehandelt, da die resultierenden (-Skeletons nicht mehr
zusammenhéngend sind und die Dilation infolgedessen definitionsgeméafl unendlich ist.
Somit verbleibt der Bereich [0,2]. Der Fall 5 = 0 ist ebenfalls trivial, da der Pfad
entlang den Kanten dem euklidischen Abstand entspricht, wodurch die Dilation immer
den optimalen Wert 1 hat. Es folgt nun eine generelle obere Schranke fiir den relevanten
Bereich [0, 2].

Theorem 4.5 Sei 3(S) der 3-Skeleton einer n-elementigen Punktmenge S in der Ebene
mit B € [0,2], und seien p,q € S. Dann gilt fiir die Dilation

d
93(9) = maXM <n-1.

paes d(p,q) ~

Beweis. Hier erweist sich die Eigenschaft als niitzlich, dass der minimale Spannbaum
von S in B(S) mit § € [0, 2] enthalten ist. Die Betrachtung des minimalen Spannbaums
ist daher fiir den weiteren Verlauf des Beweises ausreichend. Sei d,,s(p,q) die Linge
des Pfades von p nach g entlang den Kanten des minimalen Spannbaums. Dann besteht
dms(p,q) aus n — 1 Kanten, die jeweils héchstens die Linge d(p,q) haben. Andernfalls
wire die Summe der Kantenldngen nicht minimal, was der Definition eines minimalen
Spannbaums widersprechen wiirde. Daher folgt

ds(p, q)
dms(p,q) < (n—1)d(p,q <n-1,
(h.) < (n—1)d(p.q) o
womit der Beweis vollbracht ist, denn wenn die Schranke fiir den minimalen Spannbaum
von S hilt, dann erst recht fiir 5(S) mit 8 € [0, 2]. |

Eine schérfere obere Schranke gibt es fiir den Bereich [0,1]. Der Beweis ist allerdings
sehr umfangreich, weshalb wir uns lediglich auf die Angabe der dahinterstehenden Idee
beschrénken.
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Theorem 4.6 Sei 3(S) der 3-Skeleton einer n-elementigen Punktmenge S in der Ebene
mit € [0, 1], und seien p,q € S. Dann gilt fir die Dilation

ds(p.q) _ 4m(6n —12)7
= <
W) = S ) S v

wobes

1 —1logy(1++/1—p3?)
5 .

’)/:

Beweis. Der Beweis gliedert sich in drei Teile. Dabei wird von der Eigenschaft Gebrauch
gemacht, dass der Gabriel Graph - also der (-Skeleton mit 3 = 1 - ein Teilgraph der
Delaunay-Triangulation ist.

1. Zunichst wird gezeigt, dass es zwischen den Endpunkten jeder Delaunay-Kante p’q’

einen Weg entlang den Kanten des (3-Skeletons gibt. Entweder handelt es sich bei
der Delaunay-Kante p’q’ einfach um eine Kante des [(-Skeletons, oder p’q’ wird
rekursiv in weitere Delaunay-Kanten zerlegt, bis der Weg schliefllich aus lauter
Kanten des (3-Skeletons besteht, wobei Kanten durchaus mehrfach durchlaufen
werden konnen.

2. Im zweiten Schritt wird eine obere Schranke fiir die Linge des Weges von p’ nach ¢’
als ein Vielfaches von d(p’,q’) bestimmt, wobei p’q’ eine Delaunay-Kante ist.
Sei m die Anzahl der Kanten des Weges. Dann gilt

[Weg(p',q")| < m7d(p’,q")

mit

1 —logy(1+/1—3?)
5 .

Dabei besteht der Weg von p’ nach ¢’ aus hochstens 6n — 12 Kanten, was unter
Anwendung der Eulerschen Formel gezeigt werden kann.

3. Als letztes wird die obere Schranke aus Schritt 2 mit der kleinsten bekannten
oberen Schranke fiir die Dilation von Delaunay-Triangulationen aus Abschnitt 3.1.3
kombiniert. Zur Erinnerung, diese hatte den Wert

opr(S) < 7%77 ~ 2.42.
3 cos (6)
o folt 27 4m(6n — 12)7
95(5) < ﬁ (6n —12)7 = 3—\/37
()
wegen 2 cos(m/6) = /3. [

Die Betrachtung weiterer Graphklassen, die einen vollstéindigen Graphen beziiglich der
Dilation gut approximieren, kénnte an dieser Stelle fortgesetzt werden. Allerdings ldsst
der Rahmen dieser Diplomarbeit das nicht mehr zu. Im néchsten Kapitel werden noch
einige interessante offene Fragen und Probleme angesprochen.



Kapitel 5

Ausblick und offene Fragen

In der vorliegenden Diplomarbeit wurden fiir verschiedene Graphklassen moglichst
scharfe obere Schranken fiir den Wert der graphtheoretischen Dilation aus der
Literatur zusammengetragen. Dabei ist hauptséchlich die Graphklasse der Delaunay-
Triangulationen basierend auf drei verschiedenen Metriken niher untersucht worden.
Es stellte sich heraus, dass die Qualitit der Ergebnisse in Abhéngigkeit der Metrik
stark variiert. In diesem Kontext ist nun vor allem die Frage von Belang, inwieweit die
bewiesenen Schranken noch verbessert werden kénnen.

e Liegt in der euklidischen Metrik Apr € |7, 3c02sT(r”) ~ 2.42| nahe bei 7 /27
©
o In der L;-Metrik ist die grofite bekannte untere Schranke fiir Ap,_pr mit 2 weit
von der kleinsten bekannten oberen Schranke mit +/10 entfernt. Wie kann diese
Liicke verkleinert oder sogar ganz geschlossen werden?

e In der A-Metrik existiert mit Aa_pr = 2 eine optimale Schranke. Gibt es iiber-
haupt planare Graphklassen mit einer geringeren Dilation im worst case?

Weder bei den Delaunay-Triangulationen noch bei den anderen in dieser Diplomarbeit
behandelten Graphklassen ist die Gradzahl der Knoten beschrinkt. Hier wire es in-
teressant zu wissen, ob es Graphklassen mit beschrénkter Gradzahl gibt, bei denen
die Dilation eine gewisse Konstante nicht {iberschreitet. Gibt es iiberhaupt eine solche
Konstante? Wie klein kann diese werden?

Die Berechnungskomplexitét der Dilation liefert weitere offene Probleme. Wie kann die
Dilation eines Graphen moglichst effizient berechnet werden? Wie schnell lisst sich fiir
eine gegebene Punktmenge ein planarer Graph mit minimaler Dilation bestimmen? Wie
schnell kann fiir eine gegebene Punktmenge und einen gegebenen Wert d fiir die Dilation
der zugehorige - nicht notwendigerweise planare - Graph mit minimaler Kantenzahl
und dg < d konstruiert werden? Wie wirkt sich die Hinzunahme weiterer Kanten und
Knoten auf die Dilation eines Graphen moglichst positiv aus?

Eine Ausdehung der Diskussion iiber den 2-dimensionalen Raum hinaus liefert eben-
falls offene Fragen. Kénnen die Ergebnisse in gewisser Weise auf hchere Dimensionen
verallgemeinert werden? Wie ist das Verhalten insbesondere im 3-dimensionalen Raum?

Aufgrund zunehmender Forschungsaktivititen konnen vielleicht schon bald einige der
hier gestellten Fragen beantwortet werden.
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