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1 Einfithrung

Angenommen, die Stadtverwaltung von Manhattan mochte Geld bei der Sanierung der
Straflen sparen. Andererseits mochte sie bei Touristen auch keinen schlechten Eindruck
hinterlassen. Da stellt sich dann die Frage, wieviele und welche Kilometer Strafle miissen
instand gehalten werden, damit die Touristen von jeder Sehenswiirdigkeit zu jeder an-
deren Sehenswiirdigkeit kommen, ohne einen Umweg oder iiber nicht instand gesetzte
Straflen fahren zu miissen.

Ein Manhattan-Netzwerk zu einer Punktmenge ist die Verbindung der Punkte un-
tereinander nur mit vertikalen und horizontalen Liniensegmenten, so dass jeder Punkt
mit jedem auf einem kiirzesten, rechtwinkligen Weg verbunden ist. Minimiert man die
Gesamtlinge des Netzwerkes, so erhidlt man ein minimales Manhattan-Netzwerk (vgl.
Abbildung [TI).

Abbildung 1.1: Ein minimales Manhattan-Netzwerk

Minimale Manhattan-Netzwerke haben Anwendungszwecke beispielsweise im Chip-
Design. Insbesondere wenn, wie bei der ,,very-large-scale integration“ (VLSI), die Anzahl
der Transistoren auf einem Chip extrem hoch ist. Diese werden meistens auch nur auf
rechtwinkligen Pfaden verbunden. Wenn auch nicht jeder Transistor mit jedem verbun-
den wird, konnen die Algorithmen aus dem Bereich der minimalen Manhattan-Netzwerke
dafiir unter Umstinden dennoch interessante Ansétze liefern. Auch in der Stadtplanung
konnen Techniken aus dem Bereich von minimalen Manhattan-Netzwerken Anwendung
finden.

Aber auch in Gebieten, wo man es nicht direkt vermutet, gibt es Anwendungszwecke
fiir minimale Manhattan-Netzwerke. Fiir die Anordnung von Gen-Sequenzen schlagen
Lam, Alexandersson und Pachter [LAP03|] einen drei-Phasen Algorithmus vor. In der
ersten Phase nutzen sie einen lokalen Anordnungs-Algorithmus, um Sequenzen von hoher
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Ahnlichkeit zu identifizieren, die so genannten , high-scoring-pairs“ (HSP). Im zweiten
Schritt wird ein Netzwerk von bestimmten Punkten dieser HSP konstruiert. Dabei muss
nicht jeder Punkt mit jedem auf einem Manhattan-Pfad verbunden werden, sondern
nur mit Punkten, die groflere z-Koordinaten oder grofiere y-Koordinaten haben. Dazu
nutzen sie einen modifizierten Algorithmus von Gudmundsson et. al [GLNOT], der fiir
ihr Problem eine 2-Approximation liefert und in Zeit O(n?3) liuft.

1.1 Gliederung

In dieser Diplomarbeit geht um die effiziente Berechnung von minimalen Manhattan-
Netzwerken. Bis jetzt ist nicht bekannt, ob diese Berechnung NP-hart ist, oder nicht. In
diesem Kapitel werden im folgenden erstmal grundlegende, meist geometrische, Defini-
tion gegeben, die immer wieder benotigt werden. Im darauf folgenden Kapitel 2 werden
verschiedene Eigenschaften von minimalen Manhattan-Netzwerken bewiesen. Mit ihrer
Hilfe ldsst sich das Problem der minimalen Manhattan-Netzwerke besser charakterisieren
und verstehen. In Kapitel 3 werden dann die bekannten Approximations-Algorithmen
vorgestellt und miteinander verglichen. Im Kapitel 4 geht es dann um die exakte Be-
rechnung von speziellen, minimalen Manhattan-Netzwerken, die in dieser Form bis jetzt
noch nicht betrachtet worden sind. Abschliefend wird in Kapitel 5 ein Ausblick auf die
offenen Probleme gegeben.

1.2 Definitionen

Im Folgenden gilt generell folgende Notation:

S bezeichnet eine Punktmenge

v,p,q,r sind Punkte

a,b,c,d,g,k,l sind Kanten oder Geraden

xp st die x-Koordinate des Punktes p
yp ist die y-Koordinate des Punktes p
x; ist die x-Koordinate der vertikalen Kante [
y; ist die y-Koordinate der horizontalen Kante [

Seg[p,q] ist das Liniensegment zwischen p und ¢

Definition 1.1 (Vergleich von Punkt und Menge) Sei S eine Menge von Punkten
und p ein Punkt. Dann ist der Vergleich wie folgt definiert:

T, > s & VgeS: x, > x4

T, < x5 & VYgel: z, < x4

Yp > Ys & YqgeS: y, > 1y

Y < ys & VgeS: y, < y
<

Weiterhin gilt x), 2 v9 & x5 S Tp und yp 2 Ys & Ys S Yp.
Dieser Vergleich ist nicht fiir alle moglichen Fille definiert. Sollte

min {z4|q € S} < x, < max{z4lqg € S}
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gelten, so gilt weder z, > xg, noch z, < zg.

Definition 1.2 (Vergleich zweier Mengen) Seien P und S zwei Punktmengen. Der
Vergleich ist dann wie folgt definiert:

xp > x5 & YVgeS: xzp > x4
zp < s & VgeS§: zp < x4
yp > ys & VgeS: yp > y,
yp < ys & VYgeS: yp < y,

Ebenso wie beim Vergleich von Punkt und Menge, ist auch dieser Vergleich nicht in allen
Fillen definiert.

Definition 1.3 (Quadranten) Zu einem Punkt p seien die vier Quadranten wie folgt
definiert (vgl. Abbildung[LA):

Q(p,1) = {56R2|xp§x3/\yp§ys}
Qp,2) = {s € RQ\xp >xs Nyp < ys}
Q(p,3) = {SERQ\xPZxS/\ypZyS}
Q(p,4) = {5 € R%[z, < zg Ayp > ys}

Qp,2) Qp, 1)

Q(p,3) Q(p,4)

z-Achse

(0,0)

Abbildung 1.2: Die vier Quadranten beziiglich des Punktes p. Der Punkt muss nicht dem
Ursprung entsprechen.

Diese Quadranten sind nicht disjunkt, ein Punkt ¢, der die gleiche z- oder y-Koordinate
wie ein Punkt p hat, liegt in zwei Quadranten beziiglich p.

Definition 1.4 (Manhattan-Metrik) In der Manhattan- oder Ly-Metrik ist der Ab-
stand zwischen zwei Punkten p und q im R? definiert als:

dr, (p,q) == |xp - xq| + |yp - yq|
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Definition 1.5 (Euklidische Metrik) In der euklidischen oder Lo-Metrik ist der Ab-
stand zwischen zwei Punkten p und q im R? definiert als:

dr,(p,q) = \/(xp —24)* + (Up — vg)°

Sowohl die Manhattan-Metrik, als auch die euklidische Metrik gehéren zur Familie der
Minkowski-Metriken:

Definition 1.6 (Minkowski-Metrik) Die Minkowski-Metrik zu einer festen, natiirli-
chen Zahl n ist definiert als:

dr,(p,q) = 7\1/‘3510 —xq|" + |yp — ygl"

Im Folgenden ist aber unter Abstand zweier Punkte oder Lénge eines Pfades immer
der Abstand bzw. die Lange beziiglich der Manhattan-Metrik zu verstehen, sofern nicht
explizit etwas anderes gesagt wird:

d(p,q) :=dr,(p,q)

Definition 1.7 (e-Umgebung) FEine e-Umgebung zu einem Punkt p im R? ist die wie
folgt definierte Menge:

Uc(p) == {q € R? | d(p,q) < ¢}

Zu einer Punktmenge lédsst sich auch der Rand der Punktmenge definieren. Dieser
muss nicht in der Punktmenge enthalten sein.

Definition 1.8 (Rand einer Punktmenge) Zu einer Punktmenge P C R? ist der
Rand OP wie folgt definiert:

OP :={peR?®|Ve>0:U(p)NP #DAUc(p) N (R*\ P) £ 0}

Jede e-Umgebung um einen Punkt p, der auf dem Rand liegt, muss sowohl innerhalb,
als auch auflerhalb der Punktmenge liegen.

Definition 1.9 (Manhattan-Pfad) Ein Manhattan-Pfad zwischen den Punkten p und
q, p # q ist eine Menge L von n Liniensegmenten mit folgenden Eigenschaften (vgl.
Abbildung [I3):

1. L= (li,...,ly) (L besteht aus Liniensegmenten.)

2. l; = Seg[pi, pi+1] (Die Liniensegmente bilden eine Kette.)
3. p1 = p (Das erste Liniensegment startet bei p.)

4. pnt1 = q (Das letzte Liniensegment endet bei q.)

5. fiir pi, piv1 gilt: Ty, = Tp, . VYp, = Yp,,, (Die Liniensegmente sind achsenparallel.)

10
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n

6. > d(pi,pi+1) = d(p,q) (Der Weg ist genauso lang wie der Abstand von p und q.)
i=1

Aus dieser Definition lassen sich folgende Eigenschaften ableiten:

o Vi, 1 <i<n+1gilt: z, [min (:Upl,xan) ,max (xpl,xpnﬂ)] (Alle Punkte des
Pfades befinden sich im durch z,, und ., begrenzten Intervall)

o Vi,1 <i<n+1gilt: yp, € [min (Yp,, Ypps1) »max (Yp,, Yp,.,)| (Alle Punkte des
Pfades befinden sich im durch y,, und y,,,, begrenzten Intervall)

e Eine Menge von achsenparallelen, verbundenen Liniensegmente ist genau dann ein
Manhattan-Pfad, wenn diese sowohl z-, als auch y-monoton sind. Dies heif3t, dass
sowohl die z-, als auch die y-Koordinaten der Punkte entlang des Pfades monoton
sind.

Abbildung 1.3: Drei verschiedene Manhattan-Pfade von p nach ¢, die die gleiche Lange
haben

Wenn die zwei Punkte p und ¢ nicht auf einer horizontalen oder vertikalen Geraden
liegen, dann ist der Manhattan-Pfad zwischen diesen Punkten nicht eindeutig (vgl. Ab-

bildung [[3]).

Definition 1.10 (Manhattan-Netzwerk) Ein Manhattan-Netzwerk zu einer Punkt-
menge S ist eine Menge M wvon achsenparallelen Liniensegmenten mit der Figenschaft:

Vp,q € S,p # q : AManhattan-Pfad zwischen p und q in M

Definition 1.11 (Linge eines Manhattan-Netzwerks) Die Linge oder Grifie ei-
nes Manhattan-Netzwerkes M ist definiert als die Gesamtlinge aller Liniensegmente
des Manhattan-Netzwerkes.

M= |l

leM

Definition 1.12 (Minimales Manhattan-Netzwerk)

Zu einer Punktmenge S ist eine Menge M von Liniensegmenten genau dann ein minima-
les Manhattan-Netzwerk (vgl. AbbildungLl auf Seite[]), wenn es folgende Eigenschaften
erfillt:

11
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e M ist ein Manhattan-Netzwerk zu S

e Fiir alle Manhattan-Netzwerke M’ zu S gilt: |M| < |M'|

Definition 1.13 (Approximation eines minimalen Manhattan-Netzwerkes)
Gegeben sei ein Algorithmus ALG. Dieser berechnet ein Manhattan-Netzwerk M'. Er
erreicht einen Approximations-Faktor von n fir das minimale Manhattan-Netzwerk-
Problem, wenn fiir alle Punktmengen S gilt:

[ M| <7 [Mop|

My bezeichnet das minimale Manhattan-Netzwerk zu einer Punktmenge S.

12



2 Eigenschaften von minimalen
Manhattan-Netzwerken

In diesem Kapitel werden wir verschiedene Eigenschaften von minimalen Manhattan-
Netzwerken beweisen. Diese werden fiir die kommenden Kapitel, insbesondere fiir Ka-
pitel B, gebraucht. Dabei handelt es sich um Eigenschaften von minimalen Manhattan-
Netzwerken zu beliebigen Punktmengen.

2.1 Ausdehnung eines Manhattan-Netzwerkes

Zuerst beschéftigen wir uns mit der Frage, innerhalb welcher Grenzen sich ein minimales
Manhattan-Netzwerk aufhalten kann. Der erste Ansatz dafiir ist, das umschliefende
Rechteck zu betrachten (vgl. Abbildung EXT).

Abbildung 2.1: Minimales Manhattan-Netzwerk mit umschlieBendem Rechteck. Dabei
liegen alle Punkte innerhalb des Rechtecks.

Definition 2.1 (UmschlieBendes Rechteck) Das kleinste, achsenparallele Rechteck
R(S) mit der Eigenschaft, dass alle Punkt aus S in R(S) enthalten sind, wird umschlie-
fendes Rechteck genannt und ist definiert als:

R(S) = [mln {xp,, . ap, pymax{ay,,, ..., 2p, }]
X [mln{ypla"'>ypn}?max{ypla"'>ypn}]

13
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Definition 2.2 (Degeneriertes Rechteck) Sollten alle Punkte aus S die gleiche x-

oder die gleiche y-Koordinate haben, so besteht R(S) nur aus einem Liniensegment. In
diesem Fall heifit R(S) degeneriert.

Lemma 2.3 Ein minimales Manhattan-Netzwerk muss sich im kleinsten, achsenparal-
lelen, die Punktmenge S umschlieflenden Rechteck R(S) befinden.
Beweis Lemma Gegeben sei eine Punktmenge S. Dann gilt:

e Vp,q € S: Nach Definition [CH gilt: Jeder Manhattan-Pfad zwischen p und ¢ liegt
in R({p, q}).

e Vp,q € S: Da sowohl p, als auch ¢ in R(S) enthalten sind, liegt auch R({p,q}) in
R(S).

Abbildung 2.2: Kontur einer Punktmenge mit umschlieBendem Rechteck. Dabei liegen
die vier Extrempunkte dieser Kontur auf dem umschlieenden Rechteck.

Allerdings lassen sich die &ufleren Grenzen fiir das minimale Manhattan-Netzwerk
noch deutlich verfeinern. Anstelle des umschlieBenden Rechtecks nimmt man die Kontur
der Punktmenge beziiglich der Manhattan-Metrik. Dies wurde bis jetzt noch von keinem
Algorithmus in der Literatur ausgenutzt. Chepoi, Nouioua und Vaxes [CNV05] verwen-
den ein #dhnliches Polygon, die so genannte Pareto-Hiille, was allerdings nicht so enge
Grenzen wie die Kontur hat. Dieser Algorithmus wird spéter in Kapitel vorgestellt.

Definition 2.4 (Kontur einer Punktmenge in der Manhattan-Metrik)

Zu einer Punktmenge S ist eine Kontur (vgl. Abbildung[ZA) ein Polygon P, mit mini-
maler Fliche und der Eigenschaft, dass alle Punkte aus S im Polygon enthalten sind und
es zwischen je zwei Punkten p,q € S einen Manhattan-Pfad zwischen diesen Punkten
gibt:

area(P) := min{area(P')|Vp,q € S IManhattan-Pfad zwischen p und q in P'}

14
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Dass das so definierte Polygon den Namen Kontur verdient, zeigt das folgende Kon-
struktionsverfahren, welches analog zu dem Verfahren von Rolf Klein [KIe05, Seite 1671f]
ist. Da allerdings in der Manhattan-Metrik der Pfad zwischen zwei Punkten nicht immer
eindeutig ist, muss das Verfahren modifiziert werden. Die zusétzliche Idee hinter dem
modifizierten Verfahren ist, die Fliche des Konturpolygons zu minimieren.

Die Konstruktion einer Kontur geht in zwei Schritten. Im ersten Schritt wird eine linke
Kontur erzeugt. Diese besteht aus einem Pfad vom linken Extrempunkt L zum oberen
Extrempunkt O und aus einem Pfad von L zum unteren Extrempunkt U. Im zweiten
Schritt wird dann die rechte Kontur, bestehend aus dem Pfad vom rechten Extrempunkt
R zu O und aus dem Pfad von R zu U konstruiert.

Zur Konstruktion der linken Kontur werden die Punkte zuerst nach x-Koordinaten
aufsteigend sortiert. Dann gehen wir mit einer senkrechten Sweep-Line von links nach
rechts durch die Punktmenge. In der Sweep-Status-Struktur wird der Punkt mit maxima-
ler y-Koordinate (MaxYSoFar) und der Punkt mit minimaler y-Koordinate (MinYSoFar)
gespeichert. Am Anfang stimmen beide Punkte mit dem linken Extrempunkt L {iberein.
Nach dem Sweep ist MaxYSoFar gleich O und MinYSoFar gleich U. Wenn ein neuer
Punkt MaxYSoFar oder MinYSoFar gefunden wird, wird er durch einen Pfad mit sei-
nem Vorginger verbunden. In der Konstruktion dieses Pfades liegt der Unterschied zu
dem Verfahren von Rolf Klein [KIe05]. In der Lo-Metrik ist der Pfad zwischen den beiden
Punkten eine eindeutige Kante, in der Li-Metrik ist er jedoch nicht immer eindeutig.

Sei der alte Punkt mit pyq, der neue Punkt mit ppew bezeichnet. Dann wird in dem
Rechteck R({pold, Pnew }) die rechte Kante des Rechtecks, sowie die dann nétige horizon-
tale Kante genommen. Formal sind die beiden Kanten wie folgt definiert:

[ ll — Seg [pOld’ ('Ipnew’ ypold)]

i 12 - Seg [(xpnew7 ypold) 7pneW]

Nachdem die linke Seite der Kontur K; berechnet ist, wird mit einer Sweep-Line von
rechts nach links die rechte Seite der Kontur konstruiert. Dabei wird allerdings der
Pfad zwischen zwei Punkten so konstruiert, dass die rechte Kontur die linke Kontur an
moglichst vielen Stellen beriihrt, aber nicht kreuzt (vgl. Abbildung 233)). Das Verfahren
fiir die Konstruktion der linken Kontur kann nicht direkt iibernommen werden, da sich
sonst die linke und rechte Kontur schneiden kénnte (vgl. Abbildung EZ3)).

Sei der alte Punkt mit pyq, der neue Punkt mit pyew bezeichnet. Dabei wird zwischen
Pold Und ppew der Pfad konstruiert, der moglichst viele Kanten mit der linken Kontur
gemeinsam hat. Dies geschieht nach folgendem Verfahren:

e Fiige eine horizontale Kante l; = Seg[poid, (z,Yp,,)] ein. Dabei ist z der Wert
Tpnews Wenn dabei die linke Kontur nicht geschnitten wird, ansonsten der z-Wert
des Schnittpunkts.

e Fiige eine vertikale Kante [y mit Iy = Seg[(Pnew, (Zpyew s ¥)] €in. Dabei ist y der Wert
Ypo» Wenn dabei die linke Kontur nicht geschnitten wird, ansonsten der y-Wert
des Schnittpunkts.

15
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Sollten die Punkte (z,yp,,) und (zp,..,y) nicht zusammenfallen, so verlduft zwischen
diesen Punkten die rechte Kontur entlang der linken Kontur. In der Manhattan-Metrik

U

Abbildung 2.3: An den fetten Liniensegmenten verlduft die rechte Kontur entlang der
linken Kontur. Bei dem oberen Teil ist der Verlauf der Kontur nicht
eindeutig, die gestrichelten Kanten wiren, anstelle der fetten Kanten,
ebenfalls eine giiltige Kontur. Wére das gleiche Verfahren fiir die rechte
Seite, wie fiir die linke Seite angewandt worden, so wéren sowohl die
gestrichelten als auch die fetten Segmente enthalten.

ist die Kontur, genauso wie die Manhattan-Pfade, nicht immer eindeutig (vgl. Abbil-
dung Z3)). Im wesentlichen entspricht damit die Kontur der konvexen Hiille beziiglich
der Manhattan-Metrik. Allerdings wére die konvexe Hiille, als Schnitt aller konvexen
Mengen, die S enthalten, nicht immer zusammenh#ngend. In Abbildung wéren die
oberen, fett markierten Kanten nicht in der konvexen Hiille enthalten.

Lemma 2.5 Dieses Polygon entspricht einer Kontur.

Beweis Lemma Angenommen, das so berechnete Polygon P, ist keine Kontur. Dies
bedeutet, es gibt ein Polygon P’ mit kleinerer Fliche, das ebenfalls fiir jedes Paar (p, q)
einen Manhattan-Pfad enthélt.

Betrachten wir zunéichst die linke Seite der Kontur (vgl. Abbildung Z4l). Die Pfade
entlang des linken Randes der Kontur sind so definiert, dass bei zwei aufeinanderfol-
genden Punkten p und ¢ das Innere des Rechtecks R({p,¢}) nicht im Konturpolygon
enthalten ist. Damit gilt fiir jede vertikale Kante [ der linken Seite der Kontur, dass sie
sich nicht durch eine Kante I’ mit z;; > x; ersetzt werden kann. Weiterhin lisst sich keine
horizontale Kante [ des Pfades von L nach O durch eine Kante I’ mit vy < y; ersetzen
und es lisst sich keine horizontale Kante [ des Pfades von L nach U durch eine Kante [’
mit yy > y; ersetzen.

16
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o
]
—————————— [
neres der
ontur
[ e—e
p

R,

U

Abbildung 2.4: Die Pfade von L nach O und von L nach U werden so konstruiert, dass
die Flache des Konturpolygons dabei minimal wird. Deshalb verlauft der
Pfad zwischen p und ¢ am unteren und rechten Rand des Rechtecks.

Nun betrachten wir die rechte Seite der Kontur. Sollte diese analog zur linken Seite
definiert sein, wiirden dann analoge Argumente fiir die vertikalen und horizontalen Kan-
ten gelten. Betrachten wir eine vertikale Kante [ auf der linken Seite der Kontur und
eine vertikale Kante I’ auf der rechten Seite der Kontur, die sich genau gegeniiberliegen.
Wenn z; < zp gilt, dann lisst sich der Abstand von [ und !’ nicht verringern, ohne
dass die Kontureigenschaft verloren geht. Aufgrund der Konstruktion wird fiir den Fall,
dass z; > xp gelten wiirde, die Kante [’ nicht eingefiigt sondern stattdessen die Kante [
wiederverwendet. In diesem Fall gibt es aber nur ein vertikale Gerade ohne Ausdehnung
und diese ist damit automatisch minimal. Analoge Argumente greifen fiir die obere und
untere Seite der Kontur. Damit ist das so definierte Polygon eine Kontur.

O

Lemma 2.6 Es gibt kein Polygon P, dessen Umfang kleiner ist als der Umfang eines
Kontur-Polygons und das es einen Manhattan-Pfad fir alle Punkte aus S in diesem
Polygon gibt.

Beweis Lemma 28l Dieser Beweis geht iiber die gleiche Argumentation wie der Beweis
fiir das Lemma Daher wird hier der Beweis nur kurz skizziert. Die Pfade auf der
linken Seite der Kontur sind alle n6tig und sollte dann fiir eine Kante [ der linken Seite
der Kontur und fiir die parallel Kante I’ der rechten Seite der Kontur x; < ;. gelten, so
l4sst sich der Abstand nicht verringern, womit beide Kanten nétig sind.

O

Lemma 2.7 Es gibt zu jeder Punktmenge S ein Manhattan-Netzwerk, das nicht aufSer-
halb der Kontur der Punktmenge liegt.

17
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-

Abbildung 2.5: Der Pfad von p; nach py geht iiber einen Punkt r auflerhalb der Kon-
tur. Dann ist aber auch der Pfad von p; iiber m,(r),m,(r) nach ps ein
Manhattan-Pfad, wobei das Stiick zwischen 7, (r) und 7, (r) entlang der
Kontur verlauft.

Beweis Lemma [Z7] Der Beweis geht iiber Widerspruch. Angenommen, es gibt ein
Manhattan-Netzwerk, das einen Pfad enthélt, der auflerhalb der Kontur verlauft und
nicht im Innern bzw. auf der Kontur verlaufen kann. Dieser verbindet die Punkte p; € S
und pe € S und geht dabei iiber einen Punkt r, der aulerhalb der Kontur liegt. Dieser
Punkt r muss allerdings laut Lemma Z3 innerhalb des umschlielenden Rechtecks liegen.
Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gelte im Folgenden z,, < x,.

Fall a) Der Punkt r liegt in R({L,O}):
Bilde nun die vertikale Projektion 7, (r) auf die Kontur und betrachte dann den
linken Nachbarn ¢; auf der Kontur. Ebenso wird die horizontale Projektion ()
auf die Kontur gebildet. Dort wird dann der obere Nachbar ¢y betrachtet (vgl.
AbbildungZH]). Da p; und py nicht auflerhalb der Kontur liegen, miissen folgende
Bedingungen erfiillt sein:

(i) zp, < 2p < Zg

(i) Aus (i) folgt: yp, < yq,, da p; innerhalb der Kontur liegt.
(i)
(iv) Aus (i) und (iii) folgt: z, < x4, < x,,, da pp innerhalb der Kontur liegt.
Damit ergibt sich, dass auch der Pfad entlang der Punkte (py, 7, (r), 7y (1), p2) ein
giiltiger Manhattan-Pfad ist, wobei das Stiick zwischen 7, (r) und 7, (r) entlang

der Kontur verlauft. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der Annahme, dass der
Pfad nicht im Innern oder auf der Kontur verlaufen kann.

Aus (ii) folgt: yg < yr < Yp,

Fall b) Der Punkt r liegt in einem der drei anderen Rechtecke. Diese Félle sind analog
zum ersten Fall.
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2 Eigenschaften von minimalen Manhattan-Netzwerken

O

Dieses Netzwerk ist nicht notwendigerweise minimal, es ist im Beweis nicht ausge-
schlossen, dass die Gesamtléinge des Netzwerkes durch die Konstruktion wéchst.

Lemma 2.8 Es gibt zu jeder Punktmenge S ein minimales Manhattan-Netzwerk, das
den Rand der Kontur enthdlt.

10

3 l4

Abbildung 2.6: Punkte auf der Kontur entgegen dem Uhrzeigersinn nummeriert

Beweis Lemma Betrachte ein minimales Manhattan-Netzwerk zu einer beliebigen
Punktmenge S. Seien die Punkte auf der Kontur K gegen den Uhrzeigersinn von 1 bis
k durchnummeriert. (vgl. Abbildung EZ6). Es werden nun zwei Mengen von Teil-Pfaden
betrachtet.

e Die Menge A, die die Teile von Manhattan-Pfaden, die auflerhalb der Kontur ver-
laufen, enthilt.

e Die Menge B, die die Teile von Manhattan-Pfaden, die nicht auflerhalb der Kontur
verlaufen und die Punktpaare (pi, P mod k)+1) ,1 <4 < k verbinden.

Aufgrund der Konstruktion der Kontur verlaufen die Teil-Pfade in B entlang der Kontur.
Damit sind in AU B sémtliche Manhatten-Pfade zwischen p; und p; mod x)41,1 <@ <k
enthalten. Da sich aufgrund von Lemma B jeder Pfad auflerhalb der Kontur auf die
Kontur abbilden lésst, gilt: |K| < |A| + |B|.

Mit der Konstruktion, die auch in Lemma 27 verwendet wird, werden die Teil-Pfade
aus der Menge A auf die Kontur abgebildet. Damit verlaufen sdmtliche Teil-Pfade, die
vorher in der Menge A enthalten waren, jetzt entlang der Kontur. Sei nun B’ definiert
als die Manhatten-Pfade zwischen p; und p(; mod x)+1,1 < @ < k, die auf der Kontur
verlaufen. Dann gilt:

B =K = |B| < |A] +|B|

Da durch diese Konstruktion die Lénge des Netzwerkes nicht steigen kann, bedeutet dies,
dass es ein minimales Manhattan-Netzwerk gibt, das die Kontur enthélt.

O

Korollar 2.9 Es gibt ein minimales Manhattan-Netzwerk, dass nicht aufSerhalb der
Kontur verlduft.
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2 Eigenschaften von minimalen Manhattan-Netzwerken

Beweis Korollar Ergibt sich aus der Konstruktion fiir den Beweis von Lemma
Danach sind keine Pfade auflerhalb der Kontur mehr vorhanden.

2.2 Verlauf der Manhattan-Pfade

Auch der Verlauf der Manhattan-Pfade eines minimalen Manhattan-Netzwerkes lasst
sich einschrinken.

Lemma 2.10 Es gibt ein minimales Manhattan-Netzwerk, bei dem alle Pfade zwischen
zwei Kreuzungen aus mazximal zwei Liniensegmenten bestehen, und zwar einem horizon-
talen und einem vertikalen.

Beweis Lemma ZI0 Secien p und g zwei Kreuzungspunkte von Manhattan-Pfaden.
Der Pfad zwischen p und ¢ enthélt keinen weiteren Kreuzungspunkt. Damit kann der
Pfad zwischen p und ¢ auf dem Rand des Rechtecks R({p,q}) entlanglaufen, ohne dass
sich seine L&nge noch seine Monotonie-Richtung &ndert. Da es nur endlich viele Kreu-
zungspunkte gibt, haben wir nach endlich vielen Ersetzungen das gewiinschte Netzwerk
erreicht.

O

Definition 2.11 (induziertes Gitter) Das durch eine Punktmenge S = {p1,...,pn}
induzierte Gitter I' ist definiert durch:

v(x) = {(zp,yp)lzp =2}
hy) = {(zpyp)lyp = v}
= <U v(xp¢)> U (U h(%%))
i=1 i=1

Fiir dieses Gitter lasst sich nun folgendes Lemma zeigen, was auf den ersten Blick
offensichtlich ist, bis jetzt jedoch noch nicht in dieser Allgemeinheit bewiesen wurde.

Lemma 2.12 FEs gibt ein minimales Manhattan-Netzwerk zu einer Punktmenge S, bei
dem alle Manhattan-Pfade auf dem durch S induzierten Gitter I' verlaufen.

Beweis Lemma Gegeben sei ein beliebiges, minimales Manhattan-Netzwerk zu
einer Punktmenge S. Wir betrachten jetzt nur den horizontalen Fall, der vertikale geht
analog. Betrachte ein horizontales Liniensegment [ aus dem Manhattan-Netzwerk, das
nicht auf dem Gitter liegt. Dieses Liniensegment hat sowohl am linken als auch am
rechten Ende Segmente, die nach oben und/oder unten weggehen. Zwischen dem linken
und rechten Ende gibt es ny Segmente, die nach oben weggehen und ny Segmente, die
nach unten weggehen. Betrachte nun das horizontale Liniensegment [,, das folgende
Eigenschaften erfiillt:
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2 Eigenschaften von minimalen Manhattan-Netzwerken
(i) Es gibt eine vertikale Gerade g mit g Nl # () und g NI, # () (Die Liniensegmente
liegen an mindestens einem Punkt iibereinander)

(ii) Entweder [, ist ein horizontales Liniensegment des Manhattan-Netzwerkes oder [,
entspricht dem oberen Rand des Gitterstreifens, in dem [ liegt.

(iii) y;, > yi (Das Liniensegment [, liegt tiber [)

(iv) Es gibt kein [/, dass die gleichen Eigenschaften wie [, besitzt und fiir das gilt:
Y < Y1, (Zwischen [ und [, liegt kein weiteres Liniensegment.)

Analog sei [, definiert als das Liniensegment, das unterhalb von [ liegt. Aus der Eigen-
schaft (iv) folgt, dass sowohl [, als auch [, in der gleichen Gitterzeile wie [ liegen (vgl.
Abbildung Z7).

] Ly

n2=3

Abbildung 2.7: Das Liniensegment [ lisst sich entweder bis auf die Hohe des Linien-
segments [, oder [, verschieben. [, ist dabei ein Teil des Manhattan-
Netzwerkes, wihrend [, dem Gitterrand entspricht.

Der vertikale Abstand von [ zu [, sei 61 > 0, zu [, sei er 6 > 0. Das Liniensegment
[ ldsst sich nun nach oben auf jeden Fall bis auf die Hohe von [, verschieben, ohne
dass die Manhattan-Eigenschaft verletzt wird. Dabei werden die vertikalen Segmente,
die oberhalb von [ liegen jeweils um die Lange 01 gekiirzt, wihrend die vertikalen Lini-
ensegmente, die unterhalb von [ liegen um die Lénge §; verlingert werden. Analoges gilt
fiir das Verschieben nach unten auf die Hohe von [,,. Beim Verschieben bis zu [, dndert
sich die Lénge des Manhattan-Netzwerks um A; = §; - (ng — ny), beim Verschieben
hin zu [,, dndert sich die Linge um: Ay = §1 - (n1 — ngy). Sollte sowohl A als auch Ao
echt grofler als Null sein, so muss ne > nq und ny > no gelten, was nicht sein kann.
Also l#sst sich das Liniensegment entweder nach [,, oder [, verschieben, ohne dass sich
die Gesamtlinge des Manhattan-Netzwerk édndert. Sei I’ das verschobene Liniensegment.
Nun konnen zwei Fille auftreten

Fall 1) I’ liegt auf dem Gitter. Dann sind wir fiir dieses Liniensegment fertig.

Fall 2) I’ liegt nicht auf dem Gitter. Dann bildet I” = I"Ul, bzw. I’ Ul, ein neues Linien-
segment. Man betrachte nun dieses Liniensegment [”. Dafiir gelten die gleichen
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2 Eigenschaften von minimalen Manhattan-Netzwerken

Argumente wie fiir [. Da es nur eine endliche Anzahl von horizontalen Linienseg-
menten gibt und jedes mal, wenn Fall 2) auftritt, zwei horizontale Liniensegmente
zu einem verschmolzen werden, muss irgendwann der Fall 1) eintreten.

Analog ldsst sich dieses Verfahren danach fiir die vertikalen Kanten anwenden. So-
mit liegen danach alle Kanten des minimalen Manhattan-Netzwerkes auf dem Gitter.
Die Grofle des Netzwerkes ist dabei nicht gestiegen, somit ist dieses Netzwerk, was nur
entlang des Gitters verlduft, ebenfalls ein minimales Manhattan-Netzwerk.

2.3 Konstruktion eines Netzwerkes

Auch bei der Konstruktion des minimalen Manhattan-Netzwerkes lassen sich Eigenschaf-
ten finden, die es erleichtern, ein minimale Manhattan-Netzwerk zu berechnen.

Definition 2.13 (Erzeugende Menge) Sei S eine Punktmenge. Sei Z eine Teilmen-
ge von S x S und M ein Netzwerk, dass fiir alle Paare aus Z einen Manhattan-Pfad
enthdlt. Z ist genau dann eine erzeugende Menge, wenn M auch Pfade fiir Paare
(p,q),p,q € S enthilt.

Definition 2.14 (Kritisches Rechteck) Zu einer Punktmenge S ist ein umschlieffen-
des Rechteck R({p,q}),p,q € S genau dann ein kritisches Rechteck, wenn gilt:

R({p,q}) NS ={p,q}

Lemma 2.15 Die Menge Zg, die die Paare (p,q) enthdlt, fir die gilt,
R({p,q}) ist ein kritisches Rechteck,

st eine erzeugende Menge.

Beweis Lemma [ZT8 Sei M ein Netzwerk, das Manhattan-Pfade fiir alle Paare aus Z,
enthélt.

Der Beweis, dass M einen Manhattan-Pfad fiir ein beliebiges Paar (p,q) € S x S
enthélt, geht mittels Induktion iiber |[S N R({p,q})|.

Induktionsanfang: |[SNR({p,q})| = 2. In diesem Fall ist R({p, ¢}) ein kritisches Recht-
eck und M enthélt nach Definition einen Manhattan-Pfad fiir das Paar (p, q).

Induktionsschritt: Sei nun |[S N R({p,q})] = n > 2. Damit enthélt das Rechteck
R({p, ¢}) mindestens einen weiteren Punkt r. Betrachte nun die Rechtecke R({p,r}) und
R({r,q}). Da R({p,r}) den Punkt ¢ nicht enthalten kann und R({r,q}) den Punkt p
nicht enthalten kann, gilt fiir beide Rechtecke: [SNR({p,r})| < nund |[SNR({r,q})| < 2.
Damit enthélt M nach Induktionsvoraussetzung einen Pfad von p nach r und einen Pfad
von 7 nach ¢. Diese kombiniert ergeben dann einen Pfad von p nach gq.
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2 Eigenschaften von minimalen Manhattan-Netzwerken

Interessant ist, dass die Paare (p, q), die auf dem Rand einer Kontur benachbart sind,
nicht zwangslaufig in einer erzeugenden Menge enthalten sein miissen. Im Regelfall sind
sie enthalten, es gibt jedoch Punktmengen und erzeugende Mengen zu diesen Punkt-
menge, wo nicht alle Paare auf der Kontur nétig sind (vgl. Abbildung ZH).

Abbildung 2.8: Das Paar (p, q) ist nicht nétig fiir eine erzeugende Menge, sofern das Paar
(p,p) und (q,q’) enthalten ist.
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3 Approximations-Algorithmen

In diesem Kapitel wird ein Uberblick iiber die bisher verdffentlichten Approximations-
Algorithmen gegeben.

3.1 Eine 4-Approximation

Der hier vorgestellte Algorithmus stammt aus dem Paper ,Approximating Minimum
Manhattan Networks“ von Gudmundsson, Levcopoulos und Narasimhan [GLNOT]. Die-
ser Algorithmus fithrt das Problem minimaler Manhattan-Netzwerke zuriick auf das
Problem einer minimalen Rectangulation einer Menge von Treppen-Polygonen. Wenn
der Rectangulation Algorithmus in Zeit O (R(n)) lauft und einen Approximationsfaktor
von r fiir die Rectangulation liefert, so wird der présentierte Algorithmus ein Netzwerk
berechnen, welches maximal um den Faktor 47 schlechter, als das minimale Manhattan-
Netzwerk ist und in Zeit O(n log n+R(n)) lauft. Unter Benutzung von zwei verschiedenen
Approximations-Algorithmen fiir das Rectangulation Problem, erhalten wir dann zwei
Approximations-Algorithmen fiir das minimale Manhattan-Netzwerk Problem. Der erste
lduft in Zeit O(n?) und hat einen Approximationsfaktor von vier, wihrend der zweite in
Zeit O(nlogn) lauft und einen Approximationsfaktor von acht hat.

3.1.1 Definitionen

Seien p und ¢ Punkte einer Punktmenge S, wobei p links oben von ¢ liegt. Ein -Pfad
zwischen p und ¢ ist ein rechtwinkliger Pfad, der aus einem vertikalen Liniensegment
mit Endpunkt in p und einem horizontalen Liniensegment mit Endpunkt in g besteht.
Dabei handelt es sich natiirlich um einen Manhattan-Pfad zwischen p und ¢. Der -Pfad
besteht dann aus dem horizontalen Liniensegment mit Endpunkt in p und dem vertikalen
Liniensegment mit Endpunkt in ¢ (vgl. Abbildung Bl). Wenn p links unten von ¢ liegt,
sei der _-Pfad und der "-Pfad analog definiert.

(a) Ein . -Pfad (b) Ein *-Pfad

Abbildung 3.1: Zwei verschiedene, kanonische Pfade zwischen den Punkten p und ¢
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3 Approximations-Algorithmen

Definition 3.1 (Rectangulation [LO96])

Eine Rectangulation von einem rechtwinkligen Polygon P ist eine Menge von Linienseg-
menten, die P in Rechtecke unterteilt (vgl. AbbildunglZA). Fine optimale Rectangulation
ist eine Menge von Liniensegmenten mit minimaler Gesamtlinge, die P in Rechtecke un-
terteilt. Dabei ist der Rand des Polygons nicht enthalten.

]

Abbildung 3.2: Rectangulation eines Polygons

3.1.2 Der Approximations-Algorithmus

Der Algorithmus berechnet die Segmente fiir das Manhattan-Netzwerk in vier verschie-
denen, unabhéngigen Schritten. In jedem Schritt und fiir jeden Punkt verbindet der
Algorithmus diesen Punkt mit einer — moglicherweise leeren — Menge von bestimmten,
benachbarten Punkten. Diese vier Schritte sind bis auf Symmetrie gleich, daher wird der
erste Schritt ausfiihrlicher erklért, als die anderen drei Schritte.

1. Gehe mit einer Sweep-Line von links nach rechts durch die Punktmenge. Fiir jeden
Punkt p’ € S sei p € S der Punkt, der unterhalb und nicht links von p’ liegt, so-
wie minimalen xz-Abstand von p’ hat. Sollte es mehrere Kandidaten geben, so ist p
derjenige, der zusitzlich den minimalen y-Abstand von p’ hat. Wir sagen dann im
Folgenden, dass p’ zu p 1-gehdrt. Es ist offensichtlich, dass das Rechteck R({p,p’}) ein
kritisches Rechteck ist. Fiir jeden Punkt p sei Bi(p) die Menge der Punkte von S, die
zu p 1-gehéren. Obwohl jeder Punkt p’ zu hochstens einem Punkt p 1-gehdren, kann
es mehrere Punkte geben, die zu einem p 1-gehdren. Seien pq, ..., p,, die Punkte, die
zu p l-gehoren, sortiert nach ihren z-Koordinaten. Da jedes Rechteck R({p;,p}) ein
kritisches Rechteck ist und alle p; links oberhalb von p liegen, bilden diese Punkte
eine Treppe (vgl. Abbildung B3)). Als Erstes wird der -Pfad e; zwischen p; und p
eingefiigt. Sollte p; die gleiche y-Koordinate wie p haben, so handelt es sich um ein
einfaches Liniensegment. Falls m > 1 gilt, so wird eine senkrechte Kante es von py,
mit Endpunkt auf e; eingefiigt. Nun werden ,,lokale“ Manhattan-Netzwerke konstru-
iert, so dass von jedem Punkt pq,...,p, ein Manhattan-Pfad iiber e; oder ey zu p
existiert. Dieser Schritt wird spéter noch genauer beschrieben. Alle Kanten, die in
diesem Schritt erzeugt werden, werden der Menge N; hinzugefiigt.
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Pm

py €2

D1

€1

p

Abbildung 3.3: Die Punkte p1, ..., pm 1-gehéren zu p

2. Gehe mit einer Sweep-Line von links nach rechts durch die Punktmenge. Fiir jeden
Punkt p’ € S sei p € S der Punkt, der oberhalb, und nicht links von p’ liegt, sowie
minimalen z-Abstand von p’ hat. Sollte es mehrere Kandidaten geben, so ist p der-
jenige, der zusitzlich den minimalen y-Abstand von p’ hat. Wir sagen im Folgenden,
dass p’ zu p 2-gehort. Fiir jeden Punkt p sei Bo(p) die Menge der Punkte von S, die
zu p 2-gehoren. Erzeuge dann, wie im ersten Schritt, eine Menge von Kanten Ns.

3. Gehe mit einer Sweep-Line von unten nach oben durch die Punktmenge. Fiir jeden
Punkt p’ € S sei p € S der Punkt, der links, und nicht unterhalb von p’ liegt, sowie
minimalen y-Abstand von p’ hat. Sollte es mehrere Kandidaten geben, so ist p derje-
nige, der zusitzlich den maximalen z-Abstand von p’ hat. Wir sagen im Folgenden,
dass p’ zu p 3-gehort. Fiir jeden Punkt p sei Bs(p) die Menge der Punkte von S, die
zu p 3-gehoren. Erzeuge dann, wie im ersten Schritt, eine Menge von Kanten V3.

4. Gehe mit einer Sweep-Line von oben nach unten durch die Punktmenge. Fiir jeden
Punkt p’ € S sei p € S der Punkt, der links, und nicht oberhalb von p’ liegt, sowie
minimalen y-Abstand von p’ hat. Sollte es mehrere Kandidaten geben, so ist p derje-
nige, der zusitzlich den maximalen z-Abstand von p’ hat. Wir sagen im Folgenden,
dass p’ zu p 4-gehort. Fiir jeden Punkt p sei By(p) die Menge der Punkte von S, die
zu p 4-gehoren. Erzeuge dann, wie im ersten Schritt, eine Menge von Kanten Ny.

Nachdem geeignete ,lokale“ Netzwerke erzeugt wurden, ist jeder Punkt p € S mit den
Punkten aus By (p)U Ba(p) U Bs(p)U B4(p) direkt verbunden. Diese vier Sweeps erzeugen
vier Netzwerke N1, ..., N4. Das Manhatten-Netzwerk N ist dann definiert als N = N U
No U N3 U Ny.

Jeder der vier Schritte ist symmetrisch zu jedem anderen Schritt (vgl. Abbildung B4).
Durch diese vier Schritte ist bereits gewéhrleistet, dass Punkte mit gleichen x- oder
y-Koordinaten miteinander verbunden sind.

Jeder dieser vier Sweep-Algorithmen hat die Laufzeit O(nlogn). Diese ergibt sich aus
folgender Uberlegung: Bei jedem Ereignis des Sweep-Algorithmus muss der Punkt ge-
sucht werden, zu dem er gehort. Entweder gibt es keinen solchen Punkt oder es gibt
genau einen Punkt. Wenn die Punkte in einer geeigneten Datenstruktur, wie beispiels-
weise in einem AVL-Baum verwaltet werden, geht das Suchen des Punktes, zu dem der
Ereignis-Punkt gehort, in Zeit O(logn). Es gibt genau n Ereignisse, da es n Punkte
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Dm
p
€1 I
Dy " €2
p1 . €2
€1
p
(a) Die Punkte, die zu (b) Die Punkte, die zu
p 1l-gehdren p 2-gehoren
p
e :
. 62 ¢
. €2 ¢
. i €1 d
p

(c) Die Punkte, die zu (d) Die Punkte, die zu
p 3-gehdren p 4-gehoren

Abbildung 3.4: Die vier verschiedenen Mengen, die von den Sweeps erzeugt werden

gibt. Als Gesamtlaufzeit ergibt sich somit O(nlogn) fiir jeden der vier verschiedenen
Sweep-Algorithmen und auch fiir alle vier Sweep-Algorithmen zusammen.

Konstruktion der lokalen Netzwerke

Die Konstruktion der lokalen Netzwerke wird fiir den ersten Schritt genau beschrieben,
fiir die anderen Schritte ist das Verfahren symmetrisch. Sei p ein Punkt aus S und seien
D1, .., Pm die Punkte in By(p). Aus der Konstruktion im ersten Schritt ergibt sich, dass
p; links unten von p;y; liegen muss, fir 1 < ¢ < m, und dass x, > xp, und y, < y,,
gelten muss.

Wir konstruieren nun ein lokales Netzwerk, das fiir jeden Punkt p; € Bj(p) einen
Manhattan-Pfad zwischen p und p; enthélt. Wir nehmen an, dass m > 2 gilt, ansonsten
sind wir bereits fertig, da p; tiber die Kante e; mit p verbunden ist und p,, iiber die
Kanten es und e;. Sei €] der horizontale Teil von e; zwischen p; und ey. Betrachten
wir nun das Treppenpolygon, das entsteht, wenn man zwischen p; und p;+1,1 <7 < m
je einen "-Pfad hinzufiigt und die Kanten €] und ey hinzunimmt (vgl. Abbildung B3).
Dieses Polygon wird im Folgenden die C'-Hiille von Bj(p) genannt. Die Behauptung ist
nun, dass eine Rectangulation dieses Polygons ein Netzwerk liefert, das einen Pfad von
jedem p; € Bi(p) nach p enthilt. Dies ist offensichtlich, da jedes p; auf einer Ecke eines
anderen Rechtecks liegen muss. Somit gibt es immer einen Weg nach unten oder nach
rechts vom Punkt aus. Weiterhin muss es einen monotonen Pfad entlang der Kanten der
Rechtecke von p; nach p geben. Sollte es keinen solchen Pfad geben, so miisste es eine
Ecke geben, von der es nur einen Pfad nach links und nach oben gibt. Damit wiirde aber
die Fléche, die sich rechts und unterhalb dieses Pfades befindet, einem nicht rechteckigen
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Abbildung 3.5: C-Hiille von By (p) = {p1,...pm}

Polygon entsprechen. Dies kann jedoch nicht der Fall sein, da es sich um eine Rectangu-
lation handelt. Sei nun Np(p) die Menge der Kanten, die bei der Rectangulation erzeugt
wird vereinigt mit den Kanten e; und es. Die "-Pfade von p; nach p;;1 sind nach Defini-
tion nicht in Nj(p) enthalten. Spéter zeigen wir, dass die minimale Rectangulation eine
Abschéatzung fiir die Lénge des minimalen Netzwerkes erlaubt. Die folgenden Resultate
fiir minimale Rectangulations sind bereits bekannt:

Theorem 3.2 ([LPRS82]) Eine optimale Rectangulation von einem Treppenpolygon
kann in Zeit O(n3) berechnet werden.

Theorem 3.3 (m) Eine so genannte thickest-first® Rectangulation eines Trep-
penpolygons kann in Zeit O(n) berechnet werden, so dass die Gesamtlinge mazimal dop-
pelt so groff wie die Linge einer optimalen Rectangulation ist.

Fiir die Gesamtlaufzeit reicht es wieder einen Fall zu betrachten. Die Gesamtlaufzeit ist
dann um den konstanten Faktor vier grofer und fillt damit in der O-Notation nicht in das
Gewicht. Da der Sweep in Zeit O(nlogn) lauft, braucht der Approximations-Algorithmus
Zeit O(n3), wenn die optimale Rectangulation benutzt wird, und Zeit O(nlogn), wenn
der ,thickest-first“ Algorithmus benutzt wird.

Der Algorithmus berechnet ein Manhattan-Netzwerk

Um zu zeigen, dass der Algorithmus (vgl. Algorithmus Bl) ein Manhattan-Netzwerk
berechnet, reicht es, das folgende Lemma zu zeigen:

Lemma 3.4 Fir jedes Punktpaar p,q € S ¢ibt es einen Manhattan-Pfad in N, der p
und q verbindet.

Beweis Lemma[34 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
p links von ¢ liegt. Ansonsten vertausche p und q. Weiterhin kénnen wir annehmen, dass
keine zwei Punkte die gleichen z- oder y-Koordinaten haben, da der Algorithmus zwi-
schen diesen Punkten automatisch eine Kante einfiigt. Nun kann ¢ unter- oder oberhalb
von p liegen. Betrachte zunéchst den Fall, dass ¢ oberhalb von p liegt.
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Algorithmus 3.1 Approximations-Algorithmus mittels Rectangulation

Approximations-Algorithmus mittels Rectangulation

El=E,=FE,=FE,=10
Fiihre einen Sweep von links nach rechts durch
for all p € S do
Speichere die Menge Bj(p) von Punkten, die zu p 1-gehoren
Konstruiere einen -Pfad e; von p; € By(p) nach p
Konstruiere einen Pfad ey von p,,, € Bi(p) nach e;
E{ = E{ U{e1, ea}U Rectangulation(pa, . .., pm—1, €1, €2)
end for
Fiihre einen Sweep von links nach rechts durch
for all p € S do
Speichere die Menge Bs(p) von Punkten, die zu p 2-gehéren
Konstruiere einen s-Pfad e; von p; € Ba(p) nach p
Konstruiere einen Pfad ey von p,, € Bs(p) nach e;
El = F} U{ey, ea}U Rectangulation(pa, . . ., pm—1, €1, €2)
end for
Fiihre einen Sweep von unten nach oben durch
for all p € S do
Speichere die Menge Bs(p) von Punkten, die zu p 3-gehoren
Konstruiere einen (-Pfad e; von p; € B3(p) nach p
Konstruiere einen Pfad ey von p,, € Bs(p) nach e;
E} = Ef U {ey, e2}U Rectangulation(pa, . .., pm—1, €1, €2)
end for
Fiihre einen Sweep von oben nach unten durch
for all p € S do
Speichere die Menge By4(p) von Punkten, die zu p 4-gehoren
Konstruiere einen "-Pfad e; von p; € By(p) nach p
Konstruiere einen Pfad ey von p,, € B4(p) nach e;
E} = E) U{e1, e2}U Rectangulation(pa, . .., pm—1,€1,€2)
end for
N =E{UE,UE,JUE]
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P
g q
R
Q1
b1
>—[ R
p p
(a) Der Punkt p; liegt inner- (b) Sowohl p; als auch ¢ lie-
halb des Rechtecks R. Da es gen auflerhalb von R, aber der
einen Pfad von p nach p; gibt, Schnittpunkt der beiden Pfa-
ergibt sich mit einem Pfad de muss in R liegen.

von p1 nach ¢ auch ein Pfad
von p nach q.

Abbildung 3.6: Die zwei Félle fiir die Lage der Punkte beim Beweis, dass der Algorithmus
ein Manhattan-Netzwerk berechnet

Sei nun R = R({p, ¢}) das umschliefende Rechteck. Wenn p zu ¢ 2-gehért, also ¢ der
Punkt rechts oberhalb von p mit minimalen x-Abstand zu p ist, dann ist p direkt mit
q verbunden und wir sind fertig. Analoges gilt, wenn ¢ zu p 4-gehort, also p der Punkt
links unterhalb von von ¢ mit minimalen y-Abstand zu ¢ ist. Sollte dies nicht der Fall
sein, so muss es einen Punkt p; geben, der zu p 4-gehort und verhindert, dass ¢ zu p
4-gehort. Damit muss dieser Punkt rechts oberhalb von p, aber links von ¢ liegen. Analog
muss es einen Punkt ¢q; geben, der verhindert, dass p zu q 2-gehért. Damit muss ¢; links
unterhalb von ¢, aber oberhalb von p geben, der zu ¢ 2-gehtrt. Nun werden die folgenden
zwei Félle unterschieden:

p1 oder ¢, liegt in R (vgl. Abbildung : Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kéonnen wir annehmen, dass p; € R gilt. Sei nun p; der neue Punkt p und fahre
rekursiv fort. Dies ist moglich, da es einen Manhattan-Pfad von p nach p; gibt.
In Kombination mit einem Manhattan-Pfad von p; nach ¢ ergibt sich somit auch
ein Pfad von p nach ¢. Da in jedem Schritt das betrachtete Rechteck R kleiner
wird, kann dieser Fall nur endlich oft eintreten, so dass wir nach einer endlichen
Anwendung dieses Falles fertig sind.

p1 und ¢; liegen auBerhalb von R (vgl. Abbildung : Da p; links von ¢ liegen
muss, kann p; nur oberhalb von R liegen. Da auflerdem ¢; oberhalb von p liegt,
muss ¢; dann links von R liegen. Dann muss sich der Pfad von p nach p; mit dem
Pfad von ¢ nach ¢; in R schneiden und somit gibt es auch einen Pfad von p nach

q.

Der Fall, dass ¢ unterhalb von p liegt, geht analog unter Benutzung der Schritte 1 und
3 des Algorithmus.
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Die Gesamtldange des erzeugten Netzwerkes ist durch 4r x |Nyp¢| beschrankt

Fiir die Analyse reicht es wieder nur einen Sweep, zum Beispiel den ersten, zu betrachten.
Der Approximationsfaktor fiir diesen Sweep-Algorithmus wird mit vier multipliziert und
ist dann der Approximationsfaktor fiir den gesamten Algorithmus. Sei nun p ein Punkt
aus S und Bi(p) = {p1,...,pm}. Definiere nun S’ = By (p) U {p}. Sei das Einflussgebiet
von p definiert als (vgl. Abbildung B7):

m

Ci(p) == |J Rp. pi})

i=1
Das Innere eines Gebietes C}(p) kann durch die Konstruktion keine Punkte aus S

Pm

b1 g Ci1(p)

p

Abbildung 3.7: Das Einflussgebiet C(p) des Punktes p

enthalten.

Lemma 3.5 Fiir zwei Knoten p,q € S mit p # q haben die Einflussgebiete C1(p) und
C1(q) keine Punkte gemeinsam, aufler maoglicherweise p oder q.

Beweis Lemma Da jeder Punkt zu maximal einem Punkt 1-gehtren kann, kénnen
die Treppenstufen von zwei Einflussgebieten keine Punkte gemeinsam haben. Somit kann
hochstens p als Treppenstufe zu C1(q) gehoren oder umgekehrt. Weiterhin enthalten die
Einflussgebiete im Inneren keine Punkte aus S.

Angenommen zwei Einflussgebiete C(p) und Cq(g) mit p # ¢ iiberlappen sich. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass z, > z, gilt. Weiterhin
koénnen wir ausschliefen, dass ¢ zu p 1-gehort, da sich sonst die Einflussgebiete nicht
iiberlappen kénnen. Sollte ¢ nun iiberhalb von p liegen, dann muss in R({p,q}) einen
Punkt p’ geben, der zu p 1-gehort, da sonst g zu p 1-gehort. Damit liegt jedoch ¢ links
oberhalb der Treppenstufe zu p’ und deshalb kénnen sich C1(p) und C1(g) in diesem Fall
nicht tiberlappen. Damit bleibt nur noch der Fall, dass ¢ unterhalb von p liegt iibrig.
Damit miissen jedoch alle Punkte, die zu p 1-gehoren, rechts von ¢ liegen, da sie sonst zu
q 1-gehoren. Damit konnen sich auch in diesem Fall die Einflussgebiete nicht tiberlappen.
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O

Alle Kanten in Ny (p), die vom Algorithmus hinzugefiigt wurden, liegen in C(p). Damit
kénnen die Kanten in Ni(p) nicht genutzt werden, um Punkte in anderen Einflussgebie-
ten zu verbinden. Wir zeigen nun, dass | N1 (p)| maximal so grof ist, wie die Kanten von
Nopt, die im Einflussgebiet C(p) von p liegen. Als Erstes wird dazu das Einflussgebiet
C1(p) in drei Gebiete aufgeteilt (vgl. Abbildung BF]):

Ry R({p,p1})
Ry R({p,pm}) \ Ry
Ry = Ci(p)\ (1 U Ry)

Dabei ist anzumerken, dass die Kanten e; und ey zwar auf 0Rj3 liegen, selbst jedoch

Pm

p

Abbildung 3.8: Partitionierung des Einflussgebietes C1(p)

nicht zu R3 gehoren. Der Abschluss von Rj3, der dann wieder die Kanten e; und eo
enthilt, entspricht der C-Hiille von von Bj(p).
Betrachte man nun ein minimales Manhattan-Netzwerk N/, das Manhattan-Pfade

fiir die Paare aus Bj(p) x {p} enthélt. Die Punkte aus Bj(p) werden dabei nicht unter-
einander verbunden.

1. N/p, muss einen Manhattan-Pfad zwischen p und p; in R; enthalten. Dieser Pfad
muss die selbe Lange wie die Kante e; haben, die einen -Pfad zwischen p und pq
darstellt.

2. Nj,, muss einen Manhattan-Pfad zwischen p und p,, in R({p,pn}) enthalten. Das
Stiick dieses Pfades, das in Ry liegt, muss mindestens so lang sein wie es.

3. Fiir m > 2 muss das Netzwerk No,¢ die Punkte po, ..., p,—1 entweder mit e; oder eg
innerhalb R3 verbinden, so dass sich ein Manhattan-Pfad von diesen Punkten zum
Punkt p ergibt. Fiir diesen Fall muss nun nur gezeigt werden, dass ein minimales
Netzwerk in R3 mindestens so grof3 ist, wie eine minimale Rectangulation.
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Aus Lemma auf Seite wissen wir, dass es ein minimales Manhattan-Netzwerk
gibt, das auf dem durch die Punkte S erzeugten Gitter verlduft. Damit ldsst sich folgendes
Lemma zeigen:

Lemma 3.6 Es gibt eine minimale Rectangulation der C-Hiille, die maximal so grofl
ist, wie ein minimales Manhattan-Netzwerk fir die Paare By(p) x {p} innerhalb dieser
Hiille.

Beweis Lemma[l.fl Betrachte ein minimales Manhattan-Netzwerk Ny, das die Punk-
te aus Bi(p) mit p verbindet. Nach Lemma gibt es so ein Netzwerk, das nur auf
dem, durch die Punkte By(p) U {p} erzeugten, Gitter verliuft. Da wir uns jetzt nur auf
eine Teilmenge der Pfade beschrénken, gilt damit fiir ein minimales Netzwerk Ny fiir
die gesamte Punktmenge S:

NG

pt N R3| < |N0pt M R3|

Jeder Pfad zwischen einem inneren Punkt p; und p bewegt sich, von p; aus gesehen,
nur nach rechts und unten. Die einzige Moglichkeit, dass ein Pfad ein Netzwerk erzeu-
gen wiirde, das keiner Rectangulation entspricht, ist, wenn er nach unten oder rechts
abknickt, ohne auf einen anderen Pfad zu treffen. Angenommen, es gibt so einen Pfad.
Betrachte dann die letzte Ecke, die der Pfad gemacht hat, bevor er einen anderen Pfad
getroffen hat. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei dies ein Pfad, der am Ende senk-
recht nach unten verlauft und dann nach rechts abknickt, ohne einen horizontalen Pfad
zu treffen, aber als néchstes einen vertikalen Pfad trifft. Wenn man nun die letzte Ecke
wegldsst und stattdessen von der vorherigen Ecke oder Kreuzung direkt nach rechts geht,
so trifft man ebenfalls diesen vertikalen Pfad oder einen friitheren (vgl. Abbildung B3).
Damit ist der Pfad um das Stiick, das er vorher nach unten gegangen ist, kiirzer gewor-
den, was ein Widerspruch zur Annahme ist, dass das Netzwerk ein optimales Netzwerk
war.

Zusammen ergibt sich nun folgendes Lemma:

Lemma 3.7 Seir der Approximationsfaktor, der bei der Rectangulation erreicht wird.
Dann gilt:

Z IN1(p)| | < 7r[Nopi|
peS

Beweis Lemma[3.7] Da die Einflussgebiete disjunkt sind, kénnen sie getrennt betrachtet
werden. Fiir jedes Einflussgebiet C(p) gilt:

‘61’ S ’NoptmR1’
|62| < |NoptmR2|
|Rectangulation(Rs3)| < r|Nopt N R3]
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Abbildung 3.9: Der Pfad von p; verlduft im Inneren des Rechtecks R der Rectangu-
lation und trifft auf den vertikalen Pfad, der am rechten Rand von R
entlanglauft. Dann ist es giinstiger, direkt von p; nach rechts zu gehen,
bis man auf diesen Pfad trifft.

Aufsummiert iiber alle Einflussgebiete ergibt sich dann die gewiinschte Formel:

Z [N1(p)| | < 7| Nopt|

peS
Oa

Um den Approximationsfaktor fiir den gesamten Algorithmus zu erreichen, muss der
Approximationsfaktor fiir den einzelnen Sweep mit vier multipliziert werden, da es vier
Sweeps gibt. Damit ergibt sich fiir den hier vorgestellten Algorithmus folgendes Theorem:

Theorem 3.8 Gegeben sei eine Menge S von n Punkten in der Ebene und ein Al-
gorithmus mit der Laufzeit O(R(n)) zur minimalen Rectangulation eines Treppenpoly-
gons mit dem Approzimationsfaktor r. Dann existiert ein Algorithmus mit der Laufzeit
O(nlogn + R(n)), der ein Manhattan-Netzwerk berechnet, das maximal um den Faktor
4r schlechter ist, als ein minimales Manhattan-Netzwerk.

Damit ergibt sich mit den zwei, auf Seite B8 vorgestellten, Resultaten fiir eine minimale
Rectangulation folgendes Korollar:

Korollar 3.9 Man kann in Zeit O(n®) eine 4-Approzimation und in Zeit O(nlogn)
eine 8-Approzimation eines minimalen Manhattan-Netzwerkes zu einer Punktmenge S
berechnen.

3.2 Eine schnelle 3-Approximation

Der folgende Algorithmus ist aus dem Paper , The Minimum Manhattan Network Pro-
blem: A Fast-Factor-3 Approximation“ von Benkert, Widmann und Wolff [BWW04]

entnommen.
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3.2.1 Definitionen fiir den Algorithmus

Gegeben ist eine Punktmenge S, fiir die ein Manhattan-Netzwerk berechnet werden
soll. Dieser Algorithmus benutzt eine spezielle, erzeugende Menge Z. Diese ist dabei die
Vereinigung von drei disjunkten Untermengen:

Zver Diese Menge enthilt die vertikalen Paare. Sei die Menge S = {p1,...,p,} der

Zhor

Punkte lexikographisch sortiert. Weiterhin seien x1,...,x, die verschiedenen z-
Koordinaten der Punkte aus der Punktmenge. Fiir ¢ = 1,...,u ist die Menge
S; = {pa(i),pa(i)ﬂ, e ,pb(i)} die Menge der Punkte p aus S, die die x-Koordinate
x; haben. Diese Menge ist dann nach y-Koordinaten aufsteigend sortiert. Dann ist
Zyer definiert als:

Dyer 1= { p]7p]+1 ‘xpj xpj_H}
pa(z y Pb(i+1) |ypa (1) > Ypo(it) AN <i<u

)3 Pa(i+1) ’ypb(,) < ypa(Hl) ANl <i<u

Dies heifit, die Menge Zyer (vgl. Abblldungm ) besteht aus folgenden Punkt-

paaren:

e Punktpaare, bei denen die beiden Punkte die gleichen xz-Koordinaten haben.
Dabei gilt fiir jedes dieser Paare (p,q): yp, < y, und auf dem Liniensegment
zwischen p und ¢ liegt kein weiterer Punkt.

e Von der Menge S; wird der Punkt p,(;) mit der kleinsten y-Koordinate genau
dann mit einem Punkt rechts verbunden, wenn der Punkt mit der grofSten
y-Koordinate von der Menge S;;; eine kleinere y-Koordinate hat (wenn S,
ganz unterhalb von S; liegt).

e Von der Menge S; wird der Punkt py;) mit der grofiten y-Koordinate genau
dann mit einem Punkt rechts verbunden, wenn der Punkt mit der kleinsten y-
Koordinate aus S;;1 eine groBere y-Koordinate hat (wenn S; 11 ganz oberhalb
von S; liegt).

Zver besteht dabei aus maximal n — 1 Paaren.

Sollte es keine Punkte mit gleichen z-Koordinaten geben, so besteht Z, aus den
Paaren der Punkte mit aufeinanderfolgenden x-Koordinaten und hat dann die
Form Zye, = {(phpi-i-l)‘l <i< n}

Diese Menge ist analog zu Zye, definiert, indem in der Definition x und y getauscht
wird.

Zquaa Diese Menge enthélt die fehlenden Paare, die nicht von Zye, oder Zy,,, abgedeckt

werden (vgl. Abbildung B.10(b)]). Diese wird aufbauend auf den vier Quadranten
(vgl. Definition [[3] auf Seite ) definiert. Zy,aq besteht aus Paaren (p,q) mit p,q €
S,und g € Q(p,t) fir t € {1,2,3,4}, fir die gilt:
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. Qp,1)
e q .
r °
h
L]
p
v
L]
>
(a) Punktpaare der Menge Zyer (b) Das Punktpaar (p, q) ist in Zquad,

da (h,p) € Znor und (p,v) € Zyer gilt
und p somit keinen Partner in Q(p, 1)
hat, so dass das Paar in Zyer U Zhor
ware.

Abbildung 3.10: Die Mengen Zyer und Zgyad

(a) Der Punkt ¢ ist der Punkt in Q(p,t) NS mit minimalem z-Abstand von p.
Sollte es mehrere solcher Punkte geben, so sei S’ die Menge der Punkte aus
Q(p,t) NS mit minimalem z-Abstand von p. Der Punkt ¢ ist dann der Punkt
aus S’ mit minimalem y-Abstand von p.

(b) Es gibt kein ¢’ € Q(p,t) NS mit (p,q') in Zpor U Zyer

Fiir jeden Punkt p € S kann es dabei pro Q(p,t) maximal einen Partner geben,
der diese Eigenschaft hat. Damit gibt es dann pro Punkt maximal vier Paare.
Allerdings kann ein Punkt mehrmals als Partner eines anderen Punktes auftauchen.

Das folgende Lemma ist von Kato, Imai und Asano [KTA02], die dies in ihrem Pa-
per erstmalig bewiesen haben. Dieser Beweis hier ist aber einfacher als der im Paper
vorgestellte Beweis.

Lemma 3.10 Z = Zyer U Zpor U Zygyaq ist eine erzeugende Menge.

Beweis Lemma Da nach Lemma auf Seite 22 die Menge Z;, von kritischen
Rechtecken eine erzeugende Menge ist, reicht es zu zeigen, dass durch Z fiir alle kriti-
schen Rechtecke ein Manhattan-Pfad definiert wird. Wir fithren nun einen Widerspruchs-
Beweis.

Sei (p,q) ein Punktpaar, fir das gilt: (p,q) ¢ Z und R = R({p,q}) ist ein kriti-
sches Rechteck. Weiterhin gebe es keinen Manhattan-Pfad von p nach ¢ im Manhattan-
Netzwerk zu der erzeugenden Menge Z. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, dass x, < x4 und y, < y, gilt. Das Rechteck kann nicht degeneriert sein,
da das Paar sonst sonst in Zye U Z},r enthalten wére. Die anderen Lagen der Punkte sind
symmetrisch (vgl. Abbildung BIIl). Sei nun S; der horizontale Streifen durch R, und sei
Sy der vertikale Streifen durch R. Nun gilt (p,q) € Zquad- Damit muss p einen Partner
P/ in Q(p,1) und q einen Partner ¢’ in Q(g,3) haben. p’ muss im Streifen S rechts von
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R oder im Streifen Sy oberhalb von R liegen. Analog muss ¢ im Streifen S; links von
R oder im Streifen Sy unterhalb von R liegen. Sollten p’ und ¢’ in unterschiedlichen
Streifen liegen, so schneiden sich die Pfade in R und somit gibt es einen Manhattan-
Pfad von p nach ¢q. Nehmen wir zunéichst an, dass p’ und ¢’ in Sy liegen. Damit gibt es
automatisch einen Manhattan-Pfad von p nach ¢, wenn es einen vertikalen Pfad durch
R gibt, der sowohl in z-, als auch in y-Richtung wéchst. Wére Sy ganz leer, dann wiirde
jedoch (p,q) in Zye liegen. Da dies nicht sein kann, muss es einen Punkt 7 in Sy geben,
der dies verhindert. Sei r der Partner von p in Zy. Wenn 7 in Sy oberhalb von des
Rechtecks R liegt, dann schneidet der Pfad von p nach r den Pfad von ¢ nach ¢’ und es
gibt auch einen Pfad von p nach ¢. Also muss der Punkt r in S5 unterhalb von R liegen.
Analog muss der Partner 7’ von ¢ in Ze, in So oberhalb von R liegen. Einer dieser Part-
ner oder beide konnen nur dann nicht existieren, wenn es ein degeneriertes, vertikales
Rechteck gibt, das R komplett schneidet. Durch dieses degenerierte Rechteck wiirde aber
ebenfalls ein Manhattan-Pfad von p nach ¢ definiert. Auf r und r’ lassen sich nun die
gleichen Argumente wie auf p und ¢ anwenden. Wir koénnen diese Rekursion ein paar
mal durchlaufen. Da es nur eine endliche Anzahl von Punkten gibt, muss es schlief3lich
einen z- und y-monoton steigenden Pfad durch R geben. Damit gibt es aber auch einen
Manhattan-Pfad von p nach q. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der Annahme.

Sollten p’ und ¢’ in Sy liegen, so ldsst sich die gleiche Argumentation mit den Paaren
aus Zpor fithren.

Abbildung 3.11: Beweis, dass Z eine erzeugende Menge ist. Die Pfade von p nach p/
und ¢ nach ¢’ miissen existieren. Da auch noch ein vertikaler Pfad das
Rechteck R schneidet, ergibt sich ein Manhattan-Pfad von p nach ¢.
Fiir die Gesamtzahl der Paare gilt:

| Znor| + | Zver| + | Zquad| < n+n+4n = 6n = O(n)

Weiterhin werden noch folgende Mengen von Rechtecken definiert:
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Ryor = {R({p,a})| (P, ) € Zhor}
Ryer = {R{p,q})|(p,q) € Zver}
unad = {R ({p7Q}) ’ (p7 Q) S unad}
Die Flichen, die diese Rechtecke einnehmen, werden jeweils mit Ayor, Aver und Agyad
bezeichnet:
Ahor = U R
ReRhor
Aver - U R
RERVEI’
Aquad - U R
REunad

Definition 3.11 (Cover [KTAOQ02]) FEin Cover V von Ry, ist eine Menge von vertika-
len Liniensegmenten. Diese haben die Figenschaft, dass es fiir jede horizontale Gerade 1
und jedes Rechteck R € Ryer mit I N R # 0 ein vertikales Liniensegment k € V' gibt, so
dass IN RNk £ 0 gilt.

V st ein minimales vertikales Cover (MVC), wenn gilt:
VYV V' ist ein Cover von Ryer: |V | < |V
Das minimale, horizontale Cover (MHC) ist analog definiert.

Dies bedeutet, dass es fiir ein Rechteck R € Ry, Kanten im Cover V gibt, so dass
jede horizontale Kante, die durch das ganze Rechteck R geht, von Kanten des Covers
geschnitten wird. Damit wird das Rechteck auf der gesamten Hohe von Kanten ,iiber-
deckt“. Ein Beispiel eines solchen Covers findet sich in Abbildung auf Seite 8

Lemma 3.12 ([KTAO02]) Zu einer gegebenen Punktmenge S ist die Vereinigung eines
minimalen vertikalen Covers mit einem minimalen horizontalen Cover maximal so grofs
wie ein minimales Manhattan-Netzwerk M :

|[MVC|+ |MHC| < |M]|

Beweis Lemma Sei M ein beliebiges, minimales Manhattan-Netzwerk, dessen
Pfade nach Lemma auf Seite B0 entlang des durch S erzeugten Gitters verlaufen.
Betrachte nun alle Paare (p,q) € Zyer. Das Netzwerk M muss einen Manhattan-Pfad
von p nach ¢ enthalten. Da der vertikale, offene Streifen zwischen p und ¢ nach der
Definition von Zye keine weiteren Punkte aus S enthalten kann, muss der Pfad das
Rechteck R({p,q}) vertikal abdecken. Analog muss der Pfad zwischen p’ und ¢/, fiir
(p',q") € Znor das Rechteck R({p’,q'}) horizontal abdecken. Damit muss das minimale
Netzwerk mindestens so grofl sein, wie das minimale vertikale Cover vereinigt mit dem
minimalen horizontalen Cover.
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Der Algorithmus geht in vier Phasen vor. In Phase 0 wird Z berechnet. In Phase 1
wird ein Netzwerk NNy berechnet, das die Vereinigung eines speziellen MVC und eines
speziellen MVH enthélt und ein Manhattan-Netzwerk fiir die Paare aus Zye,UZy, ist. Ein
Manhattan-Netzwerk beziiglich Punktpaaren enthélt fiir jedes Paar einen Manhattan-
Pfad. In Phase 2 wird eine Menge R von offenen Regionen in Aqyaq identifiziert, die Ny
nicht schneiden, aber iiberbriickt werden miissen, um ein Manhattan-Netzwerk fiir die
Paare aus Zquaq zu erhalten. Diese Regionen sind Treppenpolygone. Daraus ergeben sich
zwei Mengen No und N3 von Segmenten, die ein Manhattan-Netzwerk fiir Z,,.q ergeben.
Fiir jede Region R € R kommen die Segmente aus OR \ | J N1 nach N, sowie Segmente,
um R mit N; zu verbinden. In der letzten Phase 3 wird das Innere der Regionen aus
R durch die Berechnung der Menge N3 von Segmenten im Inneren dieser Regionen
iiberbriickt. Damit ergibt sich ein Manhattan-Netzwerk: N = Ny U No U N3.

Die Neuheit dieser Analyse ist, dass die Ebene in zwei Gebiete aufgeteilt wird und N
mit dem minimalen Manhattan-Netzwerk in jedem Gebiet separat verglichen wird. Das
Gebiet Az enthilt das Innere der Regionen R € R und enthélt somit N3. Das andere
Gebiet Apo ist das Komplement zu Az und enthilt Ny U Ny. Fiir ein fixes minimales
Manhattan-Netzwerk Ny zeigen wir:

‘NﬂAlg‘
|NﬂA3|

3’Nopt N Alg‘

<
< 2|]Vopt N A3|

Daraus ergibt sich dann der kompetitive Faktor von drei:

[N| < 3| Nopt|

3.2.2 Nachbarn und die erzeugende Menge

Definition 3.13 (Nachbarn) Fir einen Punkt p € S und t € {1,2,3,4} sind die
horizontalen Nachbarn definiert als:

nil wenn Q(p,t)N S ={p}
p.znborft] := q sonst, mit |y, —yp| =min{|y, —yp|,r € Q(p,t) NS\ {p}}
und Ar €S iy, =yg Nlzg — xp| > |2 — 2]

Der horizontale Nachbar von p im Quadranten Q(p,t) ist der Punkt in dem Quadran-
ten, der den geringsten y-Abstand von p hat. Sollten mehrere Kandidaten in Betracht
kommen, so wird der mit dem minimalen x-Abstand genommen. Sollte es iberhaupt
keinen solchen Punkt in diesem Quadranten geben, so gibt es keinen Nachbarn (vgl.
Abbildung [Z13).

Die Definition der vertikalen Nachbarn p.ynbor|t] ist analog und ergibt sich durch
vertauschen von x und y in der Definition.

Diese Nachbarn lassen sich in Zeit O(nlogn) mittels mehrerer Sweep-Algorithmen
berechnen. Fiir die Nachbarn vom Typ xnbor[2] und xnbor[3] reicht ein Sweep mit einer
Geraden von links nach rechts. Bei jedem Ereignis mit einem Punkt p muss dessen y-
Koordinate in der Menge der bisherigen Punkte gesucht werden. Der Punkt, der die
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pxnbor[2] * p.xnbor[1]

p.xnbor [3] p.xnbor [4]

Abbildung 3.12: Horizontale Nachbarn von p

néchstgrofiere y-Koordinate hat, ist dann p.xnbor[2], der Punkt, der die nichstkleinere
y-Koordinate hat, ist dann p.xnbor[3]. Diese Lokalisierung kostet bei einer geeigneten
Datenstruktur, wie beispielsweise einem AVL-Baum, nur Zeit O(logn), womit sich dann
die Gesamtlaufzeit von O(nlogn) ergibt. Analog lassen sich mittels einem Sweep von
rechts nach links die Nachbarn vom Typ xnbor[1] und xnbor[4] berechnen. Die Nachbarn
vom Typ ynbor lassen sich analog mittels vertikaler Sweeps berechnen.

Ein Punkt p € S heifit vertikaler Vorginger von q € S, wenn (p,q) € Zyer gilt, oder
vertikaler Nachfolger von ¢ € S |, wenn (g, p) € Zye gilt. Ein Vorgénger oder Nachfolger
heifit degeneriert, wenn er die gleiche x-Koordinate hat.

Nachdem die Nachbarn berechnet wurden, lassen sich daraus die erzeugenden Mengen
Zyers Znor und Zgyaq berechnen. Zy., ldsst sich aus den vertikalen Nachbarn berechnen.
Ein Punkt p € S kann entweder mit p.ynbor[l] oder p.ynbor[4] ein Rechteck aus Zye,
bilden, bei dem p auf der linken Seite sitzt. Wenn p.ynbor|[1] die selbe z-Koordinate wie
p hat, dann bilden p und p.ynbor[1] ein Punktpaar. Sollten p und p.ynbor[l] eine unter-
schiedliche z-Koordinate haben, so muss nur geschaut werden, ob und welche Punkte
eine gleiche z-Koordinate wie p und p.ynbor[1] haben. Das ldsst sich durch betrachten
der Nachbarn p.ynbor[4], p.ynbor[l].ynbor[1] und p.ynbor[l].ynbor[4] feststellen. Dann
lasst sich daran entscheiden, ob die Punkte p und p.ynbor[l] ein Paar bilden. Analoges
gilt fiir p und p.ynbor[4].

Analog miissen fiir Z,, die horizontalen Nachbarn betrachtet werden. Zgaq lésst sich
berechnen, indem man die vier vertikalen Nachbarn betrachtet und schaut, ob der Punkt
mit vertikalen oder horizontalen Nachbarn in diesem Quadranten ein Paar aus Zye, oder
Zhor bildet. Dazu miissen jeweils maximal acht Paare betrachtet, und zwar p.xnbor[t]
und p.ynbor[t] fiir t € {1,2, 3,4}, da ein Punkt nur mit diesen Punkten ein Paar aus Zy,
oder Zyo, bilden kann. Damit ergibt sich dann folgendes Lemma:

Lemma 3.14 Alle Zeiger vom Typ xznbor, ynbor und die erzeugende Menge Z lassen
sich in Zeit O(nlogn) berechnen.

3.2.3 Minimale Cover

Normalerweise ist die Vereinigung eines minimalen, vertikalen Covers MVC und eines
minimalen horizontalen Covers MHC kein Manhattan-Netzwerk fiir Paare aus Zyer U
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Zhor- Es miissen meistens noch weitere Liniensegmente hinzugefiigt werden. Um die
Lénge dieser Liniensegmente abschétzen zu kénnen, benttigt man Cover mit besonderen
Eigenschaften.

Definition 3.15 (Schones Cover) Ein minimales, horizontales oder vertikales Cover
V' zu einer Menge Z von Punktpaaren heifst schon, wenn alle Liniensegmente aus V'
mindestens einen Punkt aus Z enthalten:

VkeV:3(pq) eZ,pekVqgek

Lemma 3.16 Fiir ein schones, minimales, vertikales Cover YV und ein schones, minima-
les, horizontales Cover H zu einer Menge S gibt es eine Menge L von Liniensegmenten,
so dass V U H U L einen Manhattan-Pfad fir jedes Paar aus Zyer U Zpor enthdlt und
|L| < W + H, wobei W die Breite von R(S) und H die Héhe von R(S) ist. L lisst sich
i linearer Zeit konstruieren, sofern in konstanter Zeit auf die Liniensegmente k € 'V,
die ein Rechteck R € Ryer schneiden, zugegriffen werden kann.

Beweis Lemma 318 Es wird gezeigt, dass es eine Menge Ly von horizontalen Linien-
segmenten gibt, mit |Ly| < W und der Eigenschaft, dass VU Ly einen Manhattan-Pfad
fiir jedes Punktpaar aus Zye, enthélt.

Sei (p,q) € Zyer. Wenn das umschlieBende Rechteck R = R({p,q}) degeneriert ist,
dann gibt es nach der Definition des Covers ein Liniensegment [ € V mit R({p,q}) C L.
Damit existiert auch ein Manhattan-Pfad in V fiir (p, q).

Sollte das Rechteck nicht degeneriert sein, gibt es einen offenen, vertikalen Streifen
o(p,q), der von p und ¢ begrenzt wird. Aufgrund der Definition von Z ist R das
einzige Rechteck von Ry, das den Streifen o(p,q) schneidet. Damit gilt, dass sich die
Breiten von o(p, q) iiber alle (p,q) € Zye; maximal auf W aufsummieren.

Wenn es fiir jedes o(p, q) ein horizontales Liniensegment h gibt, mit |h| entspricht der
Breite von o(p,q), so dass V U {h} einen Manhattan-Pfad fiir (p,q) enthilt, dann ist
die Behauptung gezeigt. Da V ein schones MVC ist und o(p,q) NS = 0 gilt, schnei-
det kein Liniensegment aus V den Streifen (p,q). Die Segmente aus V schneiden das
Rechteck R(p,q) nur an den vertikalen Kanten des Rechtecks. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass z, < x4 und y, < y, (Ansonsten kann man
die Punktmenge umbenennen oder an der z-Achse spiegeln).

Aufgrund der Definition von Zy. gibt es keinen Punkt vertikal iiber p. Wenn es ein
Segment k, in V gibt, das den linken Rand des Rechtecks R schneidet, dann muss k),
den Punkt p enthalten, da es sich um ein schénes MVC handelt. Analoges gilt fiir die
rechte Seite von R({p,q}): Wenn es dort ein Liniensegment k, aus V gibt, muss dieses
den Punkt ¢ enthalten. Da V das Rechteck R abdeckt, muss k, oder k, existieren. Sei
nun [ die horizontale Gerade durch den obersten Punkt von £, oder den untersten Punkt
von kq. Dann ist h = 1N R (vgl. Abbildung BT3).

Damit ist gezeigt, dass es reicht, Liniensegmente L,, die maximal die Gesamtliange W
haben, zu V hinzuzufiigen, so dass L, UV fiir jedes Paar aus Zy, einen Manhattan-Pfad
enthilt. Analog kann man zeigen, dass es reicht, Liniensegmente Ly, die maximal die

41



3 Approximations-Algorithmen

a(p,q)

Abbildung 3.13: Es reicht genau ein Segment, und zwar das Segment h, zum Cover
hinzuzufiigen, um einen Manhattan-Pfad von p nach ¢ zu erhalten.

Gesamtlange H haben, zu H hinzuzufiigen, so dass Ly UH fiir jedes Paar aus Zy,, einen
Manhattan-Pfad enthélt. Mit L = L, U Lj ist dann das Lemma bewiesen, denn die
Aussage zur Laufzeit ist trivial.

O

Allerdings ist es nicht offensichtlich, ob es zu jeder Punktmenge S ein schénes, mi-
nimales Cover gibt. Im Folgenden wird dies fiir Zye, gezeigt. Der Beweis geht fiir Zy,
analog.

Betrachte nun fiir eine beliebige, horizontale Gerade [ den Graphen G;(V}, E;), der
wie folgt definiert ist: Die Schnittpunkte der Geraden mit den Rechtecken aus Ry, bil-
den die Knoten V; des Graphen. Eine Kante verbindet genau dann zwei Knoten des
Graphen, wenn die geschnittenen Kanten zu demselben Rechteck gehoren (vgl. Abbil-
dung BT4)). Dann wird jede Zusammenhangskomponente getrennt betrachtet und jeder
zweite Knoten in das Cover aufgenommen. Sollte eine Zusammenhangskomponente nur
aus einem Knoten bestehen, wird dieser Knoten genommen. Diese Knoten werden als
ungerade bezeichnet. Es wird dann gezeigt, dass das es auf jeder vertikalen Geraden, die
den Rand eines oder mehrerer Rechtecke schneidet, maximal eine verbundene Menge von
diesen ungeraden Punkten gibt, die dann das ungerade Segment bildet. Dieses ungerade
Segment enthilt, wenn es existiert, mindestens einen Punkt aus der Eingabemenge. Die
Menge aller dieser ungeraden Liniensegmente ergibt dann ein schénes Cover. Durch die-
ses Abzahlprinzip ist gewéhrleistet, dass von jedem Rechtecke eine der beide Seiten im
schonen Cover enthalten ist, womit dieses schone Cover auch tatséchlich ein Cover ist.

Weiterhin gibt es eine Abbildung f : V; — {gerade, ungerade}. Ein Knoten v € V} ist
ungerade, wenn er zu einem degenerierten Rechteck gehort, dass I schneidet. Sollte v
zu einem nicht degenerierten Rechteck gehdren, so ist v genau dann ungerade, wenn die
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Gi(Vi, Er)

Abbildung 3.14: Oben sieht man den Schnitt der Geraden [ mit den Rechtecken aus
Ryer. Unten ist der entstehende Graph G(V;, E;) dargestellt, wobei die
Schnittpunkte den Knoten entsprechen und Kanten zwischen den Kno-
ten genau dann vorhanden sind, wenn die Knoten zum selben Rechteck
gehoren. Die ausgefiillten Knoten des unteren Graphen sind dabei die
ungeraden Knoten, die nicht gefiillten entsprechen den geraden Knoten.

Anzahl der Knoten links von v, die zu der selben Zusammenhangskomponente gehoren,
ungerade ist. Ansonsten ist v gerade.

Die folgende Idee ist nun, mit einer Sweep-Line von unten nach oben sich durch die
Menge bewegt und dabei die ungeraden Segmente notiert. Das FErgebnis findet sich
beispielsweise in Abbildung auf Seite B8

Fiir eine vertikale Gerade durch einen Punkt aus S ist ein gerades Liniensegment eine
inklusions-maximale Menge von geraden, verbundenen Punkten. Die ungeraden Linien-
segmente sind analog definiert. Die Punkte, an denen sich ein gerades und ein ungerades
Liniensegment treffen, sind Punkte von wechselnder Paritit. Die Menge der ungeraden
Liniensegmente ergibt das schéne, minimale, vertikale Cover. Im folgenden Lemma wer-
den die ungeraden Liniensegmente charakterisiert. Da abgeschlossene Liniensegmente
die gleiche Linge haben wie offene Liniensegmente, konnen wir die ungeraden Linien-
segmente als abgeschlossen definieren.

Lemma 3.17 Sei g eine vertikale Gerade mit der x-Koordinate x4 durch einen Punkt
pES.

(i) Sei e eine vertikale Kante eines Rechtecks R € Ryer. Dann sind entweder alle
Punkte von e gerade oder es gibt nur inklusions-maximale Menge von verbundenen,
ungeraden Punkten auf e und diese enthdlt einen Punkt aus S.

Finfacher formuliert: Dies bedeutet, wenn es ¢gibt mazximal ein ungerades Segment
auf einer vertikalen Kante eines Rechtecks und wenn es dieses Segment gibt, enthdlt
es einen Punkt aus S.
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(ii) Seien Ry,..., Ry die degenerierten Rechtecke und Ry, ... Ry die nicht degenerier-
ten Rechtecke von Ryer, die g schneiden. Dann ist d = |gNS|—1 und d' < 2. Wenn
d =0 gilt, dann ist d' > 0 und jedes R, hat p als Ecke. Wenn d > 0 gilt, dann gibt
es p1,p2 € S, so dass gN (R U---URy) dem Liniensegment zwischen p; und py
entspricht und jedes R) hat den Punkt py oder py als Eckpunkt.

FEinfacher formuliert: Die degenerierten Rechtecke auf einer vertikalen Geraden bil-
den ein zusammenhdngendes Liniensegment mit Endpunkten in S. Die nicht dege-
nierten Rechtecke konnen sich dann nur an die Endpunkte dieses Liniensegmentes
anschlieflen.

(i) Ayer N g ist ein zusammenhdingendes Liniensegment. Dabei ist by € R der untere
und ty € R der obere Endpunkt des Liniensegmentes.

(iv) Die Gerade g enthdlt hichstens zwei Punkte von wechselnder Paritit und hochstens
ein ungerades Segment. Fir jeden Punkt ¢ von wechselnder Paritit gibt es einen
Punkt aus S mit der gleichen y-Koordinate.

FEinfacher formuliert: Die vertikale Gerade enthdlt insgesamt nur maximal ein un-
gerades Liniensegment. Der Anfang und Ende dieses Liniensegmentes muss die
gleiche y-Koordinate, wie ein Punkt aus der Fingabemenge haben.

(v) Wenn g keinen Punkt wechselnder Paritit hat, dann gibt es entweder kein ungera-
des Liniensegment auf g oder das ungerade Liniensegment ist {x4} x [bg,t].

Wenn g einen Punkt ¢ mit wechselnder Paritit hat, dann ist entweder {x4} x [by, Y]
oder {z4} X [ye,ty] das ungerade Liniensegment.

Wenn g zwei Punkte ¢ und ¢ mit wechselnder Paritit hat, dann ist {zg} X [ye, ye]
das ungerade Liniensegment.

Einfacher formuliert: Vor und/oder hinter dem ungeraden Liniensegment kann sich
genau ein gerades Segment befinden.

Beweis Lemma BI7 Fiir ([) konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass e die rechte Kante eines Rechtecks R = R({p,q}) ist, und dass ¢ der
obere Punkt von e ist. Die anderen Félle sind symmetrisch. Wenn R ein degeneriertes
Rechteck ist, dann sind nach der Definition von ungeraden Liniensegmenten alle Punk-
te auf e, inklusive p und ¢, ungerade. Deshalb kénnen wir annehmen, dass x, < x,
gilt. Betrachte nun die Rechtecke aus Ryer, die fiir die Paritdt von e wichtig sind. Seien
Po = ¢,p1 = P,P2,---,pk die Punkte aus S mit absteigenden x-Koordinaten, die die-
se aufspannen. Ein Rechteck ist R’ nur dann wichtig, wenn es eine horizontale Gerade
gibt, die einen Punkt von auf der Kante e schneidet und die Punkte von R’, die von
dieser Geraden geschnitten werden, zu derselben Zusammenhangskomponente gehoren.
Fiir 2 <1 < k ist Y, rekursiv definiert als:

e { min {yp,, Up 5} fiir i gerade
pi =

max {ypi,ypi_Q} fiir ¢ ungerade
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Darauf aufbauend ist p; definiert als:

pi == (xpivy_pi)
Sei £ definiert als die polygonale Kette durch:

L := po,p1,P2,P3, - - - Pk
Aufgrund der Definition von p; verlduft £ in dem horizontalen Streifen zwischen py und
p1. Thre vertikale Ausdehnung kann dabei, von py aus gesehen, nur abnehmen. Aufgrund
der Tatsache, dass alle Rechtecke, die diese Punkte definieren, wichtig fiir die Paritit von
e sind, muss es auch immer abwechselnd ein aufsteigendes und ein absteigendes Segment
geben. Falls zwei absteigende oder aufsteigende Segmente aufeinanderfolgen wiirden,
wére das linke der beiden Rechtecke kein wichtiges Rechteck (vgl. Abbildung BTH).

D2

b2 Po =g

Abbildung 3.15: Unmdoglicher Fall die Polygonale Kette £. Das Rechteck R’ kann kein
wichtiges Rechteck sein, da es keine horizontale Gerade gibt, so dass
der Schnitt von R’ mit der Geraden und der Schnitt der Geraden mit
der Kante e zu derselben Zusammenhangskomponente gehoren.

Die Paritdt eines Punkte v auf der Kante e ist bestimmt durch die Anzahl der Lini-
ensegmente von L, die die horizontale Gerade h, durch v schneidet. Wenn h,, unter py
ist, dann schneidet die Gerade ein absteigendes Segment fiir jedes aufsteigende Segment
von L. Dies ergibt sich daraus, dass das erste absteigende Segment auf jeden Fall ge-
schnitten wird und das letzte geschnittene Segment ein aufsteigendes ist. Damit ist v
gerade. Wenn h,, iiber pg liegt, dann schneidet h, ein aufsteigendes Segment fiir jedes
absteigende Segment und das Segment zwischen p; und py. Damit ist v ungerade.

Damit sind alle Punkte von e gerade, wenn ¥, = yp, gilt. Wenn 7, = y,, sind alle
Punkte auf e ungerade und ansonsten éndert sich die Paritét nur in (xp,,7p,) und ¢ ist
ungerade. Dies beweist ().

@) folgt direkt aus der Definition von Zye. Die Anzahl der degenerierten Rechtecke
ist offensichtlich |[¢ N S| — 1. Es kann auflerdem maximal zwei nicht degenerierte Recht-
ecke geben, die an der Geraden g angrenzen, eins links und eins rechts. Da an jedem
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p2 Po=4q

.
| ungerader Teil von e

€

N

gerader Teil von e

Abbildung 3.16: die Polygonale Kette £ zu der Kante e verlduft nur in dem horizonta-
len Streifen zwischen pg und pi. Ihre vertikale Ausdehnung nimmt von
rechts nach links gesehen nicht zu, sondern héchstens ab.

Punkt mindestens ein Rechteck angrenzen muss, folgt aus d = 0, dass d’ > 0 gelten
muss. Da jede vertikale Seite eines Rechtecks einen Punkt aus S enthalten muss, ist der
Punkt p eine Ecke aller Rechtecke R;. Wenn es degenerierte Rechtecke gibt, bilden diese
ein durchgehendes Liniensegment. Die Endpunkte des Liniensegments entsprechen dann
p1 und po und somit muss jedes nicht degenerierte Rechteck entweder an p; oder po

angrenzen (vgl. Abbildung BI1).

() folgt direkt aus (i@l).

Fiir () nehmen wir erstmal an, dass d = 0 gilt. Dann folgt aus (), dass d' € {1, 2}
und g N P = {p} gelten muss. Aus () ergibt sich, dass das maximale, verbundene
Liniensegment von ungeraden Punkten auf jeder vertikalen Seite eines Rechtecks einen
Punkt aus S enthalten muss. Das heifit, dieser Punkt muss p sein. Damit gibt es maximal
zwei Punkte von wechselnder Paritdt und maximal ein ungerades Liniensegment auf
g. Aus dem Beweis von (f]) ergibt sich, dass sich die Paritdt nur in Punkten vom Typ
(Zpo» Upr) éndern kann und 7, die y-Koordinate eines Punktes in der Menge {po, ..., pr}
ist.

Fiir den Fall d > 0 enthalten alle degenerierten Rechtecke nur ungerade Punkte. Aus
@) ergibt sich, dass g N (Ry U--- Ryq) = Seg[p1,p2] und dass jedes der maximal zwei
nicht degenerierten Rechtecke eine Ecke entweder in p; oder ps hat. Damit ergibt sich
ebenfalls die Behauptung.

Fiir den Beweis von (@) machen wir eine Fallunterscheidung abhiingig von d'. Sei e
wieder das Segment aus Fall ([l). Falls d’ = 0 ist, schneidet g nur degenerierte Rechtecke.
Damit gibt es keinen Punkt mit wechselnder Paritéit und somit ist das ungerade Segment
{x4} x [bg,t4]. Ansonsten kann man ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass e in g enthalten ist. Wenn e = {x4} x [by, t,] stimmt, sind wir fertig, denn aus (i)
folgt, dass e entweder keinen Punkt von wechselnder Paritdt hat und damit alle Punkte
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Abbildung 3.17: Die Kanten der Rechtecke, die von der Geraden g geschnitten werden,
liegen alle auf dem Segment zwischen b, und t,. Dabei sind die nicht
degenerierten Rechtecke R| und Rj, sofern sie existieren, immer am
oberen oder unteren Punkt dieses Segmentes zu finden

auf e die gleiche Paritét haben oder ¢ = ¢; ist der einzige Punkt von wechselnder Paritéit
und das ungerade Liniensegment ist {x4} x [c1,14], wobei t, = y, gilt.

Wenn e # {x4} X [bg,t4], dann gibt es ein weiteres Rechteck R, in Rye; mit R, =
R({p,r}) und z, < z,,y, < yr. Dieses Rechteck grenzt an R an und ist entweder
degeneriert oder geht nach rechts von der Geraden weg. Wenn R, nicht degeneriert ist,
dann sind alle Punkte auf {z,} x [by, 4]\ € gerade, da es rechts keine relevanten Rechtecke
gibt. In diesem Fall gibt es kein ungerades Segment auf g, wenn e komplett gerade ist.
Sollte e komplett ungerade sein, ist das ungerade Segment {4} x [by, yp], wobei y, = ¢1
gilt und falls ¢ ein Punkt von wechselnder Paritét ist, dann ist das ungerade Segment
{zg} x [e,yp] mit ¢ = ¢; und y, = co. Falls R, degeneriert ist, dann muss {z4} x [p,7]
zum ungeraden Segment hinzugefiigt werden, wie vorher angegeben. Nun lésst sich das
gleiche Argument fiir ein mogliches Rechteck R,., das mit r verbunden ist, anwenden.

O

Lemma 3.18 Die Menge V aller ungeraden Liniensegmente ist ein schones, minimales
vertikales Cover, das ungerade MVC (vgl. Abbildung[T1§).

Beweis Lemma [3.18] V ist offensichtlich ein Cover fiir Rye. Sei [ eine horizontale
Gerade, die Ayer schneidet. Betrachte eine verbundene Komponente C von Gj. Sei k
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-

Abbildung 3.18: Das ungerade, minimale, vertikale Cover einer Punktmenge. Jedes Seg-
ment des Covers enthélt einen Punkt der Punktmenge.

die Anzahl der Knoten in C. Wenn k gerade ist, dann muss jedes Cover mindestens %

Knoten von C' enthalten und V enthilt genau % Knoten von C'. Wenn jedoch k& > 1

ungerade ist, dann muss jedes Cover mindestens (kgl)
enthélt exakt @ Knoten. Wenn k£ = 1 gilt, muss jedes Cover diesen Knoten enthalten
und V enthélt diesen Knoten, da er zu einem degenerierten Rechteck gehért. Damit ist

V ein minimales Cover. Aus Lemma BT () folgt, dass V ein schénes Cover ist.

Knoten von C enthalten und V

O

Lemma 3.19 Die Berechnung des ungeraden, minimalen vertikalen Covers geht in Zeit
O(nlogn) und bendtigt O(n) Platz.

Beweis Lemma[3.19 Das MVC wird mittels eines Sweep-Algorithmus berechnet. Dabei
ist die Sweep-Line eine horizontale Gerade, die sich von unten nach oben bewegt. Seien
x1, ... 2, die verschiedenen z-Koordinaten der Punktmenge, aufsteigend sortiert. Fiir
jede vertikale Gerade g; : * = x; werden in einem vorhergehenden Schritt die Punkte
b; und t; berechnet, so dass g; N Aver = [bi, t;] gilt. Dafiir reicht es aus die Punktmenge
in lexikographischer Reihenfolge durchzugehen. Fiir jedes g; werden die Werte 3; und
7; eingefiihrt, die am Anfang alle auf co gesetzt werden. Nach dem Sweep-Algorithmus
lésst sich aus diesen Werten das ungerade Liniensegment wie folgt bestimmen:
b;i =1, =00 Es gibt kein ungerades Liniensegment auf g;
sonst Das ungerade Liniensegment ist x; X [3;, 7]

Diese beiden Variablen reichen, da es nach Lemma BI1 (M) hochstens ein ungerades
Segment auf g; gibt.

Der Sweep-Algorithmus arbeitet wie folgt: Nach Lemma BI7 () gibt es fiir jeden
Punkt ¢ mit wechselnder Paritdt einen Punkt r in der Punktmenge S mit y. = y,. Diese
Punkte miissen bestimmt werden, um die ungeraden Segmente zu berechnen.

Die Ereignis-Struktur ist eine sortierte Liste der y-Koordinaten der Punktmenge. Da-
bei konnen Koordinaten mehrmals auftreten, damit an jedem Punkt aus der Punkt-
menge S genau ein Ereignis stattfindet. Die Sweep-Status-Struktur ist ein balancierter
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Bindrbaum 7, zum Beispiel ein AVL-Baum. Jeder Knoten des Bindrbaums entspricht ei-
ner Zusammenhangskomponente von G, wobei [ der aktuellen Position der horizontalen
Sweep-Line entspricht.

Am Anfang ist der Bindrbaum 7 leer. Bei jedem Ereignis wird 7 aktualisiert. Fiir jede
Komponente C' von G; werden zwei Indizes [ und r¢ gespeichert, so dass der Knoten
von C, der ganz links ist, auf g;, liegt, und der Knoten von C, der ganz rechts ist, auf g,
liegt. Dann ist die Ordnung zwischen zwei Komponenten C' und C” auf dem Binéirbaum
wie folgt definiert:

C'<C & rp<lc
C'>C & re<ly

Die Zusammenhangskomponenten sind disjunkt und koénnen sich in dem Sinne nicht
iiberlappen, dass die Knoten einer Zusammenhangskomponente C] entweder alle links
von allen Knoten oder rechts von allen Knoten einer anderen Komponente Co sind.
Damit ist die Ordnung wohldefiniert.

Folgende Anderungen an den Zusammenhangskomponenten (vgl. Abbildung BI9)
konnen bei einem Ereignis auftreten:

e Eine neue Komponente taucht auf

Eine alte Komponente verschwindet

Eine Komponente wird durch eine neue ersetzt

Eine Komponente éndert ihre Grofle

Zwei oder drei Komponenten verschmelzen zu einer Komponente

e Eine Komponente wird in zwei oder drei Komponenten geteilt

Zusammenhangskomponente nacher

| 1 | —
— L
p
— b | | Zusammenhangskomponenten vorher
1 2 13

Abbildung 3.19: Drei einzelne Zusammenhangskomponenten verschmelzen am Ereignis
von Punkt p zu einer Zusammenhangskomponente

Es ldsst sich in konstanter Zeit entscheiden, welches der Ereignisse auftritt. Dazu werden
die Werte b; und ¢; betrachtet, sowie die Wert b;11 und t;+1, sofern diese existieren. i ist
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dabei der Index der vertikalen Linie durch den Punkt, der fiir das Ereignis verantwortlich
ist. Fiir jedes Ereignis miissen maximal die Eintrige von drei Zusammenhangskompo-
nenten geéindert werden. Jede dieser Anderungen geht in O(logn).

Die Werte (3; und 7; fiir jede Gerade g; werden wéhrend des Sweeps berechnet. Zu
jedem Zeitpunkt enthalten sie die Informationen iiber das bereits entdeckte ungerade
Liniensegment von g;. Wenn [3; = oo gilt, gibt es bis jetzt kein ungerades Linienseg-
ment. Wenn 3; # oo und 7; = oo gilt, gibt es ein ungerades Liniensegment mit dem
unteren Endpunkt (z;, 3;). Sollte sowohl §; # oo und 7; # oo gelten, so ist das unge-
rade Liniensegment auf g; gegeben durch: z; x [3;, 7;]. Damit muss bei jedem Ereignis
des Sweep-Algorithmus iiberpriift werden, ob irgendwelche ungeraden Segmente an 1
starten oder authoéren, wobei y; die y-Koordinate der Sweep-Line ist. Nach Lemma B17
(@) sind Punkte von wechselnder Paritét immer Endpunkte von ungeraden Linienseg-
menten. Punkte ganz oben oder ganz unten von Ay N g; konnen Endpunkte sein. Um
alle Endpunkte zu finden, miissen wir die alten und neuen Eintrige der geénderten
Komponenten von 7 anschauen. Unterste Punkte von Ae N ¢ treten auf, wenn eine
Komponente auftaucht, wichst oder wenn Komponenten verschmolzen werden. Obere
Punkte von Aye N g treten auf, wenn eine Komponente verschwindet, schrumpft oder
wenn Komponenten geteilt werden. Punkte mit wechselnder Paritdt konnen auftreten,
wenn die Grofle einer Komponente sich dndert, Komponenten verschmolzen oder geteilt
werden oder wenn eine Komponente durch eine andere ersetzt wird. Wenn ein unterster
Punkt b; gefunden wird, miissen wir iiberpriifen, ob b; ungerade ist. Sollte dies der Fall
sein, so ist b; der Startpunkt eines ungeraden Segmentes. Dies lésst sich feststellen, indem
wir uns lg, r¢ und 7 ansehen, wobei C' die Komponente ist, die b; enthilt. Wenn o = r¢
gilt, handelt es sich um ein degeneriertes Rechteck und damit ist b; ungerade. Ebenfalls
ist b; ungerade, wenn die Paritét von [o und ¢ unterschiedlich ist. In diesen Fillen setzen
wir 3; = b;. Wenn wir einen Punkt von wechselnder Paritit entdecken, wird geschaut,
ob es bereits ein ungerades Segment auf g; gibt. Wenn 3; = oo gilt, gibt es bis jetzt kein
ungerades Liniensegment und damit wird 3; = y; gesetzt. Sollte es bereits ein ungerades
Liniensegment geben, so muss es sich hierbei um den Endpunkt handeln und es wird
T; = y; gesetzt. Sollten wir einen oberen Punkt ¢; entdecken, so muss geschaut werden, ob
es ein ungerades, nicht fertiges Liniensegment auf g; gibt. Dies ist der Fall, wenn (3; # oo
und 7; = oo gilt. In diesem Fall ist ¢; der Endpunkt des ungeraden Liniensegmentes und
es wird 7; = t; gesetzt.

Da der Sweep-Algorithmus n Ereignisse hat, wo jeweils maximal drei Komponen-
ten gedindert werden, gibt es insgesamt nur O(n) Anderungen. Jede Anderung kostet
O(logn), so dass sich als Gesamtlaufzeit O(nlogn) ergibt.

3.2.4 Der Approximations-Algorithmus

Der Algorithmus APPROXMMN (vgl. AlgorithmusBZ) besteht aus vier Phasen. In Phase
0 werden alle Punkte vom Typ xnbor und ynbor, sowie die Menge Z berechnet. In Phase
1 wird ein Netzwerk fiir alle Paare in Zy, und Zj,, berechnet, das Netzwerk N7. Dieses
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besteht aus der Vereinigung eines schonen, minimalen, vertikalen Covers Cl,, und eines
schonen, minimalen, horizontalen Covers Cy,, sowie maximal einem Liniensegment fiir
jedes Rechteck aus Ryer U Rpor. In Phase 2 werden Treppenpolygone berechnet. Die
Vereinigung der Flichen dieser Polygone ist das Gebiet As. Das Netzwerk N, ist der
Rand dieser Polygone und Segmente, um diese Rénder mit Ny zu verbinden. In Phase
3 wird das Netzwerk N3 berechnet, das aus Segmenten besteht, die in Ag liegen. Das
entstehende Netzwerk Ny U Ny U N3 ist dann ein Manhattan-Netzwerk fiir alle Paare aus
Z. Da Z eine erzeugende Menge ist, ist dieses Netzwerk damit ein Manhattan-Netzwerk
fiir die gesamte Punktmenge S.

Phase 0

In dieser Phase werden alle Punkte vom Typ xnbor und ynbor, sowie daraus die erzeu-
gende Menge Z berechnet. Die Mengen werden so gespeichert, dass von einem Punkt p
der Zugriff auf xnbor, ynbor und die horizontalen und vertikalen Vorgénger/Nachfolger
in konstanter Zeit moglich ist.

Phase 1

Als erstes wird das schone, ungerade MVC Cye, und das schone, ungerade MHC Chq,
berechnet. Danach werden zusétzliche Liniensegmente L nach Lemma berechnet.
Cler, Chor und L lassen sich so berechnen, dass von jedem Punkt p € S in konstanter Zeit
Zugriff auf die maximal zwei Cover-Segmente aus Cyer U Chor, die p enthalten, moglich
ist, sowie auf die zusétzlichen Segmente der maximal vier an p angrenzenden Rechtecke.

Aus Lemma B T2 Lemma und Lemma, ergibt sich, dass N7 = Cyer U Chor U L
in Zeit O(nlogn) berechnet werden kann und dass |Ni| < [Nopt| + H + W gilt.

Phase 2

In den meisten Fillen ist Ny kein Manhattan-Netzwerk fiir Zq,,q, sondern es werden
weitere Segmente dafiir benttigt. Um die Léinge dieser Segmente zu beschréanken, wird
die Ebene in die zwei Regionen Ajo und Ag aufgeteilt, wie bereits in Abschnitt B2ZT]
erwdhnt. Wir wollen Az so definieren, dass |Nopt N As| so groB ist, dass wir die Lange
der Segmente, die fiir Az gebraucht werden, beschréinken kénnen. Allerdings ldsst sich
A3 nicht so definieren, dass sich durch Hinzufiigen von Segmenten, die nur in As liegen,
ein Manhattan-Netzwerk fiir Zq,,q ergibt, und gleichzeitig die Lénge der Segmente be-
schrankt ist. Daher werden die Segmente in zwei disjunkte Mengen No und N3 eingefiigt,
wobei Ni U Ny C Ay und N3 C Ajz gilt. Dies erlaubt es [Ny U Na| durch 3|Nopt N Ajz]
und |N3| durch 2|Nope N As| zu beschrianken.
Fiir die Definition von A3 werden folgende Punktmengen gebraucht:

P(q,t) :={p € SNQ(q,)|(p,q) € Zquaa},1 <t <4

P(q,t) enthélt die Punkte p, die im Quadranten t beziiglich ¢ liegen und bei denen sich
das Punktpaar (p,q) in Zguaq befindet. In Abbildung ist P(q,1) = {p1,...,p5}
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Algorithmus 3.2 Faktor drei Approximations-Algorithmus
Faktor drei Approximation eines minimalen Manhattan-Netzwerkes

Eingabe: Eine Punktmenge S

Ausgabe: Ein Manhattan-Netzwerk M, das maximal um den Faktor drei schlechter ist
als ein minimales Manhattan-Netzwerk.
procedure APPROXMMN(S)

Phase 0: > Nachbarn und erzeugende Mengen
for pe Sund t € [1,2,3,4] do

Berechne p.xnbor[t] und p.ynbor][t] > Siehe Seite
end for
Berechne Z = Zyer U Zhor U Zguad > Siehe Seite EQ
Phase 1: > Berechne N
Berechne das ungerade MVC Cye und das ungerade MHC Ch; > Siehe

Lemma B.T9 auf Seite
Berechne die zusétzlichen Liniensegmente L
Ny = Cver U Chor UL

Ny =10

N3 =10

Phase 2: > Berechne Ny

for Verbundene Komponente A von A3 do > Definition von Agz: Seite b7
Ny = Ny U (0A\ U M) > Fiige den Rand von A ein
if ¢, ¢ |J N1 then > vgl. Abbildung B20 auf der néchsten Seite

Ny = NoU{sa} > vgl. Abbildung B20

end if

end for

Phase 3: > Berechne Ny

for Verbundene Komponente A von A3 do
N3 = N3 UBRIDGE(A) > Siehe Algorithmus B3 auf Seite

end for

return N = N; U Ny U N3
end procedure
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Aufgrund der Definition von Zgu.q ergibt sich, dass Q(p,t) N P(q,t) = {p} fiir jedes
p € P(q,t) gilt. Damit ist das Gebiet

Aquad (Q7 t) = U R({p7 Q})

pEP(g,t)

ein Treppenpolygon. Die Punkte in P(q,t) sind die Treppen des Polygons und ¢ ist
die gegeniiberliegende Ecke der Treppenstufen. In Abbildung ist Aquad(q,t) die
Vereinigung aller schattierten Gebiete. Um mit Hilfe der Flachen Aqyaq(p,t) die Menge
As zu definieren, ist die Idee die Gebiete zu entfernen, die Segmente aus N7 enthalten,
sowie die Gebiete, die zur Konstruktion der Manhattan-Netzwerkes fiir Zy,.q nicht nétig
sind.

Po

vr=4 x

Abbildung 3.20: Konstruktion der Gebiete fiir die Region As. Alle schattierten Gebie-
te zusammen sind Aguad(q, 1). Die gepunkteten Gebiete bilden A(g, 1),
dies sind die Gebiete aus Agyad(q, 1), die nicht in Ao U Ayer enthalten
sind. Die dunkel schattierten Gebiete sind die Gebiete von A(g, 1), die
mindestens einen Punkt aus S enthalten, weswegen das mittlere, ge-
punktete Gebiet nicht darin enthalten ist. Sie bilden d(g,1). Die Menge
P(q,1) entspricht den Punkten {p1,...,ps}. Der Punkt pg ist der ver-
tikale Nachfolger von ¢q. Das Segment s4 ist das verbindende Segment,
das, sofern notig, in Ny eingefiigt wird.

Sei A(q,t) definiert als:
A(Qa t) = int (Aquad ((L t) \ (Ahor U Aver))
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Dabei ist int(M) das Innere einer Menge M C R2. In Abbildung ist A(g,1) die
Vereinigung der schattierten Gebiete mit gepunkteter Umrandung. Sei d(q,t) die Ver-
einigung der Zusammenhangskomponenten A aus A(q,t), fiir die 9A N P(q,t) # 0 gilt.
Im Gegensatz zu A(q,t) enthilt jede Komponente aus 0(g,t) auf dem Rand mindes-
tens einen Punkt p mit (p,q) € Zguaa und p € Q(q,t). In Abbildung B2 ist 6(q, 1) die
Vereinigung der beiden dunkel schattierten Flichen A und A.

Aufgrund der Konstruktion von §(g,¢) muss jede Zusammenhangskomponente A €
d(q,t) ebenfalls ein Treppenpolygon sein. Die Treppen von A entsprechen jeweils den
Eingabepunkten auf 0A. Sei nun g4 der Punkt auf A, der ¢ am néchsten ist (vgl.
Abbildung B20). Diese Ecke liegt den Treppenstufen gegeniiber.

Lemma 3.20 Das Innere der Gebiete vom Typ 6(q,t) ist paarweise disjunkt.
Beweis Lemma Fiir jedes Paar (p,q) € Zquaa definieren wir das verbotene Gebiet
F,q (vgl. Abbildung BZTI) als die Vereinigung aus:

e dem Schnitt der Halbebene, die durch die horizontale Gerade durch ¢ definiert
ist und p nicht enthélt mit dem offenen Streifen zwischen den vertikalen Geraden
durch p und ¢

e und dem umschlieenden Rechteck R({p,q}).

Abbildung 3.21: Die schattierte Flidche entspricht dem verbotenden Gebiet F), zu p und
q. AuBler p und ¢ kann kein weiterer Punkt der Punktmenge in diesem
Gebiet liegen.

AuBer p und ¢ kann F, keinen weiten Punkt aus S enthalten, da sonst (p,q) nicht in
Zquad liegen wiirde:

qum(s\{P,Q}) =10

Sollte Fj, einen weiteren Punkt r enthalten, wiirde dies der Definition von Zg,.q wider-
sprechen, da dann (p, ¢) nicht in Zgyaq liegen wiirde, sondern (p,r).
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Angenommen, es gibt einen Punkt s, der im Innern von zwei Regionen liegt:

s € int(delta(q,t)) Nint(6(¢',t'))
A 6(g,t) #0(d, 1)

Es ist offensichtlich, dass q # ¢’ gilt. Sollte ¢ = ¢’ gelten, muss auch ¢t = t' gelten, da
int(8(q,t)) Nint(d(q,t") = 0 fir t #¢'.

Da 6(g,t),0(q',t") € Aquaa gilt, muss es Punkte p und p’ geben, so dass s in den
umschlielenden Rechtecken liegt:

se R({p,q}) " R{p',q'})

Sei R = R({p,q}) und R' = R({p,¢'}). Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, dass p rechts oben von ¢ liegt. Alle anderen Fille sind symmetrisch. p’
und ¢’ kénnen nicht in R liegen, da R € F), gilt und dieses Gebiet keine weiteren Punkte
enthélt. Aus dem gleichen Grund folgt, dass p und ¢ nicht in R’ liegen koénnen. Seien [
und r die anderen beiden Ecken von R (vgl. Abbildung B222)). Dann gibt es drei Félle:

Fall 1: R n{l,r} =0

Da in diesem Fall R N {l,r} = 0,R' N {p,q} = 0 und RN R # O gilt, liegt
R entweder im unbeschrénkten vertikalen Streifen Sy = (z4,2,) X (—00,+00)
oder im unbeschrénkten vertikalen Streifen Sy = (—00, +00) X (Y4, yp) (vel. Ab-
bildung B2Z2). p’ und ¢’ kénnen nicht auf dem Rand von S; bzw. Ss liegen, da

Abbildung 3.22: Fall 1 des Beweises, dass die Regionen (g, t) disjunkt sind. Das Recht-
eck R’ muss entweder im Streifen S; (gepunktet skizziert) oder im Strei-
fen So (gestrichelt skizziert) liegen.

sonst (p,q) oder (p/,¢) nicht in Zg,aq liegen kénnten. Wenn R’ C S gilt, dann
muss p’ oder ¢’ in F), liegen. Dies ist aber durch die Konstruktion des verbotenen
Gebietes ausgeschlossen. Analog muss p oder ¢ in F liegen, wenn R’ C Sy gilt.
Das kann ebenfalls nicht sein, womit dieser Fall nicht auftreten kann.

Fall 2. R'n{l,r} = {r}
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Da R’ den Punkt r aus R enthélt, liegt die linke, obere Ecke von R’ in R. Die Ecke
kann nicht auflerhalb von R liegen, da sonst der Punkt ¢, wenn die Ecke links von
R, oder der Punkt p, wenn die Ecke oberhalb von R lage, enthalten wére. Damit
kann diese Ecke weder dem Punkt p’ noch dem Punkt ¢’ entsprechen. Daraus
folgt jedoch, dass die linke untere Ecke von R’ entweder dem Punkt p’ oder dem
Punkt ¢’ entsprechen muss, diese Ecke jedoch in Fj, liegt. Da in F),; kein Punkt
auler p und ¢ liegen kann, kann auch dieser Fall nicht auftreten.

R n{l,r} ={l}

Betrachte Abbildung Dann liegt die rechte, untere Ecke von R’ in R und
die obere, rechte Ecke oberhalb von R. Da die untere, rechte Ecke in R liegt,
muss die obere, rechte Ecke dem Punkt p’ oder ¢/ entsprechen. Sollte sie dem
Punkt p’ entsprechen, wiirde der Punkt ¢ von R in Fyy liegen, was durch die
Konstruktion von Fjy, ausgeschlossen ist. Also entspricht die rechte, obere Ecke
von R’ dem Punkt ¢’ und die linke, untere Ecke dem Punkt p’. Diese Konstellation

Fplql q/
R l P
P R
q T
qu

Abbildung 3.23: Fall 3 des Beweises, dass die Regionen §(g,t) disjunkt sind. R’ enthilt

[ und die Ecke p’ liegt links von R, sowie ¢’ oberhalb von R. Der ge-
strichelt markierte Streifen zwischen ¢ und ¢’ ist komplett in Fpq U F g
enthalten, womit dort kein Punkt liegen kann und somit das Rechteck
R({q.q'}) in Rye liegt und diese Fliche nicht in d(g,t) sein kann.

ist denkbar. Allerdings gilt dann R N R C R({q,q'}). Da der offene, vertikale
Streifen zwischen ¢ und ¢’ komplett in F,q U Fjy enthalten ist, sind in diesem
Streifen aber keine Punkte enthalten. Damit ist das Paar (q,q’) jedoch in Zye
enthalten. Damit gilt aber:

s€ RN R/ C R({q, q'}) C Aver

Das widerspricht jedoch der Annahme, dass s € (g, t) gilt, da d(q,t) im Kom-
plement von Ay, enthalten ist. Damit ist auch dieser Fall nicht moglich.
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O

Damit lassen sich nun die Zusammenhangskomponenten A € §(q,t) unabhingig be-

handeln. Schliellich definieren wir A3 und Ajs:
A3 = U U 5((], t)

te{1,2,3,4} €S
A12 = RQ \A3

Damit gilt N7 C Aj2, da §(q, t) so konstruiert wurde, dass kein Pfad aus N darin liegen
kann. Nun wird das Netz Ny konstruiert. Fiir jede Zusammenhangskomponente A € As
wird A \ UN1 in Ny eingefiigt und getestet, ob es einen Pfad von ¢ nach ¢4 in Ny
gibt. g4 bezeichnet dabei den Punkt, der den Treppenstufen von A gegeniiber liegt (vgl.
Abbildung auf Seite B3)). Wenn nicht, wird ein weiteres Segment in N eingefiigt.
Dieses Segment wird in Ay, liegen und spéter definiert. Da sowohl Ay, als auch A in
Aqo liegen, gilt damit: No C Aij5. Das Netzwerk N3 wird in Phase 3 des Algorithmus so
konstruiert, dass N3 C Ag gilt.

Nun wird beschrieben, wie sich die Regionen d(g, t) berechnen lassen. Dazu werden als
erstes die Mengen P(q,t) = {p1,...,pm} konstruiert. Diese enthalten alle Punkte p aus
S, fiir die gilt, dass (p, q) in Zquaq liegt, und dass p in Q(q, t) liegt. Da von jedem Punkt
q Zugriff in konstanter Zeit auf seine Partner in Zy,,q moglich ist, reicht es dazu aus,
alle Punkte durchzugehen und die Partner in Zg,.q jeweils nach P(q,t) einsortieren. Das
Ganze geht in O(n), da |Zguad| < 4n gilt. Die Punkte in P(q,t) werden danach entspre-
chend ihres z-Abstandes von ¢ sortiert. Dies geht in Zeit O(nlogn). Da diese Punkte
ein Treppenpolygon bilden, sind sie damit auch gleichzeitig nach ihrem y-Abstand von ¢
absteigend sortiert. Nun muss nur noch entschieden werden, welche Punkte von P(q,t)
zur gleichen Zusammenhangskomponente von (g, t) gehoren. Beispielsweise ist in Abbil-
dung B20 auf Seite B3 die Menge {p1,p2} C A und {p3,ps,ps} C OA. Fiir die Beschrei-
bung des Verfahrens nehmen wir an, dass t = 1 und P(q,1) = {p1,...pn} gilt. Fir die
anderen Quadranten ist das Verfahren symmetrisch. Alle Zusammenhangskomponenten
A von §(q, 1) entsprechen einer Menge von aufeinanderfolgenden Punkten in P(q, 1). Auf-
grund der Definition der Komponenten gilt fiir alle p;, p; € A : p;.ynbor[3] = p;.ynbor[3],
da p;.ynbor[3] dem Punkt entspricht, der das Rechteck definiert, dass zwei Regionen
trennt.

Diese Folgen von Punkten lassen sich finden, in dem man die Punkte pq, ... p,, nach-
einander betrachtet. Sei p; der aktuelle Punkt und A die aktuelle Zusammenhangs-
komponente. Genau dann, wenn p;.ynbor[3] # p;+1.ynbor[3] gilt, gibt es ein Rechteck
R4 € Ry, das A von der néchsten Zusammenhangskomponente trennt. Dieses Rechteck
R4 ist durch den Punkt v4 = p;.ynbor[3] und dem horizontalen Nachfolger w4 definiert.
Aufgrund der Lage von v4 muss dieser eindeutig sein. Sei pg der vertikale Nachfolger
von ¢. Dann gilt 24, = 2y A Yg, = Yw, (vgl. Abbildung B2 auf Seite B3).

Als letztes muss nun sichergestellt werden, dass N1 U Ns einen Manhattan-Pfad von ¢
nach ¢4 enthélt. In Phase 3 werden nachher Manhattan-Pfade von jedem Punkt p; € 0A
nach g4 konstruiert. Wenn man diese Pfade mit dem Pfad von ¢4 nach ¢ kombiniert,
erhélt man einen Manhattan-Pfad von jedem p; € A nach ¢, da g4 in R({q,p;}) liegt.
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Da das Netzwerk N3 komplett in As liegt und das umschlieBende Rechteck R({q,q4})
in Aqo liegt, konnen die Segmente aus N3 nichts zu dem Pfad von g4 nach ¢ beitragen.

Das Netzwerk N7 enthilt die Manhattan-Pfade Py, von ¢ nach py und Py von v
nach wy, da (q,po) € Zyer und (v4,wa) € Zpor. Wenn g4 im Pfad Py, enthalten ist,
dann enthélt N automatisch einen Pfad von ¢ nach ¢4. Sollte g4 in P, enthalten
sein, dann enthélt N7 ebenfalls einen Pfad von ¢ nach g4, da der Schnittpunkt von P,
und Pye links von g4 liegen muss. Sollte jedoch ga & (Pyer U Phor) gelten, dann muss
Pyor den Punkt cq = (z4,,Yyy,) enthalten. Dieser Punkt entspricht dem Schnitt der
vertikalen Geraden durch g4 mit der g4 entgegengesetzten Seite des Rechtecks R4 (vgl.
Abbildung B2 auf Seite B3). Um einen Manhattan-Pfad von ¢ nach g4 zu erhalten, reicht
es, das Segment l4 = [ga,ca] zu Ny hinzuzufiigen. Diese Segmente heiflen verbindende
Segmente.

Der Algorithmus APPROXMMN berechnet die beiden Pfade Py und Pr nicht ex-
plizit, sondern testet nur, ob g4 ¢ |J N1 gilt. Das ist dquivalent zu g4 & (Pyer U Phor), da
die Cover, aus denen N; gebildet wird, minimal sind und die umschlielenden Rechtecke
zu Py und Py, die einzigen Rechtecke in Ryer U Ry sind, die [4 enthalten. Mit dem
gleichen Argument und der Tatsache, dass die Kanten des Covers in Ry U Ryer sind,
gilt 14 N|J N1 = ca. Daraus ergibt sich, dass die verbindenden Segmente die Segmente
aus N7 maximal an Endpunkten schneiden. Diese Eigenschaft wird in einem spéteren
Beweis wichtig. Nun ldsst sich folgendes Lemma zeigen:

Lemma 3.21 Das Netzwerk Ny lisst sich mit folgenden Figenschaften in Zeit O(nlogn)
berechnen:

(i) N2 C A12

(ii) Ein Segment aus Ny und ein Segment aus Ny schneiden sich mazimal in den End-
punkten

(iii) Fir jede Region 0(q,t) und jede Zusammenhangskomponente A € §(q,t) gilt: DA €
Ny U Ns und N1 U Ny enthdlt einen Manhattan-Pfad von ¢ nach qa.

Beweis Lemma [I.2ZI] Die Eigenschaften (i) bis (iii) ergeben sich unmittelbar aus der
oben angegebenen Beschreibung. Die Laufzeit fiir die Berechnung der Zusammenhangs-
komponenten ergibt sich ebenfalls aus der Beschreibung. Fiir jede Zusammenhangskom-
ponente A aus A3 kann das verbindende Segment 14 und die Menge 0A \ | Ny in Zeit
O(m) berechnet werden, wobei m = |S N JA| gilt. Dies geht, da der Zugriff auf die m
Rechtecke von Ry U Ryer, die A schneiden, sowie auf die O(m) Segmente von Ni,
die in diesen Rechtecken liegen, in konstanter Zeit moglich ist. Weiterhin lassen sich die
Punkte ¢4 und w4 wie in der Beschreibung erwahnt sofort aus den vertikalen Nachbarn,
bzw. horizontalen Nachfolgern der Punkte bestimmen.
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Phase 3

In dieser letzten Phase wird ein Netzwerk N3 konstruiert, so dass N1 U No U N3 Pfade
fir alle Paare aus Zguaq enthéalt. Aufgrund von Lemma BZT] (iii) reicht es aus, eine
Menge B(A) von Segmenten zu berechnen, so dass die Vereinigung von 0A und B(A)
einen Manhattan-Pfad von jedem Punkt aus S auf A zu g enthélt. Diese Menge
B(A) ,iiberbriickt“ A. Die Menge N3 ist dann die Vereinigung aller Mengen vom Typ
B(A). Der Algorithmus BRIDGE(A), der die Menge B(A) berechnet, ist dhnlich zu dem
,thickes-first“ Algorithmus von Levocopulous und Ostlin [CPRSS?], der auch in Theorem
auf Seite E¥ von Gudmundsson et al. [GLNOI] verwendet wird. Allerdings lisst er
sich nicht direkt verwenden, da dieser Segmente erzeugt, die nicht in As liegen wiirden.
Hier liese sich zwar, analog zum Algorithmus von Gudmundsson et al. [GLNOT] eine
exakte Losung berechnen, allerdings wiirde diese die Laufzeit auf O(n3) erhshen, ohne
den Approximationsfaktor zu verbessern, die schon fiir die Netzwerke N7 und Ny jeweils
nur ein Approximationfaktor von zwei erreicht wird.

Fiir die Beschreibung des Algorithmus BRIDGE (sieche Algorithmus B3] nehmen wir
an, dass A in einer Region vom Typ d(q, 1) liegt. Sei {p1,...,pn} wieder die Menge der
Punkte auf 0A, sortiert nach dem z-Abstand zu ¢. Da dA in N7 U Ny enthalten ist und
0A bereits einen Manhattan-Pfad von g4 zu p; und p,, enthélt, miissen nur noch Pfade
von ¢, zu der Menge {pa,...pm—1} berechnet werden. Sollte m < 2 gelten, so braucht
nichts gemacht zu werden. Ansonsten gelten folgende Definitionen fir 1 < j < m — 1

(vgl. Abbildung B24):

Py = (Tp; Ypsa)
a; = Seg [(qu’yp;> ,p;}
bj = Seg [(xp;,qu> ,p;}
Die Lénge von a; wird mit a; = |a;| bezeichnet, analog gilt §; = |b;|. Im Folgenden

wird das Treppenpolygon durch das Tupel (g4, p1,- .., Pm) identifiziert. Sei B die Menge
der Segmente, die der Algorithmus berechnet. Am Anfang ist B = (). Der Algorithmus
wihlt ein ¢ € {1,...m — 1} und fugt, falls sie existieren, die Segmente a;—1 und b; 4
zu B hinzu. Damit sind in B U N1 U Ny die Pfade von ¢4 nach p;, sowie von g4 nach
pi+1 enthalten. Fiir die Menge der Pfade von g4 nach {po,...,pi—1} und von g4 nach
{Pit1,Pm—1} wird das Problem rekursiv fiir die Treppenpolygone ((zq,,Yp,),P1s-- -+ Di—1)

und ((pol,qu),pHg, . ,pm) gelost.
Die Wahl von ¢ wird nun definiert. Es gilt:

ap << apo1 A P> > B
Dann wird A definiert als:
A:{je{l,...,m—1}|ajgﬁj}

Wenn A = () gilt, dann folgt daraus a; > (1, womit A flach und lang ist. In diesem Fall
withlen wir ¢ = 1, wodurch nur by in B eingefiigt wird. Ansonsten sei nun 7’ = max A.
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Algorithmus 3.3 Prozedur BRIDGE des Faktor drei Approximations-Algorithmus

procedure BRIDGE(A = (¢4,P1,---,Pm))
fori=1tom—1do
Berechne «; und 3;
end for
return SUBBRIDGE(1,m,0,0)
end procedure

procedure SUBBRIDGE(k, [, zof, Yofr)
Acurr = (Q(z + (wolﬂ yoﬁ) yPky - - - 7pl)
if | — k <2 then
return ()
end if
A={jedlk,....l =1} :aj — zog < B — Yo}
i =max{AU{k}}
if i <l—1Aca; —xop < Bit1 — Yot then
1=1+1
end if
B=10
if i > 1 then
B=BU {ai_l N Acurr}
end if
if i <l —1 then
B=BU {biJrl N Acurr}
end if
Tnew = Tp;q — Lyqq
Ynew = Yp; — Yqa
return B USUBBRIDGE (1,7 — 1, Zof, Ynew) U SUBBRIDGE (i + 2,1, Zpew, Yoft)

end procedure
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Yoft

Toff

Abbildung 3.24: Die Bezeichnungen der Segmente und Punkte fiir den Algorithmus
BRIDGE. Das Gebiet A.g ist der Bereich, der durch die Wahl der Seg-
mente a;—1 und b;+1 bereits abgedeckt wurde und nun als Offset fiir
die Lange in der Rekursion funktioniert. Dieser Offset wird durch xg
und y.g angegeben. Fiir die beiden Gebiete Aignt und Agop werden die
Kanten rekursiv berechnet.

Wenn ¢ < m—1und ay < ;41 gilt, setze i = i’ + 1. In allen anderen Féllen setze i = i'.
Diese Wahl soll gewéhrleisten, dass die Werte von a;_1 und ;41 balanciert sind. Das
erlaubt es a1 + i1 gegen min {oy, §;, a;—1 + Bi+1} abzuschitzen, was der Linge der
Segmente, die auf jeden Fall fiir ein minimales Manhattan-Netzwerk gebraucht werden,
entspricht.

Um in der Rekursion zu verhindern, dass die o und 3 Werte aufwendig aktualisiert
werden miissen, werden die Werte z,g und yog eingefiihrt, die den jeweiligen Offset ange-
ben, um den die Ecke des gerade betrachteten Treppenpolygons gegeniiber g4 verschoben
ist. Damit wird dann jeweils a; — xog mit 3 — yog verglichen anstelle von «; mit 3; in
der Definition von A (vgl. Abbildung BZAl). Der Algorithmus ist der Pseudo-Code
fiir ein Treppenpolygon des Typs (g, 1).

Theorem 3.22 Fiir eine beliebige Zusammenhangskomponente A € As mit |S NOA| =
m berechnet der Algorithmus BRIDGE in Zeit O(mlogm) eine Menge B von Linienseg-
menten mit den Figenschaften:

(U |B‘ < 2‘N0pth‘
(1) UB C A iberbrickt* A

Beweis Theorem Da aq,...,a,,_1 monoton steigend sind, lisst sich der Wert fiir
i mittels einer bindren Suche in Zeit O(log m) berechnen. Da wir nach maximal m Rekur-

sionsschritten fertig sind, ergibt sich als Gesamtlaufzeit O(mlogm). Nach Lemma B20
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sind die Regionen A disjunkt und kénnen deshalb unabhéngig voneinander betrachtet
werden.

Sei i der Index, der beim ersten Aufruf von SUBBRIDGE (siche Algorithmus auf
Seite B0) bestimmt wird. Wenn ¢ > 1 ist, dann sei Ao, der Bereich von A, der oberhalb
von a;_ liegt, ansonsten sei Ay, = . Wenn ¢ < m — 1 ist, dann sei Ayight der Bereich
von A, der rechts von b4 ist, ansonsten sei Ayght = 0. Sei nun Ag definiert als A \
(Atop U Ayight). Damit gilt (vgl. Abbildung B24)):

(ai,l @] bi+1) C Aoﬂ‘
Per Induktion kénnen wir annehmen, dass folgendes gilt:

‘B(Atf)p)‘ < 2’N0ptht0p’
’B(Aright)‘ S 2’Nopthright‘

Damit reicht es zu zeigen, dass folgende Gleichung gilt:
Q1 + ﬁi—l—l S 2‘Nopt N Aoff’ (31)

Das Netzwerk Nop¢ enthélt Segmente in Aqg fiir einen Pfad von ¢ nach p; und einen von
q nach p;1. Genauer gilt damit:

| Nopt N Aot| > min{ay, i, a1 + Biy1}

Wenn Ngp¢ ein Segment mit mindestens der Linge a;—1 + (11 in A.g enthélt, ist die
Gleichung B offensichtlich wahr. Damit bleibt nur noch {ibrig zu zeigen, dass o; 1 +
Bit1 < 2min{«;, B;} gilt. Wir machen nun eine Fallunterscheidung iiber die Art, wie 4
bestimmt wurde.

A=0i=1
In diesem Fall ist Agop = 0 und a1 > 1 und es wird nur das Segment by hinzu-
gefiigt. Damit gilt:
B2 < B = min{ay, 51}

i =maxA=m—1
In diesem Fall gilt ein analoges Argument wie fiir A = ().

i <m—1 und oy > ﬁi’—f—l
In diesem Fall gilt ¢ = 4'. Dies bedeutet, dass ;11 < «; gilt und damit auch
®i—1 + Bi+1 < 20y. Andererseits gilt aufgrund der Definition von A, auch: «o; < ;.
Daraus folgt:
-1+ Bip1 < 204 = 2min{oy, 5}

i <m—1 und oy < 6i’+1
In diesem Fall ist 7« = ¢/ + 1. Daraus ergibt sich a;_1 < 3; und damit auch «;_1 +
Bix1 < 20;. Andererseits ergibt sich aus der Definition von A, dass «a; > §; gilt.
Daraus folgt:

ai—1 + Biy1 < 26; = 2min{ay, G; }
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O

Theorem 3.23 Der Algorithmus APPROXMMN liuft in Zeit O(nlogn) und nutzt O(n)
Speicherplatz.

Beweis Theorem Jede der vier Phasen lduft in Zeit O(nlogn).
Phase 0: Gezeigt durch Lemma BT auf Seite

Phase 1: Gezeigt durch Lemma auf Seite Bl und Lemma auf Seite
Phase 2: Gezeigt durch Lemma B2l auf Seite

Phase 3: Gezeigt durch Theorem auf Seite BI1

Als Ausgabe hat der Algorithmus O(n) Liniensegmente, da Z nur O(n) Paare enthélt.
Fiir jedes Paar muss nur eine konstante Anzahl an zugehorigen Attributen gespeichert.
Diese sind die Nachbarn und die dazugehorigen Rechtecke.

O

3.2.5 Der Approximationsfaktor

Um den Approximationsfaktor von drei zu beweisen, betrachten wir die Linge von N in
Aqp und Az separat. Aus Theorem B22] und Lemma B20 ergibt sich sofort:

|NﬂA3| = |N3| < 2|Nopt ﬂA3|

Damit muss nur noch gezeigt werden, dass |N N Aj2| = [Ny U Na| durch 3|Nope N Aja]
beschriankt ist. Aus Lemma und Lemma folgt |N1| < |Nopt| + H + W. Die
Segmente von Ngp¢, die benutzt worden sind, um die Abschéitzung fiir Lemma BT8 zu
erreichen, liegen alle in dem Gebiet von Ayer U Apor. Deshalb gilt sogar die schirfere
Schranke |Ni| < |[Nopt N Aj2| + H + W. Nun muss noch die Lange der Segmente fiir
Ny abgeschiitzt werden. Seien N3 die vertikalen Segmente von No und N2°' die ho-
rizontalen Segmente von Na. Wir werden nun Ny mit dem schénen Cover Clye und
N2h°]f mit dem schonen Cover Ch,, vergleichen. Daraus ergibt sich dann die gewiinschte
Schranke. Im Folgenden werden wir dies nur fiir Ny durchfiihren, da dies der kompli-
ziertere Fall ist. Aufgrund der Tatsache, dass die verbindenden Segmente vertikal sind,
enthélt Ny auch die verbindenden Segmente. Als erstes trennen wir die verbindenden
Segmente von den anderen Segmenten in N3*". Die nicht verbindenden Segmente von
N3 heilen begrenzende Segmente, da sie auf 0As liegen. Nach Lemma [F21] schneiden
sich die Segmente von N3 und Cle; maximal an den Endpunkten. Damit kann eine ho-
rizontale Gerade | mit [ N.S = () keinen Punkt enthalten, der sowohl in [ J Ny, als auch
in |JCyer enthalten ist. Wir betrachten im Folgenden nur diese Geraden. Dies dndert
nichts an der Langenabschitzung, da damit nur eine endliche Zahl von Punkten nicht
betrachtet wird. Um die gewiinschte Abschitzung zu erreichen, charakterisieren wir die
Sequenz, die durch Schnitt so einer Geraden [ mit Segmenten des Covers und begren-
zenden Segmenten entsteht, sowie die Sequenz, die durch den Schnitt so einer Geraden
I mit Segmenten des Cover und verbindenden Segmenten entsteht.
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Lemma 3.24 Sei | eine horizontale Gerade mit I NS = () und I N R(S) # (). Betrachte
die Sequenz von Cover-Segmenten und begrenzenden Segmenten, die von | geschnitten
werden. Dann gilt:

(i) Es folgen nie mehr als zwei begrenzende Segmente aufeinander.

(ii) Das Segment ganz links und das Segment ganz rechts sind Cover-Segmente.

Beweis Lemma Wir zeigen, dass jedes begrenzende Segment s ein Cover-Segment
als direkten Nachfolger oder Vorgénger hat. Daraus folgt dann sofort (ll). Aus der Art
des Cover-Segments, das der Vorgénger oder Nachfolger ist, wird sich folgern lassen, dass
es kein begrenzendes Segment ganz links oder ganz rechts geben kann. Damit ergibt sich
dann sofort (f@).

Die begrenzenden Segmente liegen jeweils auf dem Rand einer Zusammenhangskom-
ponente von A. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit liege A in einer Region vom Typ
d(g,1). Die anderen Fille sind bis auf Symmetrie dquivalent. Seien p1, ..., p,, die Punkte
von S, die auf dem Rand von A liegen, sortiert nach dem z-Abstand von ¢q. Wie vorher
sei v4 = pp.xnbor[3]. Sei nun R das Rechteck in Ry, das durch ¢ und den vertikalen
Nachfolger py von ¢ definiert wird. Weiterhin sei p; der Schnittpunkt des Segmentes s
mit der horizontalen Geraden [, p; = s N {. Damit liegt p; in [J Ny, jedoch nicht in
|J Cyer- Nun gibt es zwei Fille fiir den Typ von s:

s ist begrenzendes Segment auf der linken Seite von A: In diesem Fall muss das Seg-
ment s auf dem rechten Rand des Rechtecks R liegen. Sei ¢; = (z4,y;) der Punkt
auf der linken Seite von R, der p; direkt gegeniiber liegt. Dann muss ¢; in | Cyer
liegen, da p; nicht in | Cyer liegt, das Rechteck aber vom Cover abgedeckt werden
muss. Und da es sich um ein schénes Cover handelt, muss somit ¢; im Cover ent-
halten sein. Da int(R) C int(Aj2) gilt, kann kein weiteres begrenzendes Segment
das Innere des Segments zwischen ¢; und p; schneiden. Damit ist ¢; € | Cyer der
Vorgénger von p; auf [.

s ist ein vertikales Segment auf der rechten Seite von A: In diesem Fall ist s ein Seg-
ment der Treppe von A und wir zeigen, dass s ein Segment aus Cl. als Nachfolger
hat. Dann lisst sich dieser Fall in zwei weitere Fille unterteilen: Entweder ist s die
linke Seite eines umschlieBenden Rechtecks R({p;,pi+1}) fiireini € {1,...,m—1}
oder s ist die linke Seite des umschlieBenden Rechtecks R({pm,wa}) (vgl. Abbil-
dung BZH). Wir machen deshalb nun eine witere Fallunterscheidung.

s € R({pi, pi+1})
Sei 8 = R({pi,pi+1}) (vgl. Abbildung BZH). Wir zeigen nun, dass [ ein verti-
kales Segment in Cle, schneidet und dass N Az = ) gilt. Somit kann es kein
begrenzendes Segment im Innern von 3 geben.
Dies geschieht, indem wir die Punktpaare (p/,q’) charakterisieren, die die
Eigenschaft R({p’,¢'}) Nint(8) # 0 haben und zeigen, dass jede Zusammen-
hangskomponente aus Az, die zu p’ gehort, 8 nicht schneidet. Seien o und 7
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Abbildung 3.25: Notation fiir den Beweis des Approximations-Faktor. Der rechte Rand
von [ ist das begrenzende Segment, das von der horizontalen Geraden
[ geschnitten wurde. Der Streifen 7 kann keinen Punkt aus S links von
0 enthalten und der Streifen o keinen unterhalb von . Die Punkte r
und t auf dem Rand von [ sind die, die am weitesten entfernt zu p;
und p;y1 liegen. Das Innere von ( schneidet A3 nicht, somit muss die
Gerade [ entweder den Rand von R({t,t'}) oder R({t,p;+1}) schneiden.

die vertikalen und horizontalen Streifen durch 3. Der Streifen 7 kann keinen
Punkt aus S links von 3 enthalten, da sonst p; und p;4+1 nicht in der selben
Zusammenhangskomponente liegen kénnen. Der Streifen ¢ kann keinen Punkt
aus S unterhalb von § enthalten, da sonst das Paar (q,p;41) nicht in Zgyaq
liegen wiirde. Sei 3’ definiert als 3 ohne den rechten und oberen Rand. Dann
kann es keinen Punkt aus S in 3’ geben, da der Punkt p € 3 der Bedingung,
dass p; und p;41 zwei aufeinanderfolgende Punkte sind, widersprechen wiirde.

Sei nun r der Punkt aus S am weitesten rechts auf der oberen Kante von 3 und
t der oberste Punkt von S auf der rechten Kante von (3 (vgl. Abbildung B:20]).
Es ist moglich, dass p; = r und t = p;41 gilt. Es muss jedoch einen Punkt
"€ Q(r,4) mit (r',r) € Zpoy und einen Punkt ¢’ € Q(¢,2) mit (¢',t) € Zyer
geben. Damit muss jedoch ¢’ = ¢ und p’ € Q(¢,2) gelten, da sonst das
umschlieBende Rechteck R({p’,q'}) nicht int(3) schneiden wiirde. Nun teilt
das Rechteck R({r,r'}) € Rye das Rechteck R({p’,q'}) mit ¢ = in zwei
Komponenten. Damit konnen die Zusammenhangskomponenten aus As, die
an p’ angrenzen, (3 jedoch nicht schneiden und somit gilt 5N Az = (.

Da das umschliefende Rechteck R({t,¢'}) in Ryer liegt und yy > yp, gilt, muss
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[ ein vertikales Cover-Segment in 3 schneiden. Entweder das Segment, das
durch das nicht-degenerierte Rechteck R({t,t'}) erzeugt wird, wenn y; > vy
gilt oder das degenerierte Rechteck R({p;+1,t}), wenn y; = y; gilt.

s € R({pm, wa})

Sei 8 = R({pm,wa}). In diesem Fall kénnen wir nicht annehmen, dass es

Do

L1

R
Jbi
A
JLit+1 ¥
" Dm
qa 8- wa
| Ra
vA b

Abbildung 3.26: Das begrenzende Segment s entspricht der untersten Treppenstufe. b ist
Pm.-xnbor[4]. Wenn b unterhalb von wy4 liegt, so schneidet das Rechteck
R({b,b'}) das Rechteck [ rechts von s.

einen Punkt aus s unterhalb von [ gibt. Sei b = p,,.xnbor[4], dabei ist b =
wy erlaubt. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen,
dass yp,, > yp gilt. Sollte dies nicht der Fall sein, so sei b = b.xnbor[4], bis
diese Bedingung erfiillt ist. Nun kann b nur in int(3) liegen, wenn es einen
Punkt & mit x, = zpy und yy < vy, gibt. Sonst wiirde es einen Punkt
p € int(f) geben mit (p,q) € Zquad, was nicht sein kann. Wir betrachten
nun aber zuerst den Fall, dass b nicht in int(3) liegt und somit y;, < vy, gilt
(vgl. Abbildung B26). Nun gibt es einen Punkt p’ € Q(b,2) mit (p',b) € Zyer.
Aufgrund der Konstruktion muss y,, > v, gelten und somit teilt die vertikale
Gerade durch b das Rechteck (3 in zwei Zusammenhangskomponenten. Fiir die
Komponente [/, die an p,, angrenzt, konnen wir mit dem gleichen Argument
wie oben zeigen, dass 3’ N A3 = () gilt, da der vertikale Streifen durch 8’ durch
diese Konstruktion keinen Punkt aus S enthélt. Damit hat s ein vertikales
Cover-Segment des Rechtecks R({p’,b}) als Nachfolger. Nun betrachten wir
den Fall, dass b im Innern von 3 liegt. Wenn y; < yp gilt, dann hat s als
Nachfolger das degenerierte Rechteck R({b,b'}), ansonsten gilt das gleiche
Argument mit p’ € Q(b,2) und (p/,b) € Zyer.

O

Als néchstes werden die verbindenden Segmente mit Cye verglichen. Aufgrund der
Konstruktion kénnen diese nur im Innern von nicht degenerierten Rechtecken aus Rjor
liegen.
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Lemma 3.25 Seil eine horizontale Gerade, die das Innere eines Rechtecks Ry € Rpy
schneidet. Betrachte die Sequenz von verbindenden und Cover-Segmenten in R;. Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) Kein verbindendes Segment liegt auf dem vertikalen Rand von Rj.

(ii) Maximal zwei verbindende Segmente konnen aufeinanderfolgen.
(i1i) Mindestens eins der beiden Segmente ganz links ist ein Cover-Segment.
(iv) Mindestens eins der beiden Segmente ganz rechts ist ein Cover-Segment.

(v) Das Segment ganz links oder das Segment ganz rechts ist ein Cover-Segment.

Beweis Lemma Um (i) zu beweisen, miissen wir nur zeigen, dass kein verbinden-
des Segment an einen Punkt aus S angrenzen kann. Dies reicht, da die verbindenden
Segmente iiber die komplette Hohe des Rechtecks gehen. Sollte ein verbindendes Segment
auf dem Rand liegen, muss es auch an einen Punkt aus S angrenzen. Jedes verbindende
Segment s4 = Seg[qa, ca] liegt aufgrund der Konstruktion auf einer vertikalen Kante ei-
nes Rechtecks R = R({q,po}) € Ryer und in einem Rechteck R4 = R({va,wa}) € Rhor-
Das Rechteck R kann nicht degeneriert sein, ansonsten wire s4 € |JCyer. Damit gilt
ca # q. Ebenfalls gilt offensichtlich g4 # ¢. Wiirde nun jedoch {ca,qa} N (S \ {q}) # 0
gelten, wiirde dies der Tatsache widersprechen, dass alle Punktpaare (p, ¢) mit p € 9ANS
in Zguaa liegen. Also grenzt s4 an keinen Punkt aus S an.

Da das verbindende Segment s4 nicht in Cyep, jedoch auf dem vertikalen Rand eines
Rechtecks R € Ry liegt, muss es als Nachfolger oder Vorgéinger das Cover-Segment auf
der gegeniiberliegenden Seite von R haben. Daraus folgt dann sofort (ii), (iii) und (iv).

Der Beweis fiir (v) geht iiber einen Widerspruch. Wir nehmen an, dass das Segment
s ganz links und das Segment s’ ganz rechts in R; verbindende Segmente sind. Sei R;
durch die Punkte v und w definiert: R} = R({v,w}). Ohne Beschréinkung der Allge-
meinheit kénnen wir annehmen, dass v die linke untere Ecke und w die rechte obere
Ecke des Rechtecks ist. Die anderen Fillen sind symmetrisch. Seien A und A’ die Zu-
sammenhangskomponenten von Az mit s = s4 und s’ = §/,. Es muss R4y = Ry = R;
gelten, da in diesem Rechteck die beiden verbindenden Segmente liegen. Seien R und R’
die Rechtecke in Ryer, deren vertikale Kanten s und s’ enthalten. Dann muss s auf der
linken Seite von R und s’ auf der rechten Seite von R’ liegen. Damit muss A eine Region
vom Typ 6(q,2) oder 6(q,3) sein.

Als Erstes nehmen wir an, dass A C (g, 2) fiir ein ¢ € S gilt. Dann wiirde A oberhalb
von R liegen und ¢ unterhalb von R (vgl. Abbildung. Dies ist jedoch unmoglich.
Sei p der Punkt ganz links von P(q,t) N 0A. Dann muss p einen Zyo, Partner in Q(p,4)
haben. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass (p,q) in Zgyaa liegt.

Also bleibt noch der Fall, dass A C §(q,3) gilt und damit A’ C 6(¢’, 1) fiir q,¢' € S.
Nun hat jedoch der Manhattan-Pfad von v nach w mindestens einen Eckpunkt in ¢4
oder ¢/;. Damit kénnen jedoch nicht sowohl s als auch s’ verbindende Segmente sein,

weil mindestens ein Segment in N; liegen muss (vgl. Abbildung [3.27(b)]).
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(a) Das Rechteck R({w,p}) € Znor (b) Die Segmente s und s kénnen
verhindert, dass R({p,q}) in Rquad nicht beide in der Menge N> liegen,

liegt, wo es aber nach Voraussetzung da der Manhattan-Pfad von v nach
des Beweises von Lemma B.2ZH] liegt. w entweder durch ga oder durch ¢y

geht. Ein verbindendes Segment zu
qa bzw. ¢4 wird jedoch nur eingefiigt,
wenn kein Pfad aus N; iiber ga bzw.
q’y geht.

Abbildung 3.27: Unmdgliche Félle beim Beweis von Lemma B2H]

O
Mit Hilfe von Lemma B:24] und Lemma B20] 14sst sich nun folgendes Lemma beweisen:

Lemma 3.26 Sei NJ" die Menge der vertikalen Kanten in Ny und N3°" die horizon-
talen. Seien Cyer und Cheor minimale, schone Cover und H die Hohe von R(S) und W
die Breite von R(S). Dann gilt:

[ N3]
N3]

2’0’1]67“ - H

<
< 2|Chor| -W

Beweis Lemma Fiir eine horizontale Gerade [ mit [ NS = () werden wir die
Anzahl der Segmente in N5*" mit der Anzahl der Segmente in Cye, vergleichen, die von [
geschnitten werden. Bezeichne im Folgenden #N die Anzahl der Segmente in der Menge
N. Wenn es gelingt zu zeigen, dass #Ny < 2#Cyer — 1 gilt, so folgt daraus, dass es
iiber die Hohe des gesamten Rechtecks R(S) gesehen maximal ein Segment in N5 mehr
gibt und somit folgt daraus dann die zu zeigende Abschitzung |N5®*| < 2|Cyer| — H. Die
endliche Anzahl an horizontalen Geraden, fiir die [ NS # 0 gilt, éndert an der Linge
nichts, da es sich nur um eine endliche Zahl von Geraden handelt. Nach Lemma (1)
schneidet [ verbindende Segmente nur im Innern von Rechtecken aus Ry,,.. Andererseits
kann [ aufgrund der Definition von As keine begrenzenden Segmente im Innern von
solchen Rechtecken schneiden. Wir betrachten nun drei Félle:

I schneidet kein verbindendes Segment: In diesem Fall werden nur begrenzende und
Cover-Segmente geschnitten. Nach Lemma folgen maximal zwei begrenzende
Segmente aufeinander und sowohl das Segment ganz links, als auch das Segment
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ganz rechts sind Cover-Segmente. Durch einfaches Aufsummieren ergibt sich fiir
diesen Fall sogar:
#Nﬁler S 23'%éc’ver - 2

[ schneidet kein begrenzendes Segment: Nach Lemma (ii) und (v) folgen maxi-
mal zwei begrenzende Segmente aufeinander und das Segment ganz links oder ganz
rechts muss ein Cover-Segment sein. Da nach B2l (iii) und (iv) sowohl von den bei-
den Segmenten ganz links, als auch von den beiden Segmenten ganz rechts jeweils
eins ein Cover-Segment sein muss, ergibt sich durch Aufsummieren das gewiinschte:

#Nﬁler S 23'%éc’ver - 1

| schneidet begrenzende und verbindende Segmente: Aufgrund von Lemma (ii)
und Lemma (28] (v) muss entweder das Segment ganz links oder das Segment ganz
rechts ein Cover-Segment sein. Sollten nun in der Sequenz der von [ geschnitte-
nen Segmente maximal zwei Segmente aus Ny aufeinanderfolgen, ergibt sich die

gleiche Situation wie im vorhergehenden Fall und als Summe:

#Nﬁler S 23'%éc’ver -1

Allerdings kénnen auch mehr als zwei Segmente aus Ny aufeinanderfolgen. Dies
ist der Fall, wenn zwei begrenzende Segmente als Nachfolger oder Vorgéinger ein
Rechteck aus R € Ry, haben. Aufgrund von Lemma (iii) und (iv) kann ma-
ximal eins der beiden folgenden Segmente in R ein verbindendes Segment sein.
Damit konnen jedoch nicht mehr als drei Segmente aus Ny aufeinanderfolgen.
Sollten drei Segmente aus Ny* aufeinanderfolgen, dann muss entweder das Seg-
ment ganz links oder das Segment ganz rechts ein verbindendes Segment sein.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei dies das Segment ganz links. Nach Lem-
ma (v) muss dann das Segment ganz rechts von R ein Cover-Segment sein.
Daraus lassen sich zwei Eigenschaften ableiten:

(a) Da [ maximal ein Rechteck in Ry schneidet, konnen nur einmal drei Seg-
mente aus Ny aufeinanderfolgen.

(b) Wenn drei solche Segmente aufeinanderfolgen, dann muss nach Lemma
(ii) sowohl das Segment ganz links, als auch das Segment ganz rechts ein
Cover-Segment sein.

Diese beiden Eigenschaften kombiniert ergeben dann wieder die gew{inscht Schran-
ke:
#Nﬁler S 23'%éc’ver - 1

Mit den gleichen Argumenten liasst sich die Lange von Nzhor beschrénken, was sogar noch
einfacher ist, da NJ°" keine verbindenden Segmente enthiilt.
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Mit Hilfe dieses Lemmas liasst sich nun der Approximationsfaktor des Algorithmus
APPROXMMN zeigen:

Theorem 3.27 Der Algorithmus APPROXMMN berechnet ein Netzwerk N, fir das gilt:

[N] < 3| Nopil

Beweis Theorem Nach Lemma gilt:
’NQ‘ < 2‘Cfveruc’hor’ -H-W (32)

Wie in Lemma B T2 auf Seite BY gezeigt wurde, muss ein minimales Manhattan-Netzwerk
mindestens so grofl wie das Cover sein. Auerdem muss der Anteil von N, der fiir diese
Abschitzung genutzt wurde, in Ajs liegen. Damit gilt:

|Cyer U Chor| < [Nopt N Axa| (3.3)
Aus den Gleichungen und folgt als Abschétzung fiir Na:
|No| < 2|Nopt N Arg| —H — W (3.4)
Fiir Ny gilt die Abschéitzung:
IN1| < |Nopt N Are| + H+W (3.5)
Aus den Gleichungen B4 und ergibt sich als Abschatzung fiir Ny U Ny:
|N1 U Na| < 3| Nopt N Ajz] (3.6)
Aus Theorem und Lemma ergibt sich:
‘Ni’:‘ < 2‘N0pt N AS’ (3-7)
Da die Gebiete A1 und As disjunkt sind, ergibt sich aus den Gleichungen B und B
V] < 8| Nope (35)

d

3.3 Ein Rundungs-Algorithmus fiir minimale
Manhattan-Netzwerke

Hier wird der Algorithmus von Chepoi, Nouioua und Vaxes aus , A rounding algorithm
for approximating minimum Manhattan networks® [CNV05] vorgestellt. Der Algorith-
mus basiert auf Formulierung des minimalen Manhattan-Netzwerk Problems als Linea-
res Programm. Er erreicht einen Approximationsfaktor von zwei bei einer polynomiellen
Laufzeit.
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(a) Wenn die vier Punkte so
liegen, hat die Pareto-Hiille
zwei verschiedene Trennpunk-
te. Bei einer Kontur wére die

(b) Wenn die vier Punkte so
liegen, hat die Pareto-Hiille
vier verschiedene Trennpunk-
te. Bei dieser Lage der Punk-

te entspricht die Pareto-Hiille
auch einer Kontur.

gefiillte Fliache nicht enthal-
ten, sondern es wire stattdes-
sen ein Manhattan-Pfad ent-
halten, der die beiden Trenn-
punkte verbindet.

Abbildung 3.28: Die Pareto-Hiille von vier Punkten. Die gefiillten Punkte sind dabei die
Punkte aus S, wihrend die leeren Punkte die Trennpunkte des schat-
tierten Blocks sind.

3.3.1 Eigenschaften und die LP-Formulierung

Ein Punkt t € R? heiBt effizienter Punkt zu S, wenn es keinen anderen Punkt t’ € R?
gibt, mit folgenden Eigenschaften:

Dies bedeutet, ein Punkt ist genau dann effizient, wenn es keinen anderen Punkt in der
Ebene gibt, der zu allen Punkten maximal so weit entfernt ist, wie der effiziente Punkt
und zu mindestens einem Punkt sogar ndher dran liegt. Die Menge aller effizienten
Punkte ist P, die Pareto-Hiille (vgl. Abbildung BZ2J]).

Ein Punkt p wird von einem Punkt ¢ dominiert, wenn gilt:

Vp, € S:3p;j €S :d(q,pi) < d(p,pi) Ad(g,p;) < d(p,p;)

q ist also an allen Punkten maximal genausoweit entfernt wie p und an mindestens
einem Punkt ndher dran. Damit lassen sich die effizienten Punkte auch definieren, als
die Punkte, die von keinem anderen Punkt dominiert werden.

Einen optimalem O(nlogn) Algorithmus, um die Pareto-Hiille von n Punkten in der
Manhattan-Metrik zu berechnen, haben Chalmet, Francis und Kolen [CEKRI] vorge-
stellt. Eigenschaften der Pareto-Hiille und ein O(n?) Algorithmus haben Wendell, Hurter
und Lowe [WHIT73| vorgestellt. Im Besonderen ist es wichtig, dass P ortho-konvex ist.
Dies bedeutet, dass jeder Schnitt von P mit einer vertikalen oder horizontalen Geraden
zusammenhéingt ist und je zwei Punkte aus P kénnen in P mit einem Manhattan-Pfad
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verbunden werden. Damit ergibt sich P als eine Vereinigung von — méglicherweise dege-
nerierten — rechtwinkligen Polygonen, den so genannten Blécken, verbunden entlang der
Ecken, den so genannten Trennpunkten. Die Pareto-Hiille hat starke Ahnlichkeiten zu
der Kontur aus Kapitel EZT] auf Seite [l ist allerdings grofler als die Kontur. Bei einer
Kontur lassen sich manche Blocke, wie beispielsweise Blocke, die nur aus zwei Trenn-

punkten bestehen, durch einen Manhattan-Pfad ersetzen (vgl. Abbildung [3.28(a))).

Lemma 3.28 Die Pareto-Hiille P der Punktmenge S enthdlt mindestens ein minimales
Manhattan-Netzwerk fiir S.

Beweis Lemma Dieser Beweis geht analog zum Beweis von Lemma T auf Seite 7]
und Lemma auf Seite [T, die zeigen, dass es ein minimales Manhattan-Netzwerk
innerhalb der Kontur gibt.

O

Damit reicht es, um das minimale Manhattan-Netzwerk Problem fiir S zu losen, die
Trennpunkte zu S hinzuzunehmen. Von dieser neuen Menge S’ wird das Manhattan-
Netzwerk Problem fiir jeden Block von P geltst. Die die einzelnen Blocke iiber eindeutige
Manhattan-Pfade zwischen den Trennpunkten verbunden sind, miissen Pfade zwischen
zwei Punkten aus S in verschiedenen Blocken auf jeden Fall iiber diese Trennpunkte
gehen. Deshalb reicht es aus, wenn fiir einen Block das minimale Manhattan-Netzwerk
von den Punkten aus S’ berechnet wird, die in diesem Block liegen.

Aufgrund der Zerlegung des Problems in kleinere Probleme, kéonnen wir nun ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass P nur aus einem einzigen Block mit
mindestens drei Punkten besteht. Sei 9P der Rand dieses ortho-konvexen, rechtwinkligen
Polygons.

Aus Lemma auf Seite B0 und Lemma konnen wir folgern, dass es ein mi-
nimales Manhattan-Netzwerk auf dem Gitter I' in P gibt. Zwei Kanten von I' heiflen
Zwillinge, wenn sie gegeniiberliegende Kanten einer rechtwinkligen Fliche von I' sind.
Zwei Kanten e und f heiflen parallel, wenn es eine Folge e = ey, e9,...,em+1 = f gibt,
so dass fiir 1 <i < m die Kanten e;, e; 11 Zwillinge sind. Aus der Definition ergibt sich,
dass jede Kante e parallel zu sich selber ist und dass alle Kanten, die parallel zu e sind,
die selbe Lange haben. Aufgrund der Ortho-Konvexitéit liegen genau zwei Kanten, die
zu e parallel sind, auf 9P.

Lemma 3.29 Sei P eine Pareto-Hiille, die nur aus einem einzelnen Block besteht. Dann
gelten folgende beiden FEigenschaften:

(i) Jede konvexe Ecke von P entspricht einem Punkt aus S.

(it) Der Pfad auf OP zwischen zwei aufeinanderfolgenden konvexen Ecken p;,p; auf
OP ist der eindeutige Manhattan-Pfad zwischen p; und p; in P.
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Beweis Lemma Der Beweis fiir (i) geht iiber Widerspruch (vgl. Abbildung B29).
Angenommen, es gibt eine konvexe Ecke u, die keinem Punkt aus S entspricht. Dann
hat u genau zwei Nachbarn im Gitter I'. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei u
eine Ecke, die lokal links oben von P liegt. Sei nun v der Knoten rechts von u und
w der unterhalb von w. Sei nun z = (z,,yy). Da u eine konvexe Ecke von P ist, ist
die Flidche uvzw des Gitters komplett in P enthalten. Wéhle nun ein § mit 0 < § <
min {d(u, v), d(u,w)} und sei v’ definiert als ' = (2, — 6,4, — d). Nun teilen wir S in
drei Teilmengen. S, enthélt die Punkte p € S, die mit einem Manhattan-Pfad {iber z mit
u verbunden werden kénnen. S, enthilt die Punkte p € S\ S, die mit einem Manhattan-
Pfad iiber v mit v verbunden werden kénnen. Sy, enthélt die Punkte p € S'\ S, die mit
einem Manhattan-Pfad iiber w mit u verbunden werden kénnen. Der Punkt ' hat den
gleichen Abstand wie u zu jedem Punkt aus S, U .S,, und einen geringeren Abstand zu
den Punkten aus S,. Da u ein effizienter Punkt ist, muss S, leer sein. Damit muss jeder
Punkt aus S entweder oberhalb und rechts von v oder unterhalb und links von w liegen.

In diesem Fall kann einfach gezeigt werden, dass jeder Punkt p im offenen Qua-
dranten {(xp,yp) : Tp > T, Yp < Yo} von einem Punkt p’ = (z, — a,y, — @) mit o =
min {x, — T, Yuw — Yy} dominiert wird. Analog lésst sich zeigen, dass jeder Punkt in den
drei offenen Quadranten

Tg > Tu, Y < Yo
(mq’xq) : Tqg < Tw,Yg > Yw
Tg < Tu,Yq > Yo

dominiert wird. Damit zerféllt P jedoch in mehrere Blocke. Dabei bildet die Fléche uvzw
einen Block und es gibt einen oder mehrere Blocke oberhalb und rechts von v, sowie einen
oder mehrere Blocke unterhalb und links von w. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der
Annahme, dass P aus einem Block besteht.

Seien p und ¢ zwei aufeinanderfolgende, konvexe Ecken. Sei P(p, ¢q) der Pfad zwischen
p und ¢ entlang OP. Der Pfad zwischen p und ¢ besteht entweder aus genau einem
horizontalen oder vertikalen Liniensegment oder aus zwei Liniensegmenten. Wenn der
Pfad aus einem Liniensegment besteht, dann gilt P(p, q) = R({p, q}) und wir sind fertig.
Im anderen Fall entsprechen die Segmente den Kanten von R({p, ¢}) und es gilt P(p,q)N
R({p,q}) = P(p,q), da es sich um konvexe Ecken handelt. Damit ist der Pfad P(p,q)
der eindeutige Manhattan-Pfad zwischen p und ¢ innerhalb der Pareto-Hiille P.

O

Weiterhin werden erzeugende Mengen benutzt, wie sie in Definition auf Seite
definiert wurden. Im Folgenden werden die Paare der erzeugenden Menge Z einfach
iiber die Indizes der Punkte von S bezeichnet. Somit entspricht ij dem Paar (p;, p;). Im
néchsten Abschnitt werden wir eine diinne, erzeugende Menge beschreiben, die in Z,
enthalten ist.

Um eine LP-Formulierung des minimalen Manhattan-Netzwerk Problems zu erhalten,
sei nun Z eine beliebige erzeugende Menge. Fiir jedes Paar ij € Z sei I';; als I' N
R({pi,p;}) definiert und das Gitter als Graph beschrieben:

Lij = (Vij, Eij)
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Abbildung 3.29: Konstruktion fiir den Beweis von Lemma Wenn v kein Punkt aus
s ist, muss S, leer sein. Sonst wiirde v von v/ dominiert. Wenn S, leer
ist, wird aber jeder Punkt p von einem Punkt p’ dominiert, wodurch S
in mindestens drei Blocke zerféllt. Diese sind wvwz und jeweils ein oder
mehrere Blocke in S, und S,,.

Wir formulieren das minimale Manhattan-Netzwerk-Problem nun als Cut-Covering
Problem unter Benutzung einer exponentiellen Anzahl an Bedingungen. Dies wird dann
in eine dquivalente Bedingung umgeformt, die nur eine polynomielle Anzahl an Variablen
und Bedingungen enthilt. In beiden Formulierungen ist |e| die Linge der Kante e aus
dem Netzwerk I' = (V, E). z. ist jeweils eine {0,1} Entscheidungsvariable, assoziiert
mit der Kante e. Eine Teilmenge C' von E;; wird (p;, pj)-Schnitt genannt, wenn jeder
Manhattan-Pfad zwischen p; und p; in I';; den Schnitt C trifft. Sei C;; die Vereinigung
aller (p;, pj)-Schnitte und C die Vereinigung aller C;;:

c=Jc¢y
iJeEZ
Dann kann das minimale Manhattan-Netzwerk Problem als die optimale Loésung des
folgenden Integer Linear Programm gesehen werden:

minimiere > le]ze
ecl

unter Beriicksichtigung > z.>1, Ce€C (3.9)
ecC

re €{0,1}, e€eF

Jedes Manhattan-Netzwerk muss eine giiltige Losung fiir (B) sein. Betrachte nun z.
als Kapazitéat der Kanten e von I' und wende die Bedingungen des Cut-Cover sowie das
Ford-Fulkerson Theorem auf jedes Netzwerk I';;,ij € Z, gerichtet wie unten angegeben,
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an. Dieses Theorem besagt, dass der maximale Fluss gleich der minimalen Kapazitat des
Cut ist. Es triagt auch den Namen ,,Max-Flow Min-Cut Theorem®. Dann kénnen wir die
Existenz eines Integer (p;,p;)-Flusses von eins folgern, die Existenz eines Manhattan-
Pfades zwischen p; und p;. Als Konsequenz erhalten wir ein Manhattan-Netzwerk mit
den gleichen Kosten. Diese Beobachtung fithrt zur zweiten Integer Programming For-
mulierung fiir das MMN-Problem, aber diesmal nur von polynomieller Groéfie. Fiir jedes
Paar ij € Z und jede Kante e € Ej; fiihre eine Flussvariable f¢’ ein. Orientiere die
Kanten von I';; so, dass die gerichteten Pfade, die p; und p; miteinander verbinden,
genau den Manhattan-Pfaden zwischen diesen beiden Punkten entsprechen. Fiir einen
Gitterpunkt v € Vj; \ {ps, p;} sei I’;Lj (v) die in v eingehenden, gerichteten Kanten von I';;
und I';;(v) die von v ausgehenden, gerichteten Kanten von I';;. Das fiihrt zu folgendem
Integer Programm:

minimiere > le|xe
ecE
unter Beriicksichtigung S fi= S i ijezZuve Vii \ {pi, p;}
eef‘;-(v) e€l’;(v)
> =1 ij€Z (3.10)
e€l;; (pi)
0< fi9 <, ij € Z,Ve € Ejj
z. € {0,1} ecE

Seien nun (BXF) und BID) die LP-Relaxation von B3) und BI), die man erhélt,
indem die boolesche Bedingung x. € {0,1} durch die lineare Bedingung z. > 0 ersetzt
wird. Da (B0 nur eine polynomielle Anzahl an Variablen und Ungleichungen enthilt,
kann es in streng polynomieller Zeit gelost werden, unter Benutzung des Algorithmus von
Tardos [Tar86]. Der x-Teil einer beliebigen, optimalen Losung von (BI) ist gleichzeitig
auch eine optimale Losung fiir (B0). Allerdings gibt es Instanzen des MMN-Problems,
fiir die die Kosten einer optimalen, gebrochenen Losung von ([B') oder (BI0) kleiner
sind als die Kosten einer optimalen, ganzzahligen Losung von [Bd) oder (BIO) (vgl
Abbildung B30)). In jeder giiltigen Losung fir BX) und BIX) gilt . = 1 fiir alle
Kanten e € 9P, da nach Lemma der Pfad zwischen zwei konvexen Randpunkten
eindeutig ist.

3.3.2 Streifen und Treppen

Ein degeneriertes Rechteck R;j = R({pi,p;}) wird degenerierter horizontaler oder verti-
kaler Streifen genannt. Ein nicht degeneriertes Rechteck R;; wird vertikaler Streifen ge-
nannt, wenn die z-Koordinaten von p; und p; in der sortierten Liste der z-Koordinaten
direkt aufeinanderfolgen und der Schnitt von R;; mit jedem degenerierten, vertikalen
Streifen entweder leer ist, oder nur den Punkt p; oder p; enthélt. Analog heifit ein nicht
degeneriertes Rechteck horizontaler Streifen, wenn die y-Koordinaten von p; und p; in
den sortierten y-Koordinaten direkt aufeinanderfolgen und der Schnitt von R;; mit den
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(a) Ganzzahlige Losung der GroBe (b) Gebrochen-rationale Losung der
28, die einem minimalen Manhattan- Grofle 27,5. Dabei werden die gestri-
Netzwerk entspricht. Dabei gilt fiir chelten Kanten nur zur Halfte ge-
alle Kanten z. = 1. nutzt (ze = %) Fiir die anderen Kan-

ten gilt . = 1.

Abbildung 3.30: Ganzzahl-Liicke

degenerierten horizontalen Rechtecken entweder leer ist, oder nur den Punkt p; oder p;
enthélt. Die Seiten eines vertikalen Streifens R;; sind die vertikalen Kanten des Rechtecks
R;;. Analog sind die Seiten eines horizontalen Streifen die horizontalen Kanten des ent-
sprechenden Rechtecks. Die Streifen R;; und R;;s bilden eine Kreuzungs-Konfiguration,
wenn sie sich schneiden und der entstehende Block der Pareto-Hiille von {p;, pi, p;, pj’ }
nur zwei Trennpunkte hat (vgl. Abbildung [3.28(a)]). Das Interessante an der Konfigura-
tion ist, dass sich damit folgendes Lemma sofort zeigen ldsst:

Lemma 3.30 Wenn die Rechtecke R;y und Rj; eine Kreuzungs-Konfiguration bilden,
dann lassen sich aus dem Manhattan-Pfad von p; nach py und dem Pfad von p; nach
pjr Manhattan-Pfade von p; nach pj und von p; nach py konstruieren.

Beweis Lemma Das umschlielende Rechteck R({p;,pi}) und das umschliefende
Rechteck R({p;,p;}) schneiden sich nur im Rechteck R({o,0'}) (vgl. Abbildung B3TI).
Damit muss sich auch der Pfad von p; nach p;; mit dem Pfad von p; nach p;, im Reckteck
R({o,0'}) schneiden. Da aufgrund der Lage der Punkte bei beiden Pfaden die z- sowie
die y-Monotonie gleich sind, gibt es auch einen Pfad von p; nach p; und einen von p;
nach p;.

O

Fiir eine Kreuzungs-Konfiguration des vertikalen Streifens R; und des horizontalen
Streifens R;;s seien o und o’ die Trennpunkte des rechteckigen Blocks der Pareto-Hiille
von {p;, pi/, pj, pj }. Dabei verbinde o den Block mit p; und p;, sowie o’ den Block mit p;/
und p;r. Weiterhin kénnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass p;
und p; zu Q(o,1) gehéren und py und p;r zu Q(0, 3). Alle anderen Fiille sind symmetrisch
zu diesem Fall. Sei S;; die Menge von Punkten p;, mit folgenden Eigenschaften (vgl.

Abbildung B32):
(i) pr € (S\{pi,p;}) NQ(0,1) (pi liegt im ersten Quadranten beziiglich o).
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Abbildung 3.31: Konstruktion fiir den Beweis von Lemma Der Pfad von p; nach
py und der Pfad von p; nach p;s schneiden sich im Rechteck R({0,0'}).
Damit muss es auch einen Pfad von p; nach p;; und von p; nach py
geben.

(ii)) R({pk,0})NS = {px} (Das Rechteck von p; und o enthélt keine weiteren Punkte).

(iii) Das Gebiet {qg € Q(0,2) : yq < yp, }U{q € Q(0,4) : x4 < x,, } enthilt keinen Punkt
aus S.

Wenn die Menge S;; nicht leer ist, dann gehoren alle Punkte daraus zum Rechteck R;;
und sie liegen auf einem gemeinsamen Manhattan-Pfad zwischen ¢; und ¢;. Sei T}/ der
Block der Pareto-Hiille von S;; U{o, p;,p;} (vgl. Abbildung B32). Aufgrund der Lage der
Punkte ist dieser Block nicht degeneriert. Der Punkt o ist der Ursprung des Treppenpo-
lygons. Analog lésst sich die Menge S;;» und das Treppenpolygon T j|;; definieren. Zwei
andere Typen von Treppenpolygonen lassen sich definieren, wenn p; und p; im zweiten
Quadranten und py und p; im vierten Quadranten liegen. Im Folgenden nehmen wir
fiir die Darstellung an, dass die Treppenpolygone nach einer passenden geometrischen
Transformation immer im ersten Quadranten sind. Bei diesen Polygonen handelt es sich
um Treppenpolygone, da der Punkt o links unterhalb von allen pg, liegt und die Rechtecke
R({pk,0}) keinen weiteren Punkt aus S enthalten.

Diese Treppenpolygone unterscheiden sich nur minimal von den Treppenpolygonen von
Benkert, Widmann und Wolff [BWW04], wie sie in Kapitel B2Z4] auf Seite B4 vorgestellt
wurden. Der Grund liegt, dass ein Streifen, so wie er hier definiert wurde und fiir die
Treppenpolygone verantwortlich ist, nicht zwangslaufig einem Paar von Zye U Zpor VO
Seite B entsprechen muss.

Betrachte nun wieder das Treppenpolygon Tj;j;/;,. Sei a der Punkt ganz oben links
vom Treppenpolygon Tjj; und 3 der Punkt ganz unten rechts. Nenne M;; den mo-
notonen Pfad am Rand von Tj;;;» zwischen a und 3, der iiber alle Punkte von Sj;
geht. Aufgrund der Definition gilt 7j;,,; NS = S;; und es befinden sich keine Punkte
von S in der Region Q" (0,2) = {q € Q(0,2) : y; < Yo} und ebenso keine in der Region
Q" (0,4) = {q € Q(0,4) : x4 < x3}. Im Besonderen bedeutet dies, dass kein kein Streifen
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Qt(0,2)NS =10

Rjj

Qt(0,4)NS =10

Abbildung 3.32: Das Treppenpolygon Tj;j;/;,. Die Punkte py liegen auf dem monotonen
Pfad von « nach 3. Unterhalb des Segmentes zwischen o und [, sowie
links von dem Segment zwischen o und « liegen keine weiteren Punkte
von S.

das Treppenpolygon Tjj;;» durchquert. Aulerdem ergibt sich automatisch aus der De-
finition, dass der Schnitt von Treppenpolygonen entweder leer ist oder einer Teilmenge
von S entspricht. Dies heifit, zwei Treppenpolygone haben maximal Punkte aus S ge-
meinsam. Dies ist dhnlich zu den Treppenpolygonen aus Kapitel Bl Damit gehort jede
Kante des Gitters I' zu maximal einem Treppenpolygon.

Sei Z' die Menge aller Paare ij, so dass R;; ein Streifen ist. Sei Z” die Menge aller
Paare 7'k, mit der Eigenschaft, dass es ein Treppenpolygon 151 gibt, so dass py zu der
Menge S;; gehort.

Lemma 3.31 Z = (Z'UZ") C Z, ist eine erzeugende Menge.

Beweis Lemma [3.3T] Sei N ein Netzwerk, das Manhattan-Pfade fiir alle Punkte aus Z
enthélt. Um zu zeigen, dass N ein Manhattan-Netzwerk zu S ist, geniigt es zu zeigen,
dass N fiir ein beliebiges Paar kk’ € Z, \ Z einen Manhattan-Pfad enthilt. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit sei x,, < x,, und y, , < yp, (vel. Abbildung B33). Die
anderen Félle sind zu diesem symmetrisch.

Die vertikalen und horizontalen Geraden durch die Punkte p, und py teilen die Ebene
in das Rechteck Ry, vier offene Quadranten und vier geschlossene, unbeschréankte Halb-
Streifen, die gegen den Uhrzeigersinn mit By bis B4 nummeriert sind. Da py € B1 NS
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und ppr € B3 NS gilt, muss es mindestens einen vertikalen Streifen zwischen einem
Punkt in By und einem Punkt in Bs geben. Sei R; i der Streifen ganz links, der durch

Ry durchgeht und Rizi’g der Streifen ganz rechts, der durch Ry durchgeht. Diese
Streifen konnen zusammenfallen und kénnen degeneriert sein, miissen jedoch von Ry
unterschiedlich sein, da k&’ ¢ Z gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen
wir wieder aus Symmetriegriinden annehmen, dass p;,,p;, € B; und pirsPiy, € Bs gilt.
Analog lidsst sich der unterste horizontale Streifen leji und der oberste horizontale
Streifen R, 7 definieren. Dabei konnen wir wieder ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass pj, und pj, in By liegen sowie pj; und pj; in Bs. Auch diese zwei Streifen
konnen zusammenfallen oder degeneriert sein. Dabei muss der Streifen R; ;; so liegen,
dass p;; auf der zu pp gewandten Seite liegt. Sollte dies nicht der Fall sein, so wiirde es
einen Streifen links von diesem Streifen geben, im Zweifelsfall den Streifen R;, /. Fiir die

anderen drei Streifen gilt dieses Argument analog.
Piy Piy

By j Pk
Py,

B2 B4

Py

Py,

by 17

D
Bs

by Diy,

Abbildung 3.33: Konstruktion des Pfades von pg nach pp. Da die vertikalen und ho-
rizontalen Streifen zwischen p; und pp eine Kreuzungs-Konfiguration
bilden, sind sowohl pys als auch p; Teil eines Treppenpolygons und es
ldsst sich ein Pfad konstruieren.

Damit definiert jede Kombination eines vertikalen und eines horizontalen Streifens
eine Kreuzungs-Konfiguration. Somit miissen Tj, ;0 5 und Ty jr i, 5,
muss der Punkt p; entweder zu S;,;, gehoéren oder mit einem der Punkte p;,,p;, iden-
tisch sein. Analog gilt py € Sir g U {pi'l’pji}' Nach Lemma muss jeder der Punkte
{pi\, Pis, Pj1 > Pj } mit jedem Punkt aus {pl-/1 ,pié,pji,pjé} iiber einen Manhattan-Pfad ver-
bunden sein. Auflerdem muss ein Manhattan-Pfad zwischen p; und Py, pjy, existieren,
sowie zwischen pis und p;,,pj,. Aus diesen Pfaden lisst sich dann ein Manhattan-Pfad

von py nach pys konstruieren (vgl. Abbildung B33]).

existieren. Dann
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3.3.3 Der Rundungs-Algorithmus

sei (o) = ((eoee () _,.,
ecEjijeF
von (BIM). Der Algorithmus rundet die Losung (x, f) in drei Phasen.

) eine optimale Losung des linearen Programms

Phase 0 In Phase 0 fiigen wir alle Kanten von 0P in die ganzzahlige Losung an.

Phase 1 In dieser Phase wird jeder Streifen R;; gerundet um einen Manhattan-Pfad
von p; nach p; sicherzustellen.

Phase 2 Hier wird eine iterative Rundungsfunktion auf jedes Treppen-Polygon ange-
wandt.

Phase 1 Sei nun R;; ein Streifen. Wenn R;; degeneriert ist, dann entspricht das Seg-
ment Seg[p;, pi/| dem eindeutigen Manhattan-Pfad zwischen p; und p;/, womit x, = éi/ =
1 fiir jede Kante e € Seg[p;, pir] gelten muss. Wenn R;; nicht degeneriert ist, dann hat
jeder Manhattan-Pfad von p; nach p; folgende Form: Er geht an der Seite von R;;, auf
der p; liegt, entlang und knickt dann ab, um entlang einer Kante e, der Wechselkante,
den Streifen R,y zu iiberqueren und geht dann an der anderen Seite von R;; entlang
bis zu p;/. Es kann mehrere solcher Manhattan-Pfade geben, die vom gebrochenen Fluss
[ zwischen p; und p;;y genutzt werden, allerdings sorgt die Cut-Bedingung dafiir, dass
Te+ Tt > f;’/ + f;?, > 1 fiir jedes Zwillingspaar e und ¢’ auf gegeniiberliegenden Seiten
des Streifen Ry gilt. Daraus ergibt sich, dass max{x.,z¢} > % gilt.

Sei nun p der Punkt, der am weitesten von p; auf der gleichen Seite von R, entfernt
ist, so dass alle Kanten e auf dem Segment zwischen p und p; den Fluss x, > % haben.
Entspreche nun das Segment Seg[pp/] der Kante von T', die R;; durchquert. Dann gilt
fiir das Segment Seg[p'p;/|, dass der Fluss auf allen Kanten von diesem Segment ebenfalls

mindestens den Wert % hat. Damit ergibt sich fiir Phase 1 folgendes Verfahren:

Funktion RoundStrip Wir betrachten jeden Streifen R;;. Sollte R; degeneriert sein,
dann nehmen wir die ganzzahlige Losung, bestehend aus den Kanten zwischen p; und
pi. Ansonsten werden die Kanten zwischen p; und p aufgerundet, sowie die Kanten
zwischen p’ und py. Weiterhin nehmen wir die Wechselkante Seg[pp’] hinzu. In beiden
Féllen wird der entstehende Manhattan-Pfad mit P;; bezeichnet. Damit ist, wie im
vorhergehenden Absatz gezeigt, gewihrleistet, dass alle gewihlten Kanten, aufler der
Wechselkante Seg[pp'], mindestens den Wert % hatten.

Phase 2 Betrachte nun ein Treppenpolygon Ty ;. Sei ¢ der gemeinsame Punkt der
beiden Manhattan-Pfade Pj; und Pj;/, der den geringsten Abstand zu p; hat. Dieser
Punkt muss ein Eckpunkt der Fliche von I' sein, die o und o' enthilt. Seien sz' und
P;J'./ die Teilpfade von P, und P;j/, bestehend aus den Pfaden zwischen ¢ und p; bzw.
pj- Nun erweitern wir das Treppenpolygon leicht, indem wir jetzt als Tj;);;» die Region
begrenzt von den Pfaden P;{,,P;;./ und M;; betrachten. Jeder Fluss fE" oder fki" in

Tjy j; kann gebrochen sein, da mehrere Manhattan-Pfade zwischen py und p; den Fluss
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fl”/ tragen. Jeder dieser Pfade schneidet aber den Pfad PZJ{/ oder Pj;,, somit erreicht der

gesamte Fluss fki/ die Pfade sz' U P;;/ Dieser Fluss kann nun {iber ¢ und von da aus
zu py umgeleitet werden. Damit muss nur noch der Fluss im Inneren des erweiterten

Treppenpolygons Sy gerundet werden. Entweder am Pfad P, oder am Pfad PJ‘;,

. !
muss mindestens % vom f*'-Fluss ankommen.

Funktion RoundStaircase Fiir ein Treppenpolygon Sjy|;;, das durch die Manhattan-

Pfade PZ;C, P;;, und den monotonen Pfad M;; definiert ist, suchen wir nun den niedrigsten

Punkt p,, € S;;, so dass der fmi/—Fluss auf den Manhattan-Pfaden zwischen p,, und p;/,

die zuerst auf PZ':', ankommen, mindestens % ist. Da der Fluss entweder an PZ'Z", oder P]"j',

den Wert > % haben muss, kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass dieser Punkt existiert. Der Fall fiir P],J;./ geht bis auf Symmetrie analog. Sei
nun p, der Punkt von S;;, der direkt unterhalb von p,, liegt. Dieser Punkt muss nicht
existieren. Wenn er jedoch existiert, ist der fSi/—Fluss, der PJJ;, erreicht, mindestens %
Sei nun ¢’ der Schnittpunkt der horizontalen Geraden durch den Punkt p,, mit dem
Pfad PZ'Z", Analog sei ¢” der Schnittpunkt der vertikalen Geraden durch ps; mit dem Pfad
P].J;.,. Runde nun alle Kanten des horizontalen Segments Seg[p,,, ¢'] und alle Kanten des
vertikalen Segmentes Seg[ps, ¢"] auf. Wenn S;; Punkte oberhalb von p,, enthélt, dann
rufe ROUNDSTAIRCASE rekursiv mit dem erweiterten Treppenpolygon auf, das durch

folgende Stiicke definiert ist:
e Das Segment Seg[p,, ¢']
e Der Teilpfad von P;ZS zwischen p; und ¢’
e Der Teilpfad M, zwischen o und p,, von M;;

Analog, wenn es Punkte in S;; unterhalb von p, gibt, dann rufe ROUNDSTAIRCASE
rekursiv mit dem erweiterten Treppenpolygon auf, das durch das Segment Seg[ps, ¢"],
dem Teilpfad von PJ‘;, zwischen p; und ¢” und dem Teilpfad Mj; zwischen p; und 3
definiert ist (vgl. Abbildung B34).

Sei nun Ey die Menge aller Kanten von I', die zum Rand der Pareto-Hiille von S
gehoren. Fp sei die Menge aller Kanten der Funktion ROUNDSTRIP, die nicht zu Fjy
gehoren, und FEs sei die Menge aller Kanten, die von der rekursiven Funktion ROUND-
STAIRCASE gewahlt werden und die nicht zu Eg U E; gehoren. Sei N das Netzwerk,
das durch diese Kanten und die Punkte von S definiert ist. Aus Lemma B3] und den
Rundungsfunktionen ergibt sich, dass N ein Manhattan-Netzwerk fiir .S ist. Sei x* die
ganzzahlige Losung fiir Gleichung (B, die zu N gehort. Das heifit, es gilt 2} = 1 genau
dann, wenn e zu Ey U Ej U Ey gehort und = = 0 sonst.

3.3.4 Analyse

Nun zeigen wir, dass das Manhattan-Netzwerk N aus dem vorherigen Abschnitt maximal
doppelt so grof ist, wie die Kosten einer optimalen, gebrochenen Losung von B). Also
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Di

¢/

pjr @ P, o'

Abbildung 3.34: Die Funktion ROUNDSTAIRCASE fiigt das Segment Seg[p;,, ¢'] und das
Segment Seg[ps, ¢”] hinzu und ruft fiir die eingekreisten Punkte sich
selbst rekursiv auf. Der Kante e bzw der Kante f werden jeweils die
Kanten auf dem dick gestrichelten Pfad zugeordnet, so dass sie jeweils
Kanten mit einem Fluss von mindestens % abdecken.

ist folgende Gleichung zu zeigen:

cost(z*) = Z lezl < 22 le|ze = 2cost(x) (3.11)

ecE

Es gilt . = x} = 1 fiir jede Kante e € Ey. Um nun die Ungleichung (BTl zu zeigen,
weisen wir jeder Kante e € E; U Ey eine Menge F, von parallelen Kanten zu, so dass
folgende zwei Bedingungen gelten:

1) X >y

e'ck,
(i) EeNEf=0fiire, f e EyUFEy und e # f.

Da die Kanten aus E; den Fluss von eins haben, konnen sie zur Hélfte sich selbst
in Rechnung gestellt werden und die andere Hélfte kann fiir eine beliebige Menge F,
verwendet werden.
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Sei e nun eine Kante aus FE7, die zu dem Pfad P, des Streifen R;; gehort. Sollte e
auf einer der beiden Seiten des Streifen liegen, so gilt aufgrund der Konstruktion x, > %
und in diesem Fall ist E. = {e}. Wenn e die Wechselkante des Streifen ist, dann enthélt
E. eine der beiden parallelen Kanten von 0P auf dem Rand der Pareto-Hiille. Dies geht,
da die Kanten der Hiille nur zur Hélfte sich selber in Rechnung gestellt wurden. Aus der
Definition der Streifen ergibt sich, dass keine andere Wechsel-Kante parallel zu diesen
Kanten von 0P sein kann, womit jedes Paar von parallelen Kanten von 9P maximal in
einer Menge FE, fiir die Wechselkante e auftauchen kann.

Betrachte nun eine Kante e € FE5. Diese Kante e gehort zu dem erweiterten Trep-
penpolygon Sy ;. Wenn e auf dem Segment Seg[pm, @'] liegt, dann besteht F, aus der
Kante e und allen Kanten, die parallel zu e sind und unter dem Segment Seg[p,,, ¢'] lie-
gen (vgl. Abbildung B34)). Da jeder Manhattan-Pfad zwischen p,, und p;, der iiber P;ZS
geht, eine dieser Kanten schneiden muss und der Fluss f™ an P, aufgrund der Kon-

20
struktion mindestens % ist, gilt > xe > 5, woraus sich (i) ergibt. Analog, wenn f eine
e'eF.

Kante des Segments Seg|[ps, ¢”] ist, dann besteht Ey aus der Kante f und allen Kanten,
die links von f liegen und die parallel zu f sind. Damit gilt E. N Ef = (. Da sowohl E,,
als auch Ey zu der Region von Sjy|;;» gehoren, die durch die Segmente Seg[p, ¢'] und
Seg[ps, ¢"'] begrenzt ist, sind alle Kanten €', die von den rekursiven Aufrufen betrachtet
werden, disjunkt von diesen Kanten, somit gilt E.NE. = und Ey N Ey = (). Weiterhin
gehort jede Kante des Gitters I' zu maximal einem Treppenpolygon, so dass diese Aus-
sage auch fiir verschiedene Treppenpolygone giiltig bleibt. Da es keinen Streifen links
oder unterhalb des Treppenpolygons geben kann, der das Treppenpolygon durchquert,
kann keine Kante aus Ey zu einer Menge E fiir ein e € Ey M S;;);; hinzugefiigt werden,
womit sich Eigenschaft (ii) ergibt. Aus dieser Eigenschaft folgt dann sofort die Gleichung
BII). Mit dieser Gleichung lisst sich nun sofort folgendes Theorem zeigen:

1
2

Theorem 3.32 Der Rundungs-Algorithmus erreicht einen Approzimationsfaktor von
zwei fir das minimale Manhattan-Netzwerk Problem.

Die Laufzeit wird nicht explizit angegeben, allerdings hat das lineare Programm O (n?)
Variablen und Bedingungen.

3.4 Weitere Algorithmen

Von Benkert, Wolff, Widmann und Shirabe [BWWS06] wird kurz ein Mixed-Integer
Programm zur Berechnung des minimalen Manhattan-Netzwerkes vorgestellt, das in
exponentieller Zeit ein minimales Manhattan-Netzwerk berechnet. Weiterhin wird im
gleichen Paper ein Lineares Programm mit nachfolgender Rundung vorgestellt, was ein-
facher als das Programm aus Kapitel von Chepoi, Nouioua und Vaxes [CNV05] ist,
jedoch keinen Approximationsfaktor garantiert. Allerdings hat es auch eine Laufzeit,
die zwar polynomiell, in der Praxis aber nicht viel schneller ist als das Mixed-Integer
Programm zur exakten Losung.

Von Kato, Imai und Asano [KTA02] wird ein Faktor zwei Approximations-Algorithmus
vorgestellt. Allerdings ist der Beweis, dass dieser Algorithmus eine 2-Approximation be-
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rechnet, liickenhaft. Daher wurde auf diesen Algorithmus hier nicht weiter eingegangen.
Allerdings werden in diesem Paper erstmalig Cover und erzeugende Mengen verwendet,
die dann in Kapitel als Grundlage verwendet werden.

Einen 1,5-Approximations-Algorithmus stellen Seibert und Unger [SUOS] vor, aller-
dings sind dort Beweis und Algorithmusteile unklar, die in der noch nicht verfiigbaren,
lingeren Journal Version ausfiihrlicher dargestellt werden sollen. Aus diesem Grund wird
auch auf diesen Algorithmus hier nicht weiter eingegangen.

3.5 Zusammenfassung

Allen drei, im Detail vorgestellten, Algorithmen aus den Papern ist gemeinsam, dass sie
versuchen, die Punktmenge zu unterteilen. Fiir diese lokalen Mengen werden dann Netz-
werke berechnet, die sich abschitzen lassen. Der Algorithmus aus Kaptitel Bl definiert
fiir jeden Punkt Einflussbereiche, fiir die dann jeweils ein optimales Netzwerk in poly-
nomieller Zeit berechnet werden kann. Einflussbereiche eines Typs von verschiedenen
Punkten konnen sich nicht tiberlappen, aber Einflussbereiche von verschiedenen Typen
und Punkten schon, weshalb der Algorithmus maximal einen Faktor von vier schafft.
Die beiden anderen Algorithmen benutzen erzeugende Mengen, die jeweils eine Teil-
menge von Zg sind. Diese sind sich zwar dhnlich, unterscheide sich jedoch im Detail.
Die Menge Zyer U Znor aus Kapitel auf Seite BHlist der Menge Z" aus Kapitel auf
Seite [[] sehr dhnlich, allerdings nicht gleich (vgl. Abbildung B3H). Beiden Algorithmen

q

Abbildung 3.35: Vergleich von Z, und Z’. Abbgebildet ist die Menge Z,e. Die Menge
Z' enthilt alle Paare, die auch in Z, enthalten sind, aber zusitzlich
unter anderem auch das Paar (p,q), dass weder in Zye noch in Zye,
enthalten ist.

ist jedoch wieder gemeinsam, dass die jeweilige erzeugende Menge in Untermengen auf-
geteilt wird. Beim Algorithmus aus Kapitel ergeben sich dann am Ende drei Netze
in zwei disjunkten Unterteilungen der Ebene. Fiir jede der beiden Regionen der Ebene
l4sst sich dann der Faktor drei als Approximationsfaktor zeigen, was damit den Faktor
drei fiir das gesamte Netzwerk ergibt. Der Algorithmus aus Kapitel erzeugt ebenfalls
zwei disjunkte Unterteilungen. Allerdings wird mittels einem linearen Programm dort
ein gesamtes, gebrochen-rationales Manhattan-Netzwerk berechnet. Fiir jede der beiden
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Unterteilungen wird dann die gebrochen-rationale Losung so aufgerundet, dass sich ein
Faktor von zwei ergibt.

Interessant ist, dass alle drei Algorithmen in einem ihrer Schritte Treppenpolygone
benutzen. Zwar sind diese in jedem Algorithmus anders definiert, aber der komplexeste
Teil aller Algorithmen ist die Berechnung einer moglichst guten Losung fiir diese Trep-
penpolygone.
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4 Minimale Manhattan-Netzwerke von
Rechtecken

In diesem Kapitel werden Manhattan-Netzwerke von Punktmengen betrachtet, die auf
dem Rand eines Rechtecks liegen. Dieser Spezialfall ist in der Literatur noch nicht be-
handelt worden. Das neue, hier vorgestellte Verfahren lauft in O(nlogn) und berechnet
ein exaktes, minimales Manhattan-Netzwerk.

4.1 Eigenschaften dieser Netzwerke

Die Kontur einer Punktmenge S auf einem Rechteck entspricht nur dann exakt dem
Rechteck, wenn die vier Eckpunkte des Rechtecks in der Punktmenge enthalten sind.
Ansonsten ist das Kontur-Polygon kleiner als das Rechteck und iiberdeckt nicht das
ganze Rechteck (vgl. Abbildung ET]).

Abbildung 4.1: Kontur einer Punktmenge auf einem Rechteck. Diese entspricht nicht
dem Rechteck (gestrichelt skizziert), sondern ist kleiner.

Auf der Kontur liegen sdmtliche Punkte der Punktmenge, im Innern der Kontur liegen
keine Punkte. Die Kontur deckt damit bereits einen Grofiteil der Manhattan-Pfade ab.
Nur zwischen Punkten, die auf dem oberen Rand des umschlieBenden Rechtecks R(S)
und dem unteren Rand des Rechtecks R(S) befinden, so wie zwischen Punkten, die
auf dem linken Rand des umschlieflenden Rechtecks R(S) und dem rechten Rand des
Rechtecks R(S) befinden, gibt es keine Manhattan-Pfade entlang der Kontur.

Lemma 4.1 Die Manhattan-Pfade zwischen Punkten auf dem unteren und dem oberen

Rand von R(S) sind unabhdingig von den Pfaden zwischen Punkten auf dem linken und
dem rechten Rand von R(S).
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Beweis Lemma 1] Betrachte einen Punkt p auf dem unteren Rand und einen Punkt
g auf dem oberen Rand, so dass R({p, ¢} ein kritisches Rechteck ist (vgl. AbbildungE2).
Die Kontur deckt dabei die beiden horizontalen Kanten des Rechtecks bereits ab. Damit

Abbildung 4.2: Pfad zwischen 2 Punkten auf dem oberen und unteren Rand der Kontur.

Die beiden horizontalen Kanten werden bereits von der Kontur abge-
deckt.

reicht es, eine vertikale Kante hinzuzufiigen, um einen Manhattan-Pfad von p nach ¢
zu erhalten. Kiirzere Kanten reichen nicht aus, um einen Manhattan-Pfad zu erhalten.
Damit miissen jedoch Kanten von dieser Lénge hinzugefiigt werden und diese Kanten
reichen aus, um ein Manhattan-Netzwerk zu erreichen. Der einzige Fall, der Probleme
bereitet, ist, wenn auch Teile der Kontur entlang des linken oder rechten Randes des
Rechtecks R({p,q} laufen. Aber auch in diesem Fall kommt man mit einer vertikalen
Kante aus, diese muss allerdings dann nicht die komplette Hohe des Rechtecks R({p, q}
iiberbriicken, sondern nur den Teil, der innerhalb der Kontur liegt.

Analog reicht es fiir zwei Punkte p’ und ¢’ auf dem linken und rechten Rand eine hori-
zontale Kante hinzuzufiigen, um einen Manhattan-Pfad von p’ nach ¢’ zu erhalten. Somit
gibt es ein minimales Manhattan-Netzwerk, bei dem die Pfade zwischen den Punkten
auf dem oberen und unteren Rand mit den Pfaden zwischen Punkten auf dem linken
und rechten Rand keine Liniensegmente innerhalb der Kontur gemeinsam haben.

O

Aus diesem Lemma folgt, dass sich die horizontalen und vertikalen Kanten voneinander
unabhéngig berechnen lassen. Die Kanten, die benétigt werden, um die Punkte auf
dem oberen Rand mit den Punkten auf dem unteren Rand von R(S) zu verbinden,
wenn die Kontur bereits vorhanden ist, wird vertikales Netzwerk genannt. Analog ist das
horizontale Netzwerk definiert. Diese beiden Netzwerke sind keine echten Manhattan-
Netzwerke, da sie nur Teilpfade enthalten und erst die Vereinigung mit der Kontur die
gesamten Pfade enthalten.

Korollar 4.2 FEin minimales Manhattan- Netzwerk von Punkten auf einem Rechteck ist
gegeben durch:
Kontur
U minimales vertikales Netzwerk
U minimales horizontales Netzwerk
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Beweis Korollar Da sich nach Lemma[ETl die horizontalen und vertikalen Netzwerke
getrennt berechnen lassen und nach Lemma die Kontur enthalten ist, kann man
jeweils fiir diese drei Netzwerke das minimale Netzwerk berechnen. Die Vereinigung
dieser drei Netzwerke ist dann das minimale Manhattan-Netzwerk.

O

Interessant ist der Zusammenhang mit dem Cover, dass in Kapitel BTl auf Seite
definiert wird. Das minimale vertikale Netzwerk entspricht einem Cover fiir die Menge
Zver aus Kapitel B2 allerdings sind keine weiteren Liniensegmente notig, da die horizon-
talen Stiicke bereits von der Kontur abgedeckt werden. Damit lédsst sich aus Lemma
auf Seite B8 die gleiche Aussage, wie aus dem obigen Lemma, folgern.

4.2 Berechnung eines minimalen vertikalen Netzwerkes

Zuerst wird ein Algorithmus definiert, der kein minimales Netzwerk findet, sondern nur
ein giinstiges. Giinstig ist das Netzwerk in dem Sinne, dass ein weiterer Algorithmus
mit diesem Netzwerk spéter das minimale Netzwerk berechnen kann. Voraussetzung fiir
den Algorithmus ist, dass es — aufler auf dem linken oder rechten Rand des Rechtecks —
keine zwei Punkte gibt, die die gleiche z-Koordinate haben. Dies lisst sich aber leicht
dadurch erreichen, dass das Rechteck an der Stelle, wo die Voraussetzung nicht erfiillt
ist, in jeweils zwei Rechtecke geteilt wird (vgl. Abbildung |.3(b)]). Da an dieser Stelle
auf jeden Fall eine Kante eingefiigt werden muss, kann der Algorithmus dann sowohl fiir
das linke Rechteck R; als auch fiir das rechte Rechteck R, angewandt werden.

Die Berechnung des giinstigen, vertikalen Netzwerkes geschieht mittels eines Sweep-
Algorithmus. Dieser Algorithmus geht mit einer Sweep-Line von links nach rechts durch
die Punktmenge S. Als Ereignisse des Sweep-Algorithmus werden die Punkte auf dem
oberen und dem unterem Rand von R(S) betrachtet, die nicht auf dem linken oder
rechten Rand von R(S) liegen. Die Eckpunkte des Rechtecks werden dadurch — sofern
sie in S tiberhaupt enthalten sind — nicht beachtet. Bei jedem Ereignis wird {iberpriift,
ob die Manhattan-Bedingung erhalten bleibt, wenn an dieser Stelle keine senkrechte
Kante eingefiigt wird. Sollte dies nicht der Fall sein, so wird eine Kante eingefiigt. Die
Kanten werden dabei innerhalb der Kontur eingefiigt, sie verlassen die Kontur nicht.
Der Algorithmus fiir die horizontalen Kanten ist analog definiert.

Theorem 4.3 Das vom Algorithmus [{_1] berechnete Netzwerk vereinigt mit der Kontur
verbindet jeden Punkt auf dem oberen Rand mit jedem Punkt auf dem unteren Rand tber
einen Manhattan-Pfad.

Beweis Theorem Angenommen, es gibt zwischen einem Punkt p; auf dem oberen
Rand und einem Punkt ps auf dem unteren Rand keinen Manhattan-Pfad. Es gelte
Zp, < Tp,. Da der Algorithmus nur senkrechte Kanten einfiigt, kann es in dem Intervall
[p,, Tp,] keine senkrechte Kante geben, da diese einen Manhatten-Pfad ermdglichen
wiirde. Dies bedeutet, dass bei dem Ereignis fiir Punkt p; keine Kante eingefiigt werden
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Algorithmus 4.1 Berechnung eines giinstigen vertikalen Netzwerkes

Eingabe: Eine Punktmenge P, C S, die die Punkte auf dem oberen und unteren Rand
des Rechtecks enthélt, die nicht auch auf dem rechten oder linken Rand enthalten
sind, und die Kontur der Punktmenge S.

Ausgabe: Ein Netzwerk M fiir das gilt: Vp,q € P,,y, # y4 : 3 Manhattan-Pfad in MU

Kontur

Pt = P, nach x-Koordinaten sortiert.
Punten - @

Poben = @

: for p € Pyt do
if p liegt auf dem unteren Rand then
if Pypen # () then
Fiige eine senkrechte Kante bei p ein
Punkten aus P,pe, und p keinen Manhattan-Pfad

IR T

> Sonst gibt es zwischen den

8: Poven = 0

9: else

10: Punten = {p}
11: end if

12: else

13: if Pinten # € then
14: Fiige eine senkrechte Kante bei p ein
15: Punten = 0

16: else

17: Popen = {p}

18: end if

19: end if

20: end for

Ry

i I I
* *—o ' —— o ' — = &—— e ———— —&----—- *------ -*

(a) Minimales vertikales Netzwerk.
Dabei werden alle Punkte auf dem
oberen Rand mit allen Punkten auf
dem unteren Rand verbunden.

(b) Sollten ein Punkt auf dem obe-
ren und ein Punkt auf dem unte-
ren Rand die gleichen z-Koordinaten
haben, wird das Rechteck in zwei
Rechtecke geteilt. Dann lasst sich das
Manhattan-Netzwerk fiir R; und R
getrennt berechnen.

Abbildung 4.3: Vertikale Kanten des Manhattan-Netzwerkes
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4 Minimale Manhattan-Netzwerke von Rechtecken

darf. Damit gilt nach dem Ereignis Pypen = {p1} # 0 (vgl. Zeile [ in Algorithmus EET]).
Bis zum Punkt py ist keine Kante eingefiigt worden. Damit muss weiterhin Ppype, # ()
gelten. Bei dem Ereignis von Punkt po handelt es sich um einen Punkt auf dem unteren
Rand. Da Pypen # 0 gilt, fiigt der Algorithmus an dieser Stelle eine Kante ein (vgl. Zeile
[@in Algorithmus ETl). Der Fall x,, < x,, geht analog.

O

Sollten die Ecken des Rechtecks nicht in der Punktmenge enthalten sein, so findet
der Algorithmus nicht das minimale Netzwerk. Das liegt daran, dass die Kanten auf
dem linken bzw. rechten vertikalen Rand der Kontur entlanglaufen kénnen. Dies beritick-
sichtigt der Algorithmus nicht. Formal lassen sich die problematischen Kanten wie folgt

beschreiben (vgl. Abbildung {.4(a)):

Kante a: Diese Kante ist definiert als die Kante mit der z-Koordinate des ersten Punk-
tes auf dem oberen oder unteren Rand. Dabei werden, genau wie im Algorith-
mus LTl die Eckpunkte des Rechtecks nicht beachtet.

Kante b: Diese Kante entspricht der Kante mit der z-Koordinate des ersten Punktes auf
dem oberen Rand, wenn die Kante a durch einen Punkt auf dem unteren Rand
definiert wurde, ansonsten entspricht sie der Kante mit der z-Koordinate des
ersten Punktes auf dem unteren Rand. Dabei werden, genau wie bei Kante a,
die Eckpunkte des Rechtecks nicht beachtet.

Kante ¢: Diese Kante wird analog zur Kante b definiert, allerdings vom rechten Rand
aus gesehen.

Kante d: Diese Kante wird analog zur Kante a definiert, allerdings vom rechten Rand
aus gesehen.

Fiir den Vergleich der Gréfle von vertikalen Netzwerken sind nur die Teilstiicke inter-
essant, die echt innerhalb der Kontur verlaufen. Nach Lemma ist die Kontur auf
jeden Fall im minimalen Manhattan-Netzwerk enthalten. Daher wéchst beim Einfiigen
von vertikalen Kanten das Netzwerk nur um die Linge des Stiickes, das nicht auf der
Kontur verlduft. Deshalb werden a/,b’,c,d" definiert als die grofiten Teilstiicke der je-

weiligen Kante, die echt innerhalb der Kontur verlaufen (vgl. Abbildungl.4(b))).

Lemma 4.4 Der Algorithmus [ figt als erste Kante die Kante b hinzu.

Beweis Lemma 4] Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei die Kante a durch einen
Punkt auf dem oberen Rand definiert, die Kante b damit durch einen Punkt auf dem
unteren Rand. Damit ergibt sich ein Aussehen wie in Abbildung EAl Da Kante b durch
den ersten Punkt auf dem unteren Rand definiert ist, handelt es sich bei allen vorher
auftretenden Ereignissen um Punkte auf dem oberen Rand. Damit fiigt der Algorith-
mus 1] bei diesen Ereignissen keine Kante ein, da eine Kante nur nach einem Wechsel
vom oberen zum unteren oder vom unteren zum oberen Rand eingefiigt werden kann
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4 Minimale Manhattan-Netzwerke von Rechtecken

b ¢

Abbildung 4.4: Problematische Kanten des Algorithmus EETl Der Algorithmus beriick-
sichtigt nicht, dass von den Kanten a bis d nur die Anteile o’ bis d’ fiir
die Lénge des Manhattan-Netzwerkes relevant sind.

Abbildung 4.5: Der Algorithmus BTl fiigt als erstes die Kante b ein, da es vorher nur
Punkte auf dem oberen Rand gibt. Daher ist die Kante b die erste Kante,
die wichtig ist, um die Manhattan-Pfade sicherzustellen.

(vgl. Zeile [ in Algorithmus EJl). Da die Kante a links von der Kante b liegt, muss
es aber auch mindestens ein solches Ereignis, bei dem keine Kante eingefiigt wird, ge-
ben. Nach diesem Ereignis gilt dann P, # (). Sobald der Algorithmus auf den Punkt
trifft, durch den die Kante b definiert wird, wird eine Kante eingefiigt, da immer noch
Popen # 0 gelten muss (vgl. Zeile [ in Algorithmus ET]).

d

Korollar 4.5 Es gibt ein minimales vertikales Netzwerk, das als erste Kante entweder
die Kante a oder die Kante b enthdlt.

Beweis Korollar BB Annahme: Es gibt eine Punktmenge auf einem Rechteck, wo die
erste Kante des vertikalen Netzwerkes weder der Kante a noch der Kante b entsprechen
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o

Abbildung 4.6: Es gibt ein minimales Manhattan-Netzwerk, in dem entweder die Kante
a oder die Kante b die erste Kante ist. Die Kante k hingegen konnte
durch die Kante b ersetzt werden.

kann. Aus Lemma 4 ergibt sich, dass der Algorithmus die Kante b hinzufiigt. Er macht
dies, weil sonst die Manhattan-Bedingung verletzt wird. Damit kann die erste Kante in
einem minimalen Netzwerk nicht rechts von der Kante b liegen. Dann muss die erste
Kante einer Kante k zwischen a und b entsprechen (vgl. Abbildung ECH). Diese Kante
k hat aber die gleiche Linge wie b’, womit man anstelle der Kante k£ auch die Kante
b wiahlen kann, ohne dass das Netzwerk grofler wird oder die Manhattan-Eigenschaft
verloren geht.

Die Kante a hingegen lisst sich nicht immer durch die Kante b ersetzen, da |a’| < |V/|

gelten kann (vgl. Abbildung 4.4(b)]).

O

Korollar 4.6 Ein minimales vertikales Netzwerk enthdlt immer als zweite Kante eine
Kante rechts von b, sofern eine zweite Kante notwendig ist.

Beweis Korollar .8l Annahme: Es gibt ein minimales Manhattan-Netzwerk zu einer
beliebigen Punktmenge S auf einem Rechteck, das als zweite Kante die Kante b oder eine
Kante links davon enthélt. Wir zeigen nun, dass man in diesem Fall eine Kante streichen
kann, was ein Widerspruch zu der Minimalitéits-Bedingung des Netzwerkes wiére.

Laut Korollar muss die erste Kante dann die Kante a sein. Fiir die zweite Kante
gibt es nun zwei Fille:

Fall a) Die zweite Kante entspricht der Kante b: Dann kann man die Kante a wegfallen
lassen, damit wird das Netzwerk kleiner, aber die Manhattan-Eigenschaft bleibt
erhalten. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass das Netzwerk minimal
ist.
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Fall b) Die zweite Kante entspricht einer Kante k& aus Abbildung Dann gilt, dass
die Kante die gleiche Linge wie die Kante b’ hat, womit sich & durch b ersetzen
lasst und sowohl die Kante k, als auch die Kante a gestrichen wird. Damit wird
das Netzwerk kleiner, aber die Manhattan-Eigenschaft bleibt erhalten. Dies ist
ein Widerspruch zu der Annahme, dass das Netzwerk minimal ist.

O

Den rechten Rand des Netzwerkes muss man nicht mehr betrachten. Sollte der Algo-
rithmus die Kante ¢ einfiigen, so lidsst sich diese nicht durch die Kante d ersetzen. Sollte
er die Kante d einfiigen, so ist diese auf jeden Fall maximal so grofl wie die Kante ¢, so
dass es in diesem Fall keinen Sinn macht, die Kante d durch die Kante ¢ zu ersetzen.

Darauf aufbauend ergibt sich dann der endgiiltige Algorithmus EE2, der ein minimales
vertikales Manhattan-Netzwerk berechnet. Dieser Algorithmus berechnet mittels des Al-
gorithmus BTl zwei vertikale Netze, eins mit der Startkante b und eins mit der Startkante
a.

Algorithmus 4.2 Berechnung eines minimalen vertikalen Netzwerkes

Eingabe: Eine Punktmenge P, C S, die die Punkte auf dem oberen und unteren Rand
des Rechtecks enthélt, exklusive der Eckpunkte des Rechtecks.
Ausgabe: Ein minimales Netzwerk M mit Vp,q € P,,y, # yp : 3 Manhattan-Pfad in
MU Kontur
1: Berechne mit Algorithmus BTl ein giinstiges Netzwerk V7. > Dieses Netzwerk
enthélt die Kante b
2: Berechne mit Algorithmus BTl ein giinstiges Netzwerk No, das jedoch abweichend im
ersten Schritt die Kante a einfiigt
3: Wihle min {|NVy|, | Na|}

Theorem 4.7 Der Algorithmus [ berechnet ein vertikales Manhattan- Netzwerk mini-
maler Linge von Punkten auf einem Rechteck.

Beweis Theorem 7] Annahme: Das so entstandene Netzwerk M ist nicht minimal.
Dies bedeutet, es gibt ein Netzwerk M’, mit |M’'| < |M|. Aufgrund von Korollar
und Korollar konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass das
Netzwerk M’ als erste Kante die Kante a oder die Kante b enthiilt und als zweite Kante
eine Kante rechts von der Kante b.

Vergleiche nun das Netzwerk M’ mit dem Netzwerk N. Dabei entspricht N dem Netz-
werk N7 aus Algorithmus EEZ wenn die erste Kante in M’ die Kante b ist, bzw. dem
Netzwerk No, wenn die erste Kante in M’ die Kante a ist.

Damit enthalten die zu vergleichenden Netzwerke beide entweder die Kante a oder die
Kante b. Da ein minimales Netzwerk nach Korollar EEf] als zweite Kante eine Kante rechts
von b enthalten muss, miissen wir damit nur noch die Kanten rechts von b betrachten.
Relevant fiir die Langen der Netzwerke sind nur die Teile der Kanten, die nicht entlang
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der Kontur verlaufen. Daher wird im Beweis mit |{|, die Linge der Kante [ bezeichnet,
die echt innerhalb der Kontur verlduft. Fiir [ # a,b, ¢, d gilt: ||, = |l|, fiir | = a,b,c,d
gilt [lfu = la’, ['], |/}, |d"].

Jeder vertikale Kante | des Netzwerkes N wird genau eine Kante I’ des minimalen
Netzwerkes M’ in Rechnung gestellt. Dabei wird jede Kante I’ nur fiir eine Kante [
verwendet. Weiterhin wird gezeigt, dass auch immer |l|, < |I’|,, gilt. Die Kanten [, die
sowohl in N als auch in M’ vorhanden sind, werden sich selbst in Rechnung gestellt.
Damit miissen nur noch die Kanten [ aus N betrachtet werden, die nicht in M’ vorhanden
sind.

Sei [ eine Kante aus IV, die nicht in M’ vorhanden ist. Der Algorithmus hat diese Kante
in N eingefiigt, da sonst die Manhattan-Eigenschaft des Netzwerkes verletzt wére. Damit
muss es auch eine Kante I’ in M’ geben, die die Manhattan-Eigenschaft sicherstellt und
die links von [ liegt. Sei I” die néichste Kante links in N. Da durch {” in N die Manhattan-
Eigenschaft nicht sichergestellt werden kann, muss I’ zwischen [” und [ liegen. Wenn [
weder der Kante ¢ noch der Kante d entspricht, dann gilt |I|, = |I'|,,. Wenn [ der Kante ¢
entspricht, dann gilt |I|,, < |I|,,. Sollte I der Kante d entsprechen, dann kann I’ der Kante
¢ entsprechen. Da aber |d|, < |c|, gilt, folgt daraus dass auch |l|, < |I'|,,. Aufgrund der
Wahl der Kanten [’ kann auch keine Kante zweimal fiir eine Kante | gewihlt werden.
Damit gilt aber |M| < |N| < |M’|, was ein Widerspruch zu der Annahme |[M'| < |M|
ist.

O

Der Algorithmus fiir die Konstruktion des minimalen horizontalen Netzwerkes geht
analog. Nach Korollar ist dann das minimale Manhattan-Netzwerk die Vereinigung
der Kontur mit den horizontalen und vertikalen Netzwerken, wie in Algorithmus

beschrieben wird (vgl. Abbildung E1).

[ ]
—e

Abbildung 4.7: Minimales Manhattan-Netzwerk von Punkten auf einem Rechteck

4.3 Laufzeit

Die Laufzeiten fiir die einzelnen Teile des Algorithmus sind jeweils:
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Algorithmus 4.3 Berechnung eines minimalen Manhattan-Netzwerkes von Punkten auf

einem Rechteck
Eingabe: Eine Punktmenge S, die auf einem Rechteck liegt.

Ausgabe: Ein minimales Manhattan-Netzwerk M zu der Punktmenge S

1. B ={plp € S,p liegt auf dem linken Rand}

2: P, = {p|p € S, p liegt auf dem rechten Rand}

3: P, = {plp € S, p liegt auf dem unteren Rand}

4: P, ={p|p € S, p liegt auf dem oberen Rand}

5. K=Kontur(S)

6: P, mit S\ (P, UP,)

7. N; = Berechnung eines minimalen vertikalen Netzwerkes(P,)

8 P, mit S\ (P, UPF,)

9: Ny = Berechnung eines minimalen horizontalen Netzwerkes(P,)
10: M =N UNy UK

Berechnung von P, P, P,, P, O(n)
Berechnung der Kontur O(nlogn)
Berechnung des minimalen vertikalen Netzwerkes O(nlogn)
Berechnung des minimalen horizontalen Netzwerkes O(nlogn)

Als Gesamtlaufzeit ergibt sich damit O(nlogn).
Die einzelnen Laufzeiten bediirfen noch einer Erklarung:

Berechnung von P, P, P,, P,: Diese Mengen, die jeweils die Punkte auf dem linken,
rechten, unteren oder oberen Rand enthalten, lassen sich dadurch berechnen, indem man
jeden Punkt genau einmal betrachtet und jeweils die minimalen oder maximalen Punkte
in z- oder y-Richtung speichert. Bei der Berechnung von P, wiirde man beispielsweise
die Punkte mit minimalen z-Koordinaten speichern. Da man jeden Punkt nur einmal
betrachten, aber vorher nicht sortieren muss, ergibt sich als Laufzeit O(n) fiir diesen
Schritt.

Berechnung der Kontur: Das Verfahren zur Konstruktion der Kontur ist dem Buch
von Rolf Klein [KIe05, Seite 167ff] entnommen, die Modifizierung auf Seite [[H dndert
nichts an der Laufzeit von O(nlogn). Sollten die Punkte dabei bereits nach ihren z-
Koordinaten sortiert sein, so sinkt die Laufzeit auf O(n).

Berechnung des minimalen vertikalen Netzwerkes: Hierzu miissen die Punkte zuerst
nach z-Koordinaten sortiert werden. Danach werden zwei Sweeps mit O(n) Ereignis-
sen durchgefiihrt. Jedes Ereignis verursacht Kosten von O(1), so dass die Laufzeit des
Sweep-Algorithmus mit dem Sortieren zusammen O(nlogn) betrigt. Sollten auch hier
die Punkte nach z-Koordinaten vorsortiert sein, so sinkt die Laufzeit auf O(n).

Berechnung des minimalen horizontalen Netzwerkes: Hierzu miissen die Punkte zu-
erst nach y-Koordinaten sortiert werden. Ansonsten bleibt die Betrachtung fiir die Be-
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rechnung des minimalen horizontalen Netzwerkes giiltig, so dass sich mit dem Sortieren
eine Laufzeit von O(nlogn) ergibt. Sollten Punkte hier nach y-Koordinaten vorsortiert
sein, so sinkt die Laufzeit auf O(n).

Gesamtlaufzeit Sollten die Punkte sowohl nach x-, als auch nach y-Koordinaten sor-
tiert sein, ldsst sich eine Laufzeit von O(n) erreichen. Dies ist in diesem Fall auch nicht
unrealistisch, da bereits eine Bedingung an die Punktmenge gestellt wird. Die Punkte
miissen alle auf einem Rechteck liegen. Sollte man die Punkte in der Reihenfolge ihres
Auftretens auf dem Rechteck bekommen, so lassen sie sich in Zeit O(n) sortieren.
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Das minimale Manhattan-Netzwerk-Problem bietet noch viele offene Probleme, die noch
nicht vollstéindig erforscht sind. Im Folgenden werden ein paar dieser Probleme auf-
gezahlt.

5.1 Komplexitat

Es ist bis jetzt noch nicht bekannt, ob das minimale Manhattan-Netzwerk Problem NP-
vollstéindig ist. Exakte Losungen lassen sich bis jetzt nur fiir verhédltnisméfig einfache
Punktmengen in polynomieller Zeit berechnen. Fiir beliebige Punktmengen existieren
bis jetzt nur Approximations-Algorithmen. Der beste Approximations-Algorithmus, der
bis jetzt bewiesen ist, von Chepoi, Nouioua und Vaxes [CNV05] garantiert einen Faktor
von zwei und wurde in Kapitel vorgestellt. Fiir den 3-Approximations-Algorithmus
von Benkert, Widmann und Wolff [BWW04], der in Kapitel vorgestellt wurde, gilt
jedoch, dass dieser nur in speziell konstruierten Fillen dem Faktor drei beliebig nahe
kommt. Fiir zufillige Punktmengen jedoch liegt der erreichte Faktor nahe bei eins.

Die Komplexitdat dieses Problems erwéchst unter anderem daraus, dass ein neuer
Punkt in einem minimalen Manhattan-Netzwerk einen Grofiteil der Pfade beeinflus-
sen kann. Dadurch lidsst sich aus einer Unterteilung in Teilprobleme, wie sie von allen
Approximations-Algorithmen vorgenommen wird, meistens keine optimale Loésung kon-
struieren oder die Komplexitit sinkt durch die Aufteilung nicht.

5.2 F-beschranktes Manhattan-Netzwerk-Problem

Beim F-beschrinkten Manhattan-Netzwerk-Problem muss nicht zu jedem Paar aus S'x .S
ein Manhattan-Pfad konstruiert werden, sondern nur zu einer Teilmenge F' C S x S.
Dieses Problem kann offensichtlich nicht leichter sein als das unbeschrankte Manhattan-
Netzwerk Problem, da das normale Manhattan-Netzwerk-Problem ein Spezialfall des
beschriankten Problems ist. Wenn F = S x S gilt oder wenn F eine erzeugende Menge
ist, erhédlt man das originale minimale Manhattan-Netzwerk Problem. Allerdings lasst
sich die Komplexitét des F-beschriankten Manhattan-Netzwerk Problems angeben. Die-
ses Problem ist NP-vollstéindig, da es das Rectlinear Steiner Arborescene Problem ver-
allgemeinert, Shi und Su [SS00] gezeigt haben. Bei dem Rectlinear Steiner Arborescene
Problem handelt es sich um das Problem, eine Menge .S von n Punkten, die alle im ers-
ten Quadranten liegen, auf rechtwinkligen Pfade mit dem Ursprung zu verbinden. Dabei
soll die Gesamtlédnge dieser Pfade minimiert werden. Dies ist dquivalent dazu, dass F'-
beschrinkte Manhattan-Netzwerk Problem fiir die Menge S' = SU{o} und F = {0} x S
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zu 16sen, wobei o dem Ursprung entspricht.

5.3 Real Manhattan-Problem

Bei dem Real Manhattan-Problem miissen, genauso wie bei dem normalen minimalen
Manhattan-Netzwerk-Problem, n Punkte untereinander verbunden werden. Allerdings
ist diesmal das Gitter vorgegeben und die Punkte kénnen auch auf den Kanten des
Gitters sitzen. Damit sind die kiirzesten Pfade zwischen zwei Punkten unter Umsténden
langer als die Manhattan-Distanz zwischen ihnen (vgl. Abbildung B.Tl).Dieses Problem

Abbildung 5.1: Kiirzester Pfad zwischen zwei Punkten im Real Manhattan Problem.

wurde von Chepoi, Nouioua und Vaxes [CNV05| kurz vorgestellt, ohne jedoch niher
darauf einzugehen.

5.4 Ausblick

Das minimale Manhattan-Netzwerk Problem lésst sich in verschiedene Richtungen weiter
betrachten. Interessant wéire es, die Arbeit aus Kapitel @l fortzufiihren und weitere Punkt-
mengen zu charakterisieren, fiir die sich minimale Manhattan-Netzwerke in polynomiel-
ler Zeit berechnen lassen. Dabei lassen sich unter Umstédnden interessante Eigenschaften
von minimalen Manhattan-Netzwerken charakterisieren, die bessere Approximations-
Algorithmen liefern oder Aussagen iiber die Komplexitdt erlaubten. Am einfachsten
sind vermutlich dabei Punktmengen auf dem Rand von einfachen Polygonen.

Eine andere Richtung wire, schnellere oder bessere Approximations-Algorithmen zu
finden. So stellt sich die Frage, wie ein schnellerer Faktor-2-Algorithmus aussehen kann
oder ob es einen polynomiellen Approximations-Algorithmus mit einem Faktor unterhalb
von zwei gibt. Dafiir lassen sich verschiedene Ansétze, wie Divide & Conquer betrachten.

98



Literaturverzeichnis

[BMO02]

[BWWO04]

[BWWS06]

[CFKS81]

[CIJRTO5]

[CNV05]

[DDO05]

[GLNO1]

Bosg, PROSENJIT und PAT MORIN (Herausgeber): Algorithms and Compu-
tation, 13th International Symposium, ISAAC 2002 Vancouver, BC, Cana-
da, November 21-23, 2002, Proceedings, Band 2518 der Reihe Lecture Notes
in Computer Science. Springer, 2002.

BENKERT, MARC, FLORIAN WIDMANN und ALEXANDER WOLFF: The Mi-
nimum Manhattan Network Problem: A Fast Factor-8 Approximation. In:
Abstracts 8th Japanese Conf. on Discrete and Computational Geometry
(JCDCG04), Seiten 85-86, 811 Oktober 2004.

BENKERT, MARC, ALEXANDER WOLFF, FLORIAN WIDMANN und TAKESHI
SHIRABE: The Minimum Manhattan Network Problem: Approximations and
FExact Solution. 2006.

CHALMET, L.G., R.L. FrANCIS und A. KOLEN: Finding Efficient Solutions

for Rectilinear Distance Location Problems Efficiently. European Journal of
Operational Research, 6:117-124, 1981.

CHEKURI, CHANDRA, KLAUS JANSEN, Jost D. P. RoLiM und LucA TRE-
VISAN (Herausgeber): Approzimation, Randomization and Combinatorial
Optimization, Algorithms and Techniques, 8th International Workshop on
Approzimation Algorithms for Combinatorial Optimization Problems, AP-
PROX 2005 and 9th International Workshop on Randomization and Com-
putation, RANDOM 2005, Berkeley, CA, USA, August 22-24, 2005, Procee-
dings, Band 3624 der Reihe Lecture Notes in Computer Science. Springer,
2005.

CHEPOI, VICTOR, KARIM NoOUIOUA und YANN VAXES: A Rounding Al-

gorithm for Approximating Minimum Manhattan Networks. In: CHEKURI,
CHANDRA et al. [CIRT0H], Seiten 40-51.

DENG, XI1AOTIE und DING-ZHU DU (Herausgeber): Algorithms and Compu-
tation, 16th International Symposium, ISAAC 2005, Sanya, Hainan, China,
December 19-21, 2005, Proceedings, Band 3827 der Reihe Lecture Notes in
Computer Science. Springer, 2005.

GUDMUNDSSON, JOACHIM, CHRISTOS LEVCOPOULOS und GIRI NARA-

SIMHAN: Approximating a minimum Manhattan network. Nordic J. of Com-
puting, 8(2):219-232, 2001.

99



[KIA02]

[KleO5]
[LAP03]

[LOY6]

[LPRS82]

[SS00]

[SU05]

[Tar86]

[WHL73]

Literaturverzeichnis

KaTo, Ryo, KEIKO IMAT und TAKAO ASANO: An Improved Algorithm for
the Minimum Manhattan Network Problem. In: BOSE, PROSENJIT und
PAT MoORIN [BM02], Seiten 344-356.

KLEIN, ROLF: Algorithmische Geometrie — Grundlagen, Methoden, Anwen-
dungen. eXamen.press. Springer, 2. vollstindig iiberarbeitete Auflage, 2005.

LaMm, F., M. ALEXANDERSSON und L. PACHTER: Picking Alignments from
(Steiner) Trees. Journal of Computational Biology, 10(3-4):509-520, 2003.

LEVCOPOULOS, CHRISTOS und ANNA OSTLIN: Linear-Time Heuristics for
Minimum Weight Rectangulation (Extended Abstract). In: Scandinavian
Workshop on Algorithm Theory, Seiten 271-283, 1996.

LinGgas, A., R. PINTER, R. RIVEST und A. SHAMIR: Minimum edge length
partitioning of rectlinear polygons. In: Proc. 20th Allerton Conf. Commun.
Control Comput., Seiten 53-63, 1982.

SHi, W. und C. Su: The rectilinear Steiner arborescence problem is NP-
complete. Proc. 11th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algo-
rithms, Seiten 780-787, 2000.

SEIBERT, SEBASTIAN und WALTER UNGER: A 1.5-Approximation of the Mi-
nimal Manhattan Network Problem. In: DENG, XIAOTIE und DING-ZHU Du

[DD05], Seiten 246-255.

TARDOS, Eva: A strongly polynomial algorithm to solve combinatorial linear
programs. Oper. Res., 34(2):250-256, 1986.

WENDELL, RE, AP HURTER und TJ LOWE: Efficient points in location
theory. ATEE Transactions, 9:238-246, 1973.

100



Index

e-Umgebung, [0
1-gehort,

Ahor )
Approximation

Manhattan-Netzwerk,

Aquad )
Aver,

Block,

C-Hiille,

Cover,
minimal,
schones, El

Cut-Covering, [74]

Einflussgebiet, BTl

Gebiet
Ao, B
As, BT EQ
verboten, B4l
Gitter
induziert,

Hiille

Pareto, [Tl
Kette

Polygonale,
Kontur, [[4

Rechteck,
Kreuzungs-Konfiguration,

Liniensegment
gerade,
ungerade,

101

Manhattan
Netzwerk, [Tl
Lénge, [
minimales, [T
Pfad,
Menge
Erzeugende,
Metrik
Euklidische, [T
Manhattan, @
Minkowski,

Nachbarn,

Nachfolger
vertikal,
Netzwerk

vertikales,
ortho-konvex, [[1]

Pfad
L, 124
1, 124
",
0
Punkt
dominiert, [[1]
effizienter, [Tl
wechselnder Paritét,
Punkte
Trennpunkte,

Quadrant, @

Rand, [
Rechteck
degeneriert,



Index

kritisch,
umschlielendes,
Rectangulation,
Rhor7
unada
Rver,

Segmente
begrenzende,
Cover,

verbindende,
Streifen,
degeneriert,

Treppenpolygon,

Vergleich
Menge und Menge,
Punkt und Menge,
Vorgénger
vertikal,

Zhora
unad7
Zvera 30

102



	Einführung
	Gliederung
	Definitionen

	Eigenschaften von minimalen Manhattan-Netzwerken
	Ausdehnung eines Manhattan-Netzwerkes
	Verlauf der Manhattan-Pfade
	Konstruktion eines Netzwerkes

	Approximations-Algorithmen
	Eine 4-Approximation
	Definitionen
	Der Approximations-Algorithmus

	Eine schnelle 3-Approximation
	Definitionen für den Algorithmus
	Nachbarn und die erzeugende Menge
	Minimale Cover
	Der Approximations-Algorithmus
	Der Approximationsfaktor

	Ein Rundungs-Algorithmus für minimale Manhattan-Netzwerke
	Eigenschaften und die LP-Formulierung
	Streifen und Treppen
	Der Rundungs-Algorithmus
	Analyse

	Weitere Algorithmen
	Zusammenfassung

	Minimale Manhattan-Netzwerke von Rechtecken
	Eigenschaften dieser Netzwerke
	Berechnung eines minimalen vertikalen Netzwerkes
	Laufzeit

	Ausblick und offene Probleme
	Komplexität
	F-beschränktes Manhattan-Netzwerk-Problem
	Real Manhattan-Problem
	Ausblick


